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Le  Traité  de  Mécaniqv^  dont  nous  donnons  ici  le  tome 
premier,  comprend  trois  parties  : 

Cinématique^ 

StatiqWj 

Dynamique  et  Mécanique  des  fluides. 

Â  ces  trois  volumes,  qui  s'adressent  aux  classes  supé- 
rieures de  mathématiques  dans  les  lycées,  aux  élèves 
des  facultés  des  sciences,  de  l'École  polytechnique  et  des 
autres  écoles  spéciales,  nous  nous  réservons  d'en  ajouter 
plus  tard  un  quatrième,  qui  contiendrait  les  principes 
de  la  mécanique  analytique  et  de  la  mécanique  vibratoirCf 
et  qui  offrirait  aux  élèves  de  l'enseignement  supérieur 
une  introduction  aux  plus  hautes  théories  de  la  science 
moderne.  L'ouvrage  entier  est  actuellement  écrit. 
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11  PRÉFACE. 

On  trouvera  daif^  l'introduction  du  présent  volume  les 
motifs  qui  nous  ont  dirigé  dans  le  classement  des  ma- 
tières, point  sur  lequel  tous  les  auteurs  ne  sont  pas 
d*accord.  Pour  quelques-uns,  la  statique  n'est  qu'un  cha- 
pitre de  la  dynamique.  Nous  y  voyons,  au  contraire,  une 
des  grandçs  divisions  de  notre  sujet.  L'ordre  que  nous 
suivons  est  celui  qu'ont  préféré  presque  tous  les  anciens 
auteurs  :  c'est  le  seul  qui  donne  à  la  statique  sa  véritable 
importance,  et  qui  la  présente  comme  une  science  à  part, 
ayant  son  objet  bien  défini,  ses  axiomes  spéciaux,  sa  mé- 
thode particulière. 

La  cinématique,  dont  il  est  exclusivement  question 
dans  ce  premier  volume,  comprend  la  ctn^matt^ue  pure, 
dont  nous  exposons  les  principes  dans  les  livres  I,  II  et  III, 
et  la  cinématiqtie  appliquée j  ou  théorie  de%  mécanismes^ 
matière  du  quatrième  et  dernier  livre.  On  ne  doit  pas 
s'étonner  de  cette  division,  qui  fait  succéder  à  des  théo- 
ries géométriques  des  descriptions  de  dispositifs  tenant 
de  près  à  la  mécanique  industrielle  et  à  la  techno- 
logie. La  mécanique  n'est  pas  une  suite  de  proposi- 
tions abstraites,  c'est,  au  contraire,  une  science  sus- 
ceptible des  plus  nombreuses  applications,  et  ce  serait 
en  méconnaître  le  caractère  et  l'étendue,  que  de  la  res- 
treindre systématiquement  à  de  simples  spéculations  de 
géométrie  ou  d'analyse. 

Le  but  qu'on  doit  se  proposer  en  écrivant  un  traité 
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scientifique,  parait  être  de  mettre  le  lecteur  au  courant 
des  principales  méthodes  qui  pourront  plus  tard  le  gui- 
der dans  ses  recherches  personnelles.  Pour  atteindre  plus 
sûrement  ce  but,  nous  n'avons  pas  hésité  à  revenir  sou- 
vent sur  certaines  questions,  et  à  montrer  quelques* 
uns  des  divers  procédés  à  l'aide  desquels  on  arrive 
à  les  résoudre.  C'est  d'ailleurs  en  insistant  sur  une 
même   proposition,    en  l'étudiant  chaque  fois  à  un 
nouveau  point  de  vue,  que  l'élève  découvrira  les  liens 
qui    rattachent  les  unes  aux   autres   les   différentes 
parties  de  la  science,  et  qu'il  finira  par  en   saisir 
l'unité,  d'abord  voilée  pour  lui   sous  la   multiplicité 
des  propositions  particulières.  Néanmoins  la  géomé- 
trie, et  par  ce  mot  nous  entendons  la  géométrie  élé- 
mentaire ,  joue  dans  ce  volume  le  rôle  le  plus  impor- 
tant. Plusieurs  raisons  ont  à  cet  égard  déterminé  notre 
choix.  De  toutes  les  branches  des  mathématiques,  la 
géométrie  est  sans  contredit  la  plus  connue  ;  son  vo- 
cabulaire est  depuis  longtemps  formé;  elle  a  beau- 
coup plus  de  puissance  qu'on  ne  lui  en  attribue  com- 
munément; c'est,  en  un  mot,  un  instniment  propre 
à  rendre  les  meilleurs  services,   dès  qu'il  est  placé 
entre  des  mains  exercées.  Enfin  l'exposition  géométri- 
que des  principes  de  la  mécanique  n*en  est  plus  aujour- 
d'hui à  faire  ses  preuves.  Depuis  vingt  ans  qu'on  l'a 
introduite  dans  l'enseignement  supérieur,  elle  l'a  rendu 
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plus  clair  et  plus  facile,  et  surtout  elle  a  contribué  dans 
une  large  mesure  à  développer  chez  les  élèves  la  justesse 
du  sens  mécanique ,  précieuse  faculté ,  que  l'enseigne 
ment  purement  analytique  semble  impuissant  à  faire 
naître  dans  le  plus  grand  nombre  des  esprits. 

Ed.  g. 


Paris,  h  20  oclobre  1872. 
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i .  Un  corps  est  en  mouvement  quand  il  occupe  successive- 
ment diverses  positions  dans  l'espace.  Un  corps  est  en  repos 
lorsqu'il  conserve  indéfiniment  la  position  qu'il  occupe  à  un 
certain  instant.  Dans  ces  deux  définitions  entre  la  considéra- 
tion du  temps. 

L*idée  de  temps  est  une  idée  première  qu'on  ne  peut  défi- 
nir et  que  tout  le  monde  possède  ;  il  nous  suffit  ici  d'obser- 
ver qu'une  durée  quelconque  est  une  portion  du  temps,  com- 
mençant à  un  certain  instant  et  se  terminant  à  un  autre 
instant  ;  l'instant  est  à  la  durée  ce  que  le  point  géométrique 
est  à  la  longueur  d'une  ligne.  On  conçoit  très-bien  ce  que 
sont  deux  durées  égales,  et  par  suite  ce  qu'est  une  durée 
double,  triple,  ou  moitié  d'une  autre.  En  un  mot,  le  temps 
est  susceptible  de  mesure  comme  toute  autre  grandeur,  et 
on  définit  une  durée  en  donnant  le  rapport  de  cette  durée  à 
une  unité  arbitrairement  choisie. 
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2  DIVISIONS 

La  seconde,  la  minute,  l'heure,  le  jour,  Tannée,  sont  les 
unités  de  temps  que  Ton  adopte  habituellement.  Le  jour  et 
Tannée,  durées  définies  par  les  mouvements  naturels  des 
astres,  sont  les  unités  fondamentales.  La  seconde,  la  mi- 
nute et  l'heure  sont  des  fractions  connues  du  jour;  on  les 
évalue  à  Taide  des  appareils  chronométriques,  tels  qu'une 
montre,  un  sablier. . . 

Le  phénomène  du  mouvement  fait  donc  intervenir  deux 
ordres  d'idées  bien  distincts  :  le  temps,  et  les  grandeurs  géo- 
métriques qui  fixent  la  position  du  corps  mobile.  Ce  n'est  pas 
tout.  L'expérience  nous  apprend  que  pour  mettre  en  mouve- 
ment un  corps  qui  est  en  repos,  il  faut  y  appliquer  un  cer- 
tain effort;  qu'il  faut  de  même  déployer  un  certain  effort 
pour  empocher,  dans  certains  cas,  un  mouvement  de  se  pro- 
duire :  c'est  ce  qui  a  lieu,  par  exemple,  quand  la  main  sou- 
tient un  poids  qui  tomberait  si  on  l'abandonnait  à  lui-même. 
Des  faits  analogues  se  renouvellent  constamment  dans  la  vie 
pratique,  et  conduisent  à  la  notion  de  forcCy  notion  nouvelle, 
comme  celle  de  temps.  La  force  doit  être  considérée  comme 
une  cause  capable  de  mettre  en  mouvement  un  corps  en  re- 
pos, de  faire  rentrer  dans  le  repos  un  corps  en  mouvement, 
de  maintenir  en  repos  un  corps  qui  est  sollicité  à  se  mouvoir 
par  d'autres  forces,  etc..  Les  forces  sont  très^iverses  par  leur 
nature  ;  par  exemple,  la  force  musculaire  que  développe  un 
animal  est,  du  moins  en  apparence,  d'une  autre  nature  que 
les  forces  qui  se  manifestent  dans  le  mouvement  des  planètes. 
Mais  les  forces,  quelle  qu'ensoit  la  diversité,  sont  comparables 
les  unes  avec  les  autres  et  susceptibles  d*évaIuation  numé- 
rique. La  mécanique  n'a  pas  pour  objet  Tétude  de  leur  nature 
intime;  elle  ne  s'occupe  que  des  caractères  communs  à  toutes, 
et  pour  nous,  une  force  sera  regardée  comme  complètement 
déterminée  quand  nous  connaîtrons  son  point  d* application^  sa 
direction  et  son  intensité^  sans  que  nous  cherchions  à  pénétrer 
plus  avant  dans  la  recherche  de  sa  nature.  Ces  notions  seront, 
du  reste^  éclaircies  dans  la  suite  du  cours,  lorsque  nous  étu- 
dierons les  principes  fondamentaux  de  la  mécanique. 
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2.  La  Mécanique  est  la  science  du  mouvement  et  des  forces 
qui  le  produisent  ou  le  détruisent.  Elle  se  divise  en  trois  par- 
ties. 

La  première,  appelée  cinématique  par  Ampère,  a  pour  objet 
l'étude  du  mouvement,  abstraction  faite  des  forces  qui  peuvent 
le  produire;  on  y  considère  les  corps  comme  des  figures  géo- 
métriques mobiles  ou  déformables  ;  la  cinématique  n'admet 
dans  ses  raisonnements  que  les  quantités  géométriques  et  le 
temps,  ce  qui  a  fait  dire  qu'elle  est  une  sorle  de  géométrie  à 
quatre  dimensions  ^ 

La  seconde  partie  de  la  mécanique  est  la  statique,  ou  science 
de  Yéqmlibre.  On  entend  par  équilibre  l'état  d'un  corps  sou- 
mis à  la  fois  à  plusieurs  forces  qui  se  contre-balancent ,  et 
qui  par  suite  le  laissent  en  repos  s'il  y  est  déjà.  Un  poids  que 
Ton  porte  à  la  main,  et  que  Ton  maintient  en  repos  malgré 
l'action  de  la  pesanteur,  est  en  équilibre  sous  cette  action  de 
la  pesanteur,  qui  tend  à  le  faire  descendre,  et  sous  Taction 
contraire  de  l'effort  exercé  par  la  main ,  qui  tend  &  le  faire 
monter.  La  statique  étudie  les  conditions  auxquelles  diverses 
forces  doivent  satisfaire  pour  que  l'équilibre  ait  lieu. 

En  général,  un  corps  soumis  à  plusieurs  forces  agissant  à 
la  fois  se  met  en  mouvement  ;  l'équilibre  des  forces  est  un  cas 
particulier  très-remarquable  où  le  repos  du  corps  persiste 
malgré  les  tendances  diverses  que  le  corps  subit,  et  en  vertu 
de  la  coexistence  de  ces  tendances  contradictoires  ;  ce  cas  par- 
ticulier, plus  simple  que  le  cas  général  où  le  mouvement  est 
effectivement  produit,  est  l'objet  spécial  de  la  statique. 

La  troisième  partie  de  la  mécanique  est  la  dynamique  ou 
science  des  effets  de  mouvement  des  forces.  Nous  venons  de 
voir  que  la  statique  y  rentre  à  titre  de  cas  particulier. 

On  isole  ordinairement,  sous  les  noms  à^ hydrostatique  et 


>  <  Comme  la  position  d'an  point  dans  l'espace  dépend  de  trois  coordonnées  x, 
y,  2,  ces  coordonnées  dans  les  problèmes  de  mécanique  seront  censées  être  des 
fonctions  du  temps  f.  Ainsi»  on  peut  regarder  la  mécanique  comme  une  géo- 
métrie à  quatre  dimensions,  et  l'analyse  mécanique  est  comme  une  extension  de 
Fanalyse  géométrique.  »  jLagrange,  Théorie  des  fancHcm  analiftique$,  %  185. 
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à* hydrodynamique j  Tétude  de  T  équilibre  et  du  mouvemenl  des 
fluides. 

5.  Deux  méthodes  peuvent  être  suivies  pour  rélude  de  la 
mécanique  :  la  méthode  géométrique  et  la  méthode  analytique. 
Nous  les  adopterons  toutes  les  deux.  L'une  donne  une  intcU 
ligence  parfaite  des  théorèmes,  et  rend  la  mécanique  acces- 
sible à  ceux  qui  possèdent  seulement  les  éléments  de  la  géo- 
métrie ;  l'autre  conduit  à  la  solution  des  problèmes  les  plus 
généraux  et  les  plus  élevés.  Chacune  a  donc  son  avantage. 
Notre  exposition  sera  d^ailleurs  géométrique,  et  l'analyse 
n'interviendra  au  début  qu'à  titre  d'auxiliaire. 

4.  La  mécanique  dont  nous  nous  occuperons  principale- 
ment est  la  mécarùque  rationnelle^  doctrine  fondée  sur  le  rai- 
sonnement, et  déduisant  logiquement  toutes  les  propositions 
qui  la  composent  de  certains  principes  universellement  ad- 
mis. La  mécanique  appliquée^  à  laquelle  nous  ferons  quelques 
emprunts,  met  à  profit  les  théorèmes  de  la  mécanique  ra- 
tionnelle, mais  elle  est  souvent  forcée  pour  résoudre  ses  pro- 
blèmes de  recourir  a  Texpérience  ou  même  à  des  hypothèses. 
Le  nombre  de  ces  hypothèses  diminue,  il  est  vrai,  à  mesure 
que  la  science  se  perfectionne.  La  cinématique,  par  laquelle 
nous  commencerons,  est,  comme  la  géométrie,  fondée  sur  le 
raisonnement  rigoureux  et  sur  les  axiomes  ;  elle  n'a  besoin 
d'aucun  principe  spécial.  La  statique,  qui  vient  ensuite,  re- 
pose sur  certains  principes  nouveaux,  qu'on  peut  regarder 
comme  de  véritables  axiomes.  La  dynamique  seule  s'appuie 
sur  des  principes  qui  sont  loin  d'être  évidents  a  priori,  sur  des 
postulats  indirectement  démontrés  par  l'accord  de  leurs  con- 
séquences logiques  avec  les  phénomènes  observés.  La  vérité  de 
ces  principes  est  aujourd'hui  mise  hors  de  doute  par  des  vé- 
riûcations  incessamment  renouvelées.  Au  point  de  vue  logique 
cependant,  il  y  a  une  différence  à  faire  entre  la  certitude  ab- 
solue (ou  du  moins  celle  qui  parait  telle  à  notre  esprit),  et  une 
probabilité,  si  voisine  qu'elle  soit  de  la  certitude.  Aussi  pen- 
sons-nous qu'il  est  conforme  à  l'ordre  logique  d'exposer  la 
statique  d'abord  et  la  dynamique  en  dernier  lieu.  On  arrive  à 
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la  même  conclusion  en  observant  que  la  dynamique  admet 
dans  ses  raisonnements  et  ses  calculs  des  quantités  de  quatre 
espèces  difTérentes  :  les  quantités  géométriques^  les  forces^  les 
masses  et  le  temps,  tandis  que  la  statique  peut  se  passer  des 
idées  de  masse  et  de  temps.  Nous  pouvons  indiquer  comme 
il  suit  quelles  idées  premières  se  trouvent  combinées  dans 
les  diverses  parties  de  la  mécanique  : 

Cinématique  :  quantités  géométriques,  lemps. 

Statique  :  quantités  géométriques,  forces. 

Géométrie  des  masses^  :  quantités  géométriques,  masses. 

Dynamique  :  Quantités  géométriques,  temps,  forces  et 
masses. 

Dans  un  ouvrage  synthétique,  où  l'on  passe  du  simple  au 
composé,  il  semble  convenable  de  finir  par  la  branche  qui 
fait  intervenir  le  plus  grand  nombre  de  notions  irréductibles*. 


*  On  ne  sépare  pas  habituellement  celte  branche  de  la  mécanique; 'elle  fournit 
des  chapitres  particuliers  à  la  statique  et  à  la  dynamique. 

*  Tous  les  auteurs  ne  sont  pas  d'accord  sur  ce  point  et  il  en  est  qui  préfèrent 
exposer  la  dynamique  d'abord,  la  statique  ensuite.  Cette  marche  est  tr^admis- 
sible,  bien  que  l'autre  nous  paraisse  plus  logique,  et  qu'elle  donne  à  la  statique 
rimportance  qu'elle  mérite  en  réalité. 


PREMIÈRE  PARTIE 

CINÉMATIQUE 


LIVRE  PREMIER 

nu    HOIIYEHENT    D'VN    POINT 


CHAPITRE  PREMIER 

DU   MOUVCMENT  D'UN  POINT  SUR  SA  TRAJECTOIRE 


DÉFINITIONS. 

5.  Lorsqu'un  point  est  en  mouvement,  la  suite  des  diffé- 
rentes positions  qu'il  occupe  dans  l'espace  forme  une  ligne 
que  Ton  peut  concevoir  comme  engendrée  par  le  mouvement 
du  point  ;  on  donne  à  cette  ligne  le  nom  de  trajectoire.  La  tra- 
jectoire d'un  point  mobile  est  donc  la  ligne,  droite  ou  courbe, 
que  ce  point  décrit  dans  son  mouvement. 

6.  On  dit  que  le  mouvement  d'un  point  est  rectiligney  quand 
la  trajectoire  de  ce  point  est  une  ligne  droite  ;  quli  est  curvi- 
ligne^  quand  la  trajectoire  est  courbe  ;  qu'il  est  circulaire^ 
quand  la  trajectoire  est  une  circonférence  de  cercle  ;  qu'il  est 
elUptique^  quand  la  trajectoire  est  une  ellipse  ;  qu'il  est  para- 
boUquej  quand  la  trajectoire  est  une  parabole,  etc. 

7.  La  connaissance  de  la  trajectoire  d'un  point  mobile  ne 
suffit  pas  pour  définir  le  mouvement  de  ce  point  ;  il  faut  en- 
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oore,  pour  que  le  moo^ement  du  point  soit  entiërem^it 
connu,  que  Ton  sache  à  quel  instant  s'efleclue  le  passage  du 
mobile  aux  divers  points  géométriques  de  la  trajectoire.  Sup- 
posons» par  exemple,  que  la  ligne  MN  soit  la  trajectoire  d'un 

point  mobile,  et  qu  à  un  moment  quel- 
^,.--^''    conque  le  mobile  ait  été  observé  au 
^^'^  point  A;  qu'une  seconde  après  il  ait 

*•  été  observé  en  B  ;  qu'une  seconde  plus 

*•  tard  il  ait  été  TU  en  C  ;  qu'au  bout  de 

^  trois  secondes,  il  ait  passé  au  point 

^'^  '*  D,  et  ainsi  de  suite  de  seconde  en  se> 

oonde  ;  la  position  du  mobile  sur  la  trajectoire  sera  connue, 
et  la  loi  du  mouvement  sera  définie  approjnmalivewient^  par  le 
tableau  des  espaces  successivemoit  parcourus,  AB,  BC,  G),... 
pendant  les  intervalles  de  temps  qui  se  sont  écoules  d'une 
observation  à  Tobservation  suivante.  On  peut  prendre  ces  in- 
tervalles assez  petits,  pour  que  l'approximation  soit  équiva- 
lente, au  point  de  vue  pratique,  à  la  connaissance  complète 
de  la  loi  cherchée. 

Far  exemple,  si  MN  est  un  chemin  de  tety  et  que  les  points 
a,  By  c,  D,  en  soient  les  stations  successives,  le  mouvement 
des  trains  qui  parcourent  la  ligne  dans  un  sens  ou  dans 
Tautre  est  en  général  suffisamment  défini  par  les  tableaux 
donnant  l'Iieure  du  passage  du  train  à  ces  diverses  stations. 
8.  Supposons  qu'un  mobile  parcoure  une  trajectoire  donnée 
MX  ;  on  définit  son  mouvement  de  la  manière  suivante  :  on 
conmience  par  choisir  arbitrairement  sur  la  trajectoire  un 

point  giH>mêtrique  fixe  0,  qui  s^  d'ort- 

t  ^  ^"-^ ~~      iJ.fi^,  et  à  jvirtir  duquel  on  compte  les 

«^    ''  longueurs  des  arcs  de  la  courbe;  la 

ixisition  d'un  point  quelconque  A  de  la 

ii^ne  MN  est  dèteniùiu'e  par  la  Ion- 

cueur  de  l'arc  OA.  On  convient  de  plus 

œ  distinguer  par  les  signes  h-  ou  —  les  arc5  purtês  à  partir 

de  Porizine  0  dans  un  sens  ou  dan>  l'autre:  les  arcs  positifs 

seront  €omp!ès  par  exemple  dans  lo  sons  OA,  et  les  arcs  né- 
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gatifs  dans  le  sens  OH.  Une  longueur  affectée  de  Tun  des 
signes  4-  ou  —  définit  donc  un  point  de  la  courbe  et  un  seul. 
Appelons  d'une  manière  générale  s  un  arc  variable  issu  du 
point  0.  A  chaque  position  du  mobile  sur  la  ligne  MN  cor- 
respond une  valeur  particulière  de  5,  positive  ou  négative  ;  le 
mouvement  sera  entièrement  déterminé  si  Ton  donne  les  va- 
leurs successives  que  prend  cet  arc  variable  s  dans  la  suite  des 
temps,  ou,  pour  parler  le  langage  de  l'analyse,  si  F  on  exprime 
rare  s  en  fonction  du  temps  t. 

Le  mouvement  d'un  point  sur  sa  trajectoire,  supposée 
connue,  s'exprime  donc  analytiquement  par  une  équation  de 
la  forme 

et  la  nature  de  ce  mouvement  est  entièrement  déterminée  par 
la  forme  de  la  fonction/*. 

9.  Prenons  pour  exemple  un  mouvement  circulaire,  dont 
la  loi  soit  exprimée  par  la  relation 

«=fl^  (1) 

a  étant  un  nombre  constant  que  Ton  suppose  connu.  Soit  C  le 
centre  du  cercle  qui  sert  de  trajectoire  au  mobile,  0  Torigine 
des  arcs,  que  l'on  comptera  positivement  dans  le  sens  OA,  et 
négativement  dans  le  sens  oppose.  Si  Ton  («lit  ^  =  0,  Téqua- 
tion  (1)  donne  5  =  0,  ce  qui  correspond  au  point  0  lui-même. 
On  voit  donc  que  pour  t  =  0,  ou  comme  on  dit,  à  Vorigine  des 
temps,  le  mobile  est  au  point  0,  ou  à  V ori- 
gine des  arcs.  Si  Ion  donne  à  t  des  valeurs 
positives  croissantes,  et  que  le  nombre  a 
soit  positif ,«  sera  positif,  et  ira  croissant. 
Le  mobile  se  déplace  donc  sur  la  circon- 
férence dans  le  sens  OA.  Cherchons  le 
moment  du  passage  du  mobile  au  point  B, 
seconde  extrémité  du  diamètre  mené  par 
le  point  0.  Désignons  par  R  le  rayon  du  cercle,  et  soit  tc  le 
rapport  de  la  circonférence  au  diamètre.  L*arc  OAB,  qui  est 
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égal  à  une  demi-circonférence,  aura  pour  longueur  Rxic;  la 
durée  V  du  trajet  du  mobile  de  0  en  B  sera  donc  donnée  par 
l'équation 


On  en  déduit 


a  * 


Le  mobile,  après  avoir  passé  au  point  B,  parcourt  la  demi- 
circonférence  BDO,  et  revient  passer  au  point  0  ;  la  valeur 
particulière  du  temps,  C^  pour  laquelle  a  lieu  ce  second  pas- 
sage, sera  donnée  par  l'équation 


2irR  =  flXf, 

c'est-à-dire 

2irU 


a 


On  voit  que  f  est  double  de  t'y  de  sorte  que  le  mobile  met 
autant  de  temps  à  aller  de  B  en  0  qu'il  en  a  mis  à  aller  de  0  en 
B.  A  partir  du  relour  au  point  0,  le  mobile  fera  une  seconde 
fois  le  tour  du  cercle,  en  y  mettant  autant  de  temps  qu'il  en  a 
mis  à  faire  le  premier  tour,  et  ainsi  de  suite  indéfiniment.  Les 
valeurs  négatives  de  t  correspondraient  aux  tours  qui  auraient 
précédé  celui  que  nous  avons  regardé  tout  à  l'heure  comme 
le  premier;  enfin  si  a  était  un  nombre  négatif,  le  mouvement 
du  mobile  s'effectuerait  dans  le  sens  OD,  au  lieu  du  sens  OA, 
que  nous  avons  regardé  comme  le  sens  positif. 

Proposons-nous  de  déterminer  le  nombre  a  par  l'obser  va 
tion  du  mouvement  ;  nous  évaluerons  à  l'aide  d'un  chrono- 
mètre le  temps  T  que  le  mobile  met  à  parcourir  la  circonfé- 
rence entière  OABDO,  et  nous  aurons  l'égalité 

TXfl=27tR. 

Donc 

^2fcK 
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Substituons  cette  valeur  de  a  dans  l'équation  du  mouvement, 
il  viendra 


*=?^x/, 


ou  bien  encore 


9  t 


Cette  équation  n'est  autre  chose  qu'une  proportion,  ou  une 
égalité  de  rapports  :  les  arcs  $  et  2icR  sont  entre  eux  comme 
les  temps  ^  et  T  que  le  mobile  met  à  les  parcourir  ;  en  temps 
égaux,  le  mobile  parcourt  donc  des  arcs  égaux,  ce  qu'on  ex- 
prime en  disant  que  le  mouvement  est  uniforme. 


MOUVEMENT  UNIFORME.  — -  MOUVEMENT  VARIÉ. 

10.  Le  mouvement  d'un  point  est  dit  uniforme  lorsque  le 
point  parcourt  en  temps  égaux  des  arcs  égaux  de  sa  trajec- 
toire, et  Ton  appelle  vitesse  du  mouvement  uniforme  la  lon- 
gueur de  l'arc  décrit  dans  un  temps  égal  à  l'unité. 

Il  est  facile  de  voir,  et  nous  démontrerons  plus  loin,  que 
l'équation  du  mouvement  uniforme  d'un  point  sur  sa  trajec- 
toire est  de  la  forme 

aeib  étant  des  constantes,  c'est-à-dire  que  V espace  parcouru^ 
«,  est  une  fonction  linéaire  du  temps  t.  On  reconnaît  aussi  que 
le  coefficient  a,  par  lequel  t  est  multiplié,  est  la  vitesse  de  ce 
mouvement  uniforme  ;  car  lorsque  le  temps  t  croit  d'une 
unité,  l'arc  s  augmente  de  la  quantité  constante  a. 

Le  mouvement  circulaire  que  nous  venons  d'étudier  est 
donc  un  mouvement  uniforme,  et  le  nombre  a  en  est  la  vi- 
tesse. 

il.  La  vitesse  d'un  mouvement  uniforme  est  une  longueur 
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déterminée  dès  que  Tunité  de  temps  est  choisie.  On  prend  or- 
dinairement pour  unité  de  temps,  en  mécanique,  la  seconde 

sexagésimale^  ou  la  86  îOO*  partie  du  jour 

\ B    iiolaire  moyen.  Cette  unité  étant  bien  défi- 

Fig.  4.  "*^»  ^^  saura  ce  que  représente  une  vitesse 

égale  à  une  droite  finie  quelconque  AB; 
celte  expression  indique  que  le  mobile  parcourt  un  espace 
égal  à  AB  dans  une  seconde. 

12.  Pour  représenter  la  vitesse  par  un  nombre,  il  suffit  de 
donner  la  mesure  de  la  longueur  AB  qui  la  représente,  c'est- 
à-dire  de  prendre  le  rapport  de  cette  longueur  à  l'unité  de 
longueur,  au  mètre  par  exemple.  Ainsi,  l'expression  vitesse 
deiO  mètres  définit  un  mouvement  uniforme  dans  lequel  le 
mobile  parcourt  un  espace  de  10  mètres  pendant  chaque  se- 
conde. 

Quelles  que  soient  les  unités  employées  pour  Tévaluation 
des  vitesses,  on  peut  les  ramener  à  la  seconde  et  au  mètre  ; 
c*est  ce  qu'on  fait  généralement  en  mécanique. 

Par  exemple,  un  train  de  chemin  de  fer  parcourt  45  kilo- 
mètres à  l'heure.  Sa  vitesse  serait  représentée  par  le  nombre 
45  si  l'heure  était  adoptée  pour  unité  de  temps  et  le  kilomètre 
pour  unité  de  longueur.  Mais  comme  c'est  à  la  seconde  et  au 
mètre  qu'on  est  convenu  de  rapporter  les  durées  et  les 
espaces,  on  observera  que  45  kilomètres  équivalent  à 
45000  mètres,  et  qu*une  heure  équivaut  à  3600  secondes. 
Le  train  parcourant  45000  mètres  en  3600  secondes,  parcourt 
en  une  seconde  le  quotient 

3600 

Il  parcourt  donc  12'",50  par  seconde,  et  sa  vitesse  est  re- 
présentée, dans  le  système  usuel  d'unités,  par  le  nombre  12,5. 

13.  La  vitesse  des  navires  s^estime  habituellement  en  nœuds. 
Cette  expression  vient  de  la  méthode  employée  à  bord  des  bâ- 
timents pour  déterminer  la  vitesse  de  la  marche.  On  jette  à 
la  mer,  à  Tarriere  du  navire,  l'appareil  appelé  loch;  c'est  un 
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flotteur  attaché  à  une  longue  cordelle  qui  est  enroulée  sur 
une  bobine  ;  un  matelot  soutient  Taxe  de  cette  bobine,  de  ma- 
nière à  la  laisser  tourner  librement  pendant  que  la  corde  se  dé- 
vide. Un  autre  matelot  porte  un  sablier,  qui  permet  de  mesu- 
rer exactement  une  durée,  d'une  demi-minute  par  exemple. 

On  imprime  un  mouvement  de  rotation  rapide  à  la  bobine 
au  moment  où  Ton  jette  le  loch,  et  la  corde  commence  à  se 
dérouler.  L'observation  d'où  Ton  déduit  la  vitesse  ne  com- 
mence pas  à  cet  instant  ;  il  faut  attendre  en  effet  que  le  flot- 
teur soit  à  une  certaine  distance  du  bâtiment,  pour  qu'il  ne 
soit  pas  trop  influencé  par  le  sillage  et  pour  qu'on  puisse 
compter  sur  son  immobilité.  Le  sablier  est  retourné,  et  l'ob- 
servation commence  au  moment  précis  où  Ton  voit  passer 
une  marque  rouge  fixée  sur  la  corde  suffisamment  loin 
de  l'extrémité  qui  s'attache  au  flotteur.  La  corde  se  dé- 
roule tant  que  dure  l'écoulement  du  sable;  on  l'arrête 
subitement  lorsque  le  sable  est  épuisé.  Alors  on  retire  le 
loch,  en  ayant  soin  de  compter  les  nœuds,  marques  équi- 
distantes  placées  sur  la  corde  à  partir  du  signal  rouge  qui 
sert  d'origine  à  la  graduation.  Si  l'on  en  trouve  huit  par 
exemple,  on  dira  que  le  navire  file  huit  nœuds.  Les  nœuds 
sont  espacés  sur  la  corde  de  telle  sorte  qu'un  nœud  corres- 
ponde à  une  vitesse  de  1852  mètres  par  heures  II  faut  pour 
cela,  si  l'observationdure  une  demi-minute,  que  l'espacement 
réel  des  nœuds  *  soit  égal  à 

185*"        JK—  if 

Une  vitesse  de  8  nœuds  équivaut  donc  à  1852"'x8,  ou 

^  Le  quart  du  méridien  terrestre  ayant  une  longueur  de  10000000  mètres,  un 

10000000 
degré  vaut  en  moyenne,  à  la  surface  de  la  terre,  — ^ —  =  111111",11,  et 

lllili  11 
une  minute  sexagésimale, ^^^ — =1852  mètres  enyiron.  Le  nœud  corres- 
pond donc  à  une  minute  de  grand  cercle  parcourue  en  une  heure  à  la  surface  du 
globe. 

*  Dans  la  pratique,  on  a  reconnu  qu'il  fallait  réduire  un  peu  cet  intervalle,  et 
on  le  fixe  à  14*,62,  pour  tenir  compte  de  Tinfluence  exercée  sur  le  loch  par  la 
marche  du  bâtiment. 
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on  peut  en  déduire,  par  les  méthodes  analytiques,  la  valeur  de 

AA' 

la  vitesse  à  un  certain  instant.  En  effet,  le  rapport  -^  est  le 

rapport  de  la  variation,  AA',  de  Tare  s,  à  la  variation  correspon- 
dante, 6,  du  temps  <,  et  la  vitesse  est  la  limite  de  ce  rapport 
lorsque  0  décroit  indéfiniment.  Or,  on  sait  que  la  dérivée  f{t)j 
d'une  fonction  f{t)y  est  la  limite  du  rapport  de  l'accroisse- 
ment de  la  fonction  à  l'accroissement  correspondant  de  la  va 
riable.  On  a  donc,  en  appelant  v  la  vitesse  à  l'instant  consi- 
déré, 

»  =  hm.  —  =  lim.  i-i^— ^  = /*(<. 

OU,  en  employant  la  notation  du  calcul  différentiel, 

L'arc  infiniment  petit  ds  est  alors  égal  au  produit  vdt. 
17.  L'arc  infiniment  petit  A  A'  peut  être  confondu  avec  une 
ligne  droite;  prolongeons  indéfiniment  cette  droite  dans  la  di- 
rection du  mouvement.  La  directioD  AB  ainsi  obtenue  a  avec  la 
courbe  MN  deux  points  communs  A  et  A',  infiniment  rapprochés . 
On  sait  qu'une  telle  droite  s'appelle  en  géométrie  une  tangente 

à  la  courbe  au  point  A.  Elle  indique  la  di- 
rection du  mouvement  du  mobile  pendant 
qu'il  parcourt  l'arc  AA'.  Cette  considération 
conduit  à  attribuer  une  direction  à  la  vi- 
tesse du  mobile,  que  jusqu'ici  nous  avions 
F»g  7  regardée  comme   un  simple  rapport.  La 

vitesse  du  mobile  au  point  A  a  pour  direction  la  tangente  menée  à 
la  trajectoire  en  ce  point  ;  elle  a  pour  sens  le  sens  même  du 
mouvement  en  ce  point  de  la  trajectoire.  On  peut  représenter 
'a  vitesse  en  grandeur  en  portant  sur  la  droite  AB,  dans  le  sens 
du  mouvement,  une  longueur  AC  égale  à  l'espace  que  décrirait 
le  mobile  dans  l'unité  de  temps,  s'il  parcourait  la  droite  AU 

AA' 
d'un  mouvement  uniforme  avec  une  vitesse  égale  à  lim.  -^ 
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/lit 

En  d'autres  lermes,  AC  est  égal  à  -jr\  car,  dans  le  mouvement 

unirorme,Ies  espaces  parcourus  sont  proportionnels  aux  temps 
mis  à  les  parcourir,  et  par  suite  on  a  la  proportion 


1  ""rfr 


ou  bien 


AC-~ 


De  cette  manière,  on  peut  représenter  graphiquement  la 
grandeur  et  la  direclion  de  la  vitesse  d'un  mobile  en  un  point 
quelconque  A  de  sa  trajectoire.  Le  mobile  se  déplaçant  par 
exemple  dans  le  sens  MN,  on  mènera  au  point  A  une  tangente 
AB  à  la  courbe  MN;  sur  cette  tangente  on  portera,  à  partir  du 
point  de  contact  A,  et  dans  le  sens  du  mouvement,  une  lon- 
gueur AC  égale  à  l'espace  que  le  mobile  décrirait  d'un  mouve- 
ment unirorme  pendant  Tunité  de  temps,  s'il  conservait,  pen- 
dant toute  cette  durée,  la  vitesse  qu'il  possède  au  point  A.  La 
droite  AC  représentera  la  vitesse  du  mobile  au  point  A  en  di- 
reclion, en  sens  et  en  grandeur.  Celte  représentation  suppose 
l'unité  de  temps  définie  ;  elle  subsiste  quand  même  on  n'au- 
rait pas  fait  choix  d'une  unité  de  longueur;  caria  droite  finie 
AC,  qui  exprime  la  grandeur  de  la  vitesse,  est  donnée  par  une 
longueur  efTective,  et  non  par  un  rapport  à  une  unité  arbitrai- 
rement choisie. 

En  se  reportant  à  cette  cpnstruction  géométrique,  on  saura 
ce  qu'on  entend  par  la  direction  de  la  vitesse  d'un  mobile  en 
un  point  donné  de  sa  trajectoire.  Si  le  mouvement  est  recti- 
ligne,  la  direction  de  la  vitesse  est  la  droite  elle-même  que  le 
mobile  décrit. 

La  recherche  de  la  direction  de  la  vitesse  d'un  mobile  en  un 
point  de  sa  tnijectoire  se  ramène  donc  immédiatement  à  la 
construction  d'une  tangente  à  une  ligne.  Nous  allons  montrer 
que  la  recherche  de  la  grandeur  de  la  vitesse  peut  se  ramener 
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à  un  problème  du  même  genre,  au  moyen  de  la  courbe  repré- 
sentative du  mouvement. 


OOURBC   REPRÉSENTATIVE   DU  MOUVEMEIfT  D  UN   POIKT,   OU   CX>URBE 

DES  ESPAŒ8. 

18.  Le  mouvement  du  mobile  sur  sa  trajectoire  est  connu 
dès  que  l'on  donne,  pour  chaque  instant,  Tare  s  qui  sépare  sur 
la  trajectoire  la  position  actuelle  du  mobile  d'un  point  fixe  pris 
pour  origine.  Cette  relation  entre  Tare  s  et  le  temps  t  s'ex- 
prime par  une  équation 

que  Ton  peut  regarder  comme  l'équation  d'une  ligne  tracée 
dans  un  plan. 

Soit  MN  la  trajectoire,  0  l'origine  des  arcs,  et  A  la  position 
du  mobile  au  bout  d*un  certain  temps  t.  L'arc  OA  sera  la  va- 
leur de  $  correspondante  à  cette  valeur  du  temps. 

Menons  dans  un  plan  deux  axes  rectangulaires  CX,  CT  ;  à 
partir  du  point  C,  portons  sur  l'axe  CX  une  abscisse  CE  propor- 


M 


P  EchelU  de*  tmp». 


■  I 


0      128       «66       78» 
R  Échelle  dtë  lûngueure. 
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tionnelle  au  temps  t;  celte  construction  suppose  qu'on  ait  fait 
choix  d'une  échelle  arbitraire  P,  dont  les  divisions  égales  cor- 
respondent à  des  intervalles  de  temps  égaux  ;  si  par  exemple, 
les  divisions  de  l'échelle  représentent  des  secondes,  et  que  t 
%oit  exprimé  en  secondes,  on  prendra  pour  CE  un  nombre  t 
de  divisions. 
Au  point  E,  ainsi  obtenu,  menons  une  droite  EF  parallèle 
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à  CY,  et  portons  sur  cette  ligne  une  longueur  EV  égale  ou  pro- 
portionnelle à  Tare  0A=5;  on  emploiera  pour  celte  con- 
struction une  seconde  échelle,  Téchelle  des  longueurs,  R, 
dont  les  divisions  égales,  arbitrairement  choisies,  représente- 
ront chacune  Tunité  avec  laquelle  on  aura  mesuré  Tare  OA. 

L'ordonnée  EF  devra  contenir  autant  de  ces  divisions  qu'il  y 
aura  de  fois  cette  unité  dans  l'arc  s. 

Si  Ton  répèle  cette  construction  à  difTérentes  époques,  le 
mobile  occupera  à  ces  époques  difTérents  points  de  sa  trajec- 
toire, et  à  chaque  position  correspondront  une  valeur  du 
temps  t  qui  fournira  sur  Tépure  une  abscisse,  et  une  valeur 
de  Tare  s  qui  fournira  une  ordonnée  ;  h  chaque  position  A  du 
mobile  correspond  donc  un  point  F  de  Tépure  :  la  suite  des 
points  F  forme  sur  le  plan  YCX  une  ligne  continue,  GII,  qui  re- 
présente la  loi  du  mouvement  du  mobile.  L'arc  s  peut  être  po- 
sitif ou  négatif;  il  est  positif  quand  il  est  compté  sur  la  tra- 
jectoire à  droite  du  point  0,  il  est  négatif  quand  on  le  compte 
en  sens  contraire.  On  distinguera  ces  deux  cas  sur  Tépure  en 
portant  au-dessus  de  CX  les  ordonnées  qui  représentent  des  va- 
leurs positives  de  «,  et  au-dessous  les  ordonnées  qui  représen- 
tent des  arcs  négatifs.  De  même,  le  prolongement  vers  la 
gauche  de  Taxe  CX  servira  à  porteries  abscisses  négatives  qui 
correspondent  aux  valeurs  négatives  du  temps  t.  Vorigine  des 
temps^  qui  correspond  à  t  =  0,  ou  au  point  C,  est  en  effet 
complètement  arbitraire,  et  une  fois  qu'on  l'a  adoptée,  on  doit 
regarder  comme  négative  toute  valeur  du  temps  qui  corres- 
pond à  une  époque  antérieure  h  cette  origine. 

D'après  ces  conventions,  on  pourra  déterminer  toutes  les 
circonstances  du  mouvement  d'un  point  par  Tinspection  de 
l'épure  représentative  de  ce  mouvement. 

49.  Proposons-nous  de  déterminer  la  grandeur  de  la  vitesse 
du  mobile  à  Tinstant  défini  par  une  certaine  valeur  du  temps, 
(.  A  cet  instant,  le  mobile  occupe  une  certaine  posilion.  M,  sur 
sa  trajectoire  (fig.  9),  et  celte  posilion  est  déterminée  par  une 
valeur  particulière  de  Tare  s.  A  cette  position  et  à  celte  époque 
correspond  sur  l'épure  un  point  F,  dont  rabscisse  CE  est  me- 
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surée  par  la  valeur  t  du  temps,  et  l'ordonnée  EF,  parla  valeur, 

8  =  OM,  de  l'arc  delà  trajectoire. 

Au  bout  d'un  temps  dt  infiniment  petit,  le  mobile  est  en  M\ 

et  a  parcouru  l'arc  MM'=  ds.  A  ce  nouveau  point  M',  à  celte 

nouvelle  valeur  du  temps,  t-hdt, 
correspond  sur  l'épure  un  point  F', 
inGniment  voisin  du  point  F  ;  Tinter- 
valle  EE'  représente  dt ,  et  la  diffé- 
rence des  ordonnées,  F'K=  E'F'  — EF, 
représente  l'arc  ds.  La  vitesse  cher- 
chée, -rr^  est  donc  donnée  sur  l'épure 

F'K 
par  le  rapport  -rir,  c'est-à-dire  par  le 

coefficient  d^inclinaison  de  la  tangente 
FT,  menée  à  la  courbe  GII  au  point  F. 

Prenons  sur  la  direction  FK,  à  partir  du  point  F,  la  lon- 
gueur FS  qui  représente  l'unité  de  temps  à  l'échelle,  puis  me- 
nons ST  parallèle  à  CY  jusqu'à  la  rencontre  de  la  tangente. 
Les  triangles  semblables  FKF',  FST,  donnent  la  proportion 


M   M' 


Fig.  9. 


ST 
FS 


Fif 


Dans  le  temps  FK,  le  mobile  parcourt  l'espace  KF'  ;  si  donc 
à  partir  du  même  instant  son  mouvement  restait  uniforme 

pendant  l'unité  de  temps  FS,  il  parcour- 
rait l'espace  ST  ;  donc  ST  est  la  grandeur 
même  de  la  vitesse  cherchée. 

Pour  trouver  la  vitesse  à  un  instant 
quelconque,  il  suffit  donc  de  mener  à  la 
courbe  représentative  du  mouvement  une 
tangente  MT  au  point  M,  qui  correspond 
à  cet  instant  ;  puis  de  mener  par  le  point  M 
une  parallèle  MS  à  l'axe  des  temps  CX; 
de  prendre  sur  celte  parallèle  une  longueur  MS  égale  à  l'unité 
de  l'échelle  des  temps,  et  d'achever  le  triangle  MST,  en  me- 
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Fig.  10. 
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nant  par  le  point  S  une  parallèle  ST  à  l'ordonnée  MP.  La  lon- 
gueur ST  représentera,  à  Téchelle  des  espaces,  la  vitesse  du 
mobile  à  l'instant  défini  par  la  valeur  du  temps  ^=CP. 

La  recherche  de  la  vitesse,  en  direction,  revient  au  tracé 
d'une  tangente  à  la  tnajectoire;  le  tracé  d'une  tangente  à  la 
courbe  représentative  du  mouvement  conduit  de  même  à  la 
détermination  de  la  vitesse  en  grandeur. 

20.  On  pourrait  croire  que  la  vitesse,  mesurée  par  le  rap- 

TS       F'K 
port  ç;;^  ou  -pîjT-  (fig.  9);  Test  aussi  par  la  tangente  trigonomé- 

trique  de  Tangle  TFS.  Cette  conclusion  ne  serait  pas  exacte.  En 
effet,  les  deux  termes  du  rapport  ne  représentent  pas  des  quan- 
tités de  même  nature  ;  TS* représente  un  esprxe  parcouru,  et 
FS  une  durée.  La  vitesse  n'est  pas  égale,  à  proprement  parler, 
au  rapport  des  deux  longueurs  F'K,  FK,  mais  bien  au  rapport 
du  nombre  d*unités  de  longueur  contenues  dans  F'K  au  nombre 
i unités  de  temps  contenues  dans  FK;  or  l'échelle  des  lon- 
gueurs et  Féchelle  des  temps  qui  ont  servi  à  la  construction 
de  répure  sont  tout  à  fait  indépendantes  Tune  de  l'autre.  On 
pourrait  par  exemple  doubler  l'échelle  des  espaces  et  réduire 
à  moitié  l'échelle  des  temps,  et  on  obtiendrait  une  autre 
courbe  GH  qui  représenterait  encore  le  môme  mouvement. 
Les  angles  TFS  de  la  tangente  à  cette  courbe  seraient  altérés 
par  la  transformation,  et  cependant  les  vitesses  seraient  les 
mêmes. 

La  tangente  trigonométrique  de  l'angle  TFS  n'est  la  me- 
sure de  la  vitesse  que  dans  le  cas  particulier  où  l'unité  de 
longueur  et  l'unité  de  temps  sont  représentées  sur  Fépure 
par  une  seule  et  même  longueur. 

21.  La  courbe  GH  (6g.  9),  qui  nous  a  servi  à  étudier  le 
mouvement  du  mobile  sur  sa  trajectoire  et  à  déterminer  ses 
vitesses  en  différents  points  ou  à  différents  instants,  prend 
le  nom  de  courbe  des  espaces^  parce  que  les  différences  de  ses 
ordonnées  représentent  les  espaces  successivement  décrits  par 
le  mobile.  Cette  courbe  peut  avoir  des  formes  très-variées, 
suivant  la  loi  du  mouvement  du  point.  Mais  elle  possède  né- 
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cessairement  les  caractères  suivants,  dès  qu'elle  représente 
un  mouvement  eflectif  et  réel  : 

l""  A  chaque  valeur  du  temps  correspond  une  seule  valeur 
de  l'ordonnée,  car  il  est  impossible  qu'à  un  même  instant  le 
mobile  soit  à  la  fois  en  plusieurs  points  distincts  de  la  trajec- 
toire, dont  chacun  correspondrait  à  l'une  des  ordonnées  de  la 
courbe  ; 

S""  La  ligne  des  espaces  forme  un  trait  continu,  car  il  est  im- 
possible que  le  mobile  passe  d'un  point  à  un  autre  de  sa  trajec- 
toire sans  avoir  passé  par  une  série  de  points  intermédiaires. 
Les  ordonnées  successives  de  la  ligne  des  espaces  varient 
donc  par  degrés  infiniment  petits  et  non  par  sauts  brusques  ; 
5*  La  ligne  des  espaces  peut  avoir,  dans  certains  cas,  des 
points  anguleux.  On  appelle  ainsi  un  point  A  d'une  ligne  BXB' 

(fig.  11)  où  viennent  se  réunir  deux 
branches  de  courbe,  BA,  AB'  ayant 
des  tangentes  différentes  AT,  AT'.  Il 
résulte  de  cette  disposition  que  la 
vitesse  du  mobile  subit  une  varia- 
tion brusque  à  l'instant  f  =  CD;  en 
effet,  à  gauche  de  l'ordonnée  AD, 
Fij,  ^1.  la  vitesse  sera  déterminée  par  une 

construction  où  Ton  fera  usage  de 
la  tangente  AT,  et,  à  droite,  elle  sera  déterminée  par  une  con- 
struction où  Ton  fera  usage  de  la  tangente  AT'.  Si  Ton  prend  sur 
la  figure  une  longueur  DD'  égale  à  l'unité  de  temps,  et  qu'on 
forme  les  triangles  ASE,  ASE',  en  menant  la  droite  AS  parallèle 
à  ex  et  la  droite  D'E  parallèle  à  DA,  la  vitesse  passera  brusque- 
ment de  lavaleurH-SE,  avantrinstantt=CD,à  la  valeur — SE', 
après  cet  instant.  Ce  changement  brusque  est  possible  dans  le 
mouvement  des  points  géométriques  ;  mais,  rigoureusement,  il 
est  inadmissible  dans  le  mouvement  des  points  matériels.  La 
vitesse  d'un  corps  matériel  ne  peut  subir  que  des  changements 
graduels,  et  les  variations  instantanées  de  la  vitesse  d'un  point 
matériel  ne  sont  admissibles  dans  la  mécanique  que  comme 
des  approximations  plus  ou  moins  grossières  ; 
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4"  Enfin,  la  courbe  des  espaces  ne  peut  avoir,  en  aucunpoint, 
de  tangente  parallèle  à  l'axe  des  espaces.  Si  la  courbe  venait 
toucher  son  ordonnée  au  point  A,  le  triangle  qui  donne  la  vi- 
tesse se  changerait  en  une  bande  indéfinie  comprise  entre 
deux  parallèles,  et  la  vitesse  serait  infinie,  ce  qui  n'est  admis- 
sible que  dans  certains  mouvements  géométriques. 

En  résumé,  la  courbe  des  espaces  décrits  par  un  point  ma- 
tériel  est  une  courbe  continue  ;  et  la  fonction 

qui  la  représente  est  finie  et  continue  pour  toutes  les  valeurs 
du  temps  t. 

COURBE  DES  VITESSES. 


a.  Supposons  tracée  la  courbe  des  espaces  ABDEF6.  Nous 
savons  construire,  pour  chaque  point  de  cette  courbe,  la  vi- 
tesse du  mobile  sur  sa  trajectoire  à  l'instant  qui  correspond 
à  ce  point.  Celle  vitesse  nous  est  donnée  par  une  certaine  lon- 
gueur, qui  est  parallèle  à  Taxe  CY,  et  qui  représente  à  l'échelle 


Fig.  lî. 

des  longueurs  un  espace  décrit  dans  l'unité  de  temps.  Nous 
pouvons  nous  servir  de  ces  longueurs  pour  construire  une  se- 
conde courbe  dont  les  ordonnées  indiqueront  les  vitesses  du 
mobile,  comme  les  ordonnées  de  la  première  indiquaient  les 
arcs  décrits.  Menons  une  ordonnée  quelconque  MP  :  construi- 
sons la  vitesse  QR  correspondante  à  l'instant  t  =  CM  ;  prenons 
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sur  Tordonnée  MP,  à  partir  de  l'axe  CK,  une  longueur 
Mp  =  QR.  Répétons  cette  construction  pour  un  certain  nombre 
de  points,  et  nous  obtiendrons  une  ligne  abdpefg  qui  sera  la 
courbe  des  vitesses.  On  voit,  par  l'inspection  de  cette  courbe, 
que  la  vïlesse  est  positive  du  point  a  au  point  e,  c'est-à-dire  de 
Tinstant  t  =  —  Ca  à  Tinstant  t  =  4-  C<î  ;  cette  période  est  celle 
pendant  laquelle  le  mobile  se  déplace  dans  le  sens  positif  sur 
sa  trajectoire.  Les  points  a  et  ^  sont  les  projeetiom^  faites  sur 
Taxe  des  temps  parallèlement  à  Taxe  CY,  des  points  A  et  E, 
où  Tordonnée  de  la  courbe  des  espaces  atteint  un  maxi- 
mum ou  un  minimum.  En  ces  points  le  mouvement 
change  de  sens.  La  vitesse  est  maximum  au  point  t,  pour 
t  =  —  CH.  A  cet  instant  la  courbe  des  espaces ,  dont  l'or- 
donnée est  +  HI,  a  un  point  d'inflexion!;  la  tangente  à  la 

courbe  atteint  en  ce  point  son 
maximum  d'inclinaison  sur  Taxe 
ex.  Au  delà  de  /=4-Ce,  la  vi- 
tesse est  négative  et  le  mouve- 
ment du  mobile  est  rétrograde. 
S*il  y  avait  des  points  anguleux  S 
dans  la  ligne  des  espaces  (fig.  13), 
il  y  aurait  discontinuité  dans  la 
courbe  des  vitesses;  pour  Tabscisse  CT,  l'ordonnée  de  cette 
dernière  courbe  passerait  subitement  de  la  longueur  T«  à  la 
longueur  Is'. 

Mais  ces  brusques  variations  de  vitesse  sont  inadmissibles, 
comme  nousTavons  dit,  dans  les  mouvements  de  points  maté- 
riels. La  fonction  f  (t)  varie  par  degrés  insensibles,  et  reste 
toujours  tinie.  Elle  est  donc  continue,  mais  il  est  possible  que 
sa  dérivée,  f  (/),  éprouve  des  variations  brusques. 


Fig.  13. 


L'équation  du  mouvement 


«=A<) 


étant  l'équation  delà  courbe  des  espaces,  l'équation 


t.=/>(0 


est  l'équation  de  la  courbe  des  vitesses.  On  remarquera  que 
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Ton  peut,  pour  construire  celle  courbe,  prendre  arbitraire- 
ment l'échelle  gui  servira  à  transformer  les  vitesses  v  en 
longueurs. 

23.  Entre  ces  deux  équations,  on  peut  éliminer  le  temps  t; 
le  résultat  de  l'élimination  sera  une  relation  entre  s  et  r ,  qui 
pourra  servir  à  construire  une  nouvelle  courbe  ;  les  ordon- 
nées V  de  cette  courbe  représenteront  les  vitesses  correspon- 
dantes aux  espaces  parcourus,  «,  pris  pour  abscisses  ;  en 
d'autres  termes,  cette  courbe  donnera  les  vitesses  du  mobile 
pour  chaque  position  qu'il  peut  prendre  sur  sa  trajectoire. 

24.  Nous  venons  de  voir  comment  on  pouvait  déduire  du 
tracé  de  la  courbe  des  espaces  le  tracé  de  la  courbe  des  vi- 
tesses. Nous  allons  montrer" comment  on  peut  résoudre  le 
problème  inverse  :  Étant  donnée  la  courbe  des  vitesses  y  con- 
struire la  courbe  des  espaces. 

Soit  abef  la  courbe  des  vitesses.  Considérons  le  mouvement 
du  mobile  à  partir  d'une  époque  quelconque,  par  exemple  à 
partir  de  celle  qui  est 
définie  par  l'abscisse 
t  =  —  Cfl.  Partageons 
l'axe  des  temps,  à  par- 
tir.du  point  A,  en  par- 
ties égales  infiniment 
petites;  elles  représen- 
teront chacune  une  du- 
rée très-courte  0.  Par  les 
points  de  division  menons  les  ordonnées  de  la  courbe,  qui 
représenteront  les  valeurs  successives  de  la  vitesse ,  aux 
époques  déûnies  par  les  valeurs  suivantes  du  temps  : 

—  Ca-hfl»    — Ca  +  20,    — Ca  +  3ô,    — Ca  +  40,    etc. 

Appelons  d'une  manière  générale  v  l'ordonnée  de  la  courbe 
pour  une  certaine  valeur  t  du  temps.  Celte  ordonnée  v  repré- 
sentant la  vitesse,  c'est-à-dire  Tespace  décrit  d'un  mouvement 
uniforme  pendant  l'unité  de  temps,  l'espace  décrit  par  le  mo- 
bile sur  sa  trajectoire  pendant  le  temps  0  sera  le  produit  t;6. 


Fig.  U. 
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Or  ce  produit  peut  s'interpréter  sur  la  figure  :  c'est  le  produit 
d'une  ordonnée  Bb  par  la  distance  BB'  de  deux  ordonnées 
consécutives,  c'est-à-dire  Taire  du  rectangle  HB'lfb^  lequel 
diffère  infiniment  peu  de  l'aire  comprise  entre  Tare  de   la 
courbe,  l'axe  des  temps  et  les  deux  ordonnées  Bfr,  B'b\  Cha- 
cune de  ces  aires  infiniment  petites  représente 
donc  l'espace  décrit  par  le  mobile  sur  la  trajec- 
toire pendant  un  même  temps  0,  compté  à  parfir 
de  répoque  définie  par  l'abscisse  correspon- 
dante. Les  valeurs  négatives  de  la  vitesse  in- 
-  diquent  le  mouveAient  rétrograde  du  mobile  ;  on 
Fig  15        devra  donc  prendre  négativement  les  aires  cor- 
respondantes aux  ordonnées  négatives.  Les  si- 
gnes étant  ainsi  définis,  si  l'on  fait  la  somme  algébrique  de 
tous  ces  éléments  de  surface,  à  partir  d'un  point  quel- 
conque a,  jusqu'à  un  point  quelconque  m,  le  résultat  que  Ton 
obtiendra,  et  qui  n'est  autre  chose  que  Taire  de  la  courbe 
des  vitesses,  représentera  le  déplacement  total  du  mobile  sur 
sa  trajectoire,  à  partir  de  Tépoque  t=  —  Ca  jusqu'à  Tépoque 
^=  +  Cm;  en  définitive,  les  aires  successives  de  la  courbe  des 
vitessesj  à  partir  d'un  point  quelconque  a  de  Taxe  des  abs- 
cisses, représenteront  en  grandeur  et  en  signe  les  déplace- 
ments totaux  successifs  du  point  mobile  sur  sa  trajectoire,  à 
partir  du  point  qu'il  occupe  à  Tépoque  définie  par  Tabscisse 
du  point  a,  qui  sert  d'origine  à  la  mesure  des  aires. 

Le  problème  est  donc  ramené  à  la  recherche  des  aires  dans 
la  courbe  des  vitesses  ou,  comme  on  dit  en  géométrie,  à  la 
quadrature  de  cette  courbe.  Ce  problème  résolu,  il  suffira,  pour 
définir  entièrement  le  mouvement  du  point,  de  faire  connaître 
le  lieu  qu'il  occupe  sur  sa  trajectoire  à  l'époque  que  ton  a  prise 
pour  origine  des  aires. 

Le  culcul  intégral  conduit  au  même  résultat.  Donner  Té- 
quation 

de  la  courbe  de  vitesse,  c'est  donner  la  relation  analytique  qui 
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lie  le  lemps  t  et  la  vitesse  v,  égale  à  la  dérivée,  -p,   de    l'es- 
pace parcouru  par  rapport  au  lemps.  On  a  donc 

et  on  trouvera. la  valeur  de  s  en  fonction  de  t  en  intégrant  la 
diflërentielle  (p  (t)  dt.  On  trouve  ainsi 


=  »o-f  J^'  ?{^dt. 


L'intégrale  indiquée  représente  l'aire  de  la  courbe  des  vi- 
tesses entre  deux  valeurs  du  temps,  t^  et  t. 

25.  La  géométrie  et  le  calcul  intégral  font  connaître  pour 
certaines  lignes  des  procédés  de  quadrature.  Mais  si,  comme 
cela  arrive  souvent,  la  courbe  des  vitesses  ne  rentre  pas  dans 
un  type  connu,  on  aura  recours  aux  procédés  généraux  de 
quadrature  par  approximation,  qui  permettront  de  tracer 
graphiquement  la  courbe  des  espaces  avec  une  suffisante 
exactitude. 

Pour  évaluer  l'aire  ÂBCD  comprise  entre  la  courbe  AD,  les 
ordonnées  AB,  CD,  et  Taxe  des  abscisses  CB,  on  inscrira  dans 
la  courbe  un  contour  polygonal  AEFGUID,  dont  les  côtés  recti- 
lignes  s'écarlent  peu  des  arcs  de 
courbe  compris  entre  leurs  extré- 
mités; et  Ton  évaluera  les  aires 
des  trapèzes  successifs  AEeB,  EF/d, 
FGgfj...  IDCi,  que  la  géométrie  en- 
seigne à  mesurer.  La  somme  de  ces 
trapèzes  représentera  avec  une 
grande  approximation  l'aire  de  la  courbe  cherchée,  car  la 
difTërence  est  égale  à  la  somme  des  aires  des  segments  com- 
pris entre  les  cordes  AE,  EF,  FG,. ..  ID,  et  les  arcs  sous-tendus, 
somme  qui  peut  élre  considérée  comme  négligeable  si  l'on  a 
suffisamment  multiplié  le  nombre  des  côtés  du  polygone 
inscrit. 

26.  Une  méthode  due  à  Thomas  Simpson  permet  de  trouver 


Fig.  17. 
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une  valeur  plus  approchée  de  Taire  cherchée.  Voici  cette  mé- 
thode» avec  la  démonsti-alion  qu'en  donne  Poncelet.  Parta- 
geons la  base,  BC,  de  l'aire  à  évaluer  en  im  nombre  pair,  2»,  de 
parties  égales,  aux  points  e,f,.,.h,  p  ;  soit  fr  l'une  quelconque  de 
ces  parties  égales.  Menonsles  ordonnées  fE,/T,...  hH,...  pP,  et 

mesurons  leurs  longueurs  y^,  y^,  y,,...  y^-j»  ïi»-!»  »!••  ^^^^ 

allons  évaluer  séparé- 
ment l'aire  comprise 
enlre  deux  ordonnées 
consécutives  d'indice 
pair,  par  exemple  en- 
tre les  ordonnées  AB 
et/?. 

Divisons  l'intervalle 
B/*  en  trois  parties 
égales  aux  points  m  et  m,  et  menons  les  ordonnées  mM,  nN,  . 
puis  joignons  AM,  MN,  NF.  La  somme  des  aires  des  trois  tra- 
pèzes ABmMy  MmriN,  Nn/F,  approchera  beaucoup  de  l'aire 
cherchée;  or  elle  a  pour  mesure  la  somme 

I  (AB+«M)  X  Bm -f  I  (min- «N)  X  mn -h  I  (nN  4- /F)  XnA 
=  ^  X  (  AB  +  2  (mM  +  nN)-f/F) . 

Mais  dans  le  trapèze  mMNn  la  droite  éE  est  menée  à  égale  . 
distance  des  deux  bases  ;  la  portion  el  de  cette  droite,  com- 
prise entre  les  côtés  MN^  mn ,  est  donc  la  demi-somme  des 
bases,  et  par  suite 

La  somme  cherchée  prend  donc  la  forme 

jX(AB+4xeI-h/T), 

et  comme  le  point  I  est  très-voisin  du  point  E,  on  peut  rem-  * 
placer  el  par  eE,  ou  par  y^.  On  trouve  en  définitive  pour  me-  ' 
sure  approximative  de  l'aire  AB/T,  la  sonam^ 


jlyoH-^yi-Hyt)- 
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Les  autres  aires  partielles  f¥Gg^...  hHDC  s'expriment  de 
même,  et  en  définitive  Taire  totale  A  a  pour  mesure  approxi- 
mative 

Posons  donc 

îfiH-y5+yi+. •••.-•- y*i- 1  =  S|,  somme  des  ordonnées  d'indice  impair. 

,  _«    somme  des  ordonnées  d'indice  pair,  abslrac- 

Vt-f-yi-rVe-^ ^-y^ll-^-^2,      ^^^  fj^^g  ^^  ordonnées  extrêmes. 

L'aire  cherché^  sera  donnée  par  la  formule 

A  =  ^x(yo+4S|-f2S,4-y*i). 

Cette  méthode  revient  à  substituer  aux  arcs  de  courbe  ÂEF, 
FG,  GII,  HD,  des  arcs  de  parabole  passant,  le  premier  par  les 
trois  points  A,E,P,  le  second  par  les  trois  points  F,K,G,  le 
troisième  par  les  trois  points  G,  L,  H,  et  ainsi  de  suite,  les 
axes  de  ces  diverses  paraboles  étant  tous  perpendiculaires  à 
la  base  BC  de  la  surfuce  à  évaluer. 

27 .  On  ne  doit  pas  être  surpris  de  voir  un  espace  décrit,  c'est- 
à-direune  longueur,  représenté  par  une  aire  ou  une  surface.  Il 
est  facile  de  se  rendre  compte  de  celte  particularité.  Nous  avons 
vu  que  Tespace  élémentaire  décrit  dans  le  temps  6  est  vô  ;  dans 
ce  produit,  v  est  une  longueur,  et  0  un  nombre;  c'est  le  rap- 
port de  la  durée  du  trajet  du  point  mobile  à  Tunité  de  temps. 
Le  rectangle  élémentaire  vO  n'a  donc  pas  ses  deux  dimensions 
de  même  nature,  et  si  la  figure  fait  de  0  une  longueur,  il  est 

entendu  qu'en  réalité  on  doit  substituer  à  0  le  rapport  t?  de 

cette  longueur  à  la  longueur  qui  représente  l'unité  de  temps. 

Alors  l'expression  -^  représentera  une  longueur,  c'est-à-dire 

la  seconde  dimension  d'un  rectangle  qui  aurait  v6  pour  sur- 
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face  et  T  pour  première  dimension.  Après  avoir  déterminé,  à 
l'aide  de  l'épure,  les  aires  A  de  la  courbe  des  vitesses,  il  faudra 
donc  diviser  ces  aires  parla  longueur  T  qui  à  l'échelle  repré- 
sente Tunité  de  temps,  et  les  résultats  de  cette  opération  se- 
ront des  Ionguei|rs,  qui  représenteront  les  arcs  de  la  trajec- 
toire, ou  les  ordonnées  de  la  courbe  des  espaces. 

EXTENSION   DE   LA   DÉHNITION   DU   MOT   VTTESSE. 

28.  La  vitesse  d'un  mobile  à  un  instant  donné  est  le  rapport 
de  l'espace  infiniment  petit  qu'il  décrit  sur  sa  trajectoire  au 
temps  employé  à  le  décrire.  Nous  avons  vu  comment  on  pou- 
vait par  la  considération  d'une  courbe  auxiliaire,  celle  des 
espaces,  ramener  la  recherche  de  ce  rapport  à  la  construction 
d*une  tangente. 

Plus  généralement,  lorsqu'une  quantité  variable  quelconque 
dépend  du  temps,  on  appelle  vitesse  de  cette  quantité  à  un 
moment  donné  le  rapport  de  la  variation  infiniment  petite, 
positive  ou  négative,  de  cette  quantité,  au  temps  infiniment 
petit  employé  pour  produire  cette  variation;  de  sorte  que  si  x 
désigne  la  quantité  variable  en  fonction  du  temps  t,  la  vitesse 

de  la  quantité  x  est  la  dérivée,  -^,  de  cette  quantité  par  rapport 

au  temps,  et  comme  on  peut  toujours  représenter  par  les  or- 
données d'une  courbe  les  valeurs  d'une  quantité  quelconque 
qui  dépend  d'une  variable  unique,  pourvu  qu'on  fasse  choix 
d'échelles  arbitraires ,  on  saura  trouver  par  la  construction 
des  tangentes  aux  dirférents  points  de  cette  courbe  les  valeurs 
successives  de  la  vitesse  de  cette  quantité. 

Par  exemple,  un  corps  à  une  température  de  100**  est  exposé 
à  Pair  libre,  par  une  température  extérieure  de  0^  ;  ce  corps 
se  refroidit.  Sa  température  est  ici  la  quantité  variable  avec  le 
temps;  et  la  vitesse  de  cette  quantité  sera  plus  grande  en 
valeur  absolue  au  commencement  de  l'observation  que  vers 
la  fin.  La  courbe  des  températures  successives  présente  la 
forme  AB(fig.  18). 
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A  Torigine  des  temps,  c'est-à-dire  au  point  0,  qui  corres- 
pond au  commencement  de  l'expérience,  le  corps  a  une  tem- 
pérature OA=^00^  Il  se  refroidit  dabord  très-rapidement, 
et  sa  température  est  représentée  par  les  ordonnées  décrois- 
santes 

CD,  au  bout  d'une  seconde, 
EF,  de  deux  secondes, 

GH,  de  trois  secondes,  etc. 

Au  bout  d'un  certain  nombre  de  secondes,  /  =  0M,  sa  tem- 
pérature est  représentée  par  BM,  quantité  très-voisine  de  0% 
ou  de  la  température  du  milieu  où  se  fait  Texpérience.  La 
température  va  donc 
toujours  en  diminuant, 
sans  pouvoir  toutefois 
descendre  au-dessous 
de  zéro;  la  vitesse  de  la 
température ,  qui  est 
négative,  va  de  môme 
en  diminuant  en  va- 
leur absolue;   car  la 

tangente  à  la  courbe  au  point  A  est  plus  inclinée  sur  l'axe  OX 
que  la  tangente  au  point  D  ;  celle-ci  l'est  plus  que  la  tan- 
gente au  point  F,  et  ainsi  de  suite;  en  B,  la  tangente  est 
presque  horizontale,  la  diminution  de  température  par  unilé 
de  temps  est  alors  à  peine  sensible. 

Remarquons  que,  dans  ce  cas  particulier,  il  existe  un  point 
mobile  animé  à  chaque  instant  de  la  même  vitesse  que  la 
quantité  variable  dont  nous  venons  de  construire  la  courbe. 
Ce  point  est  le  sommet  de  la  colonne  thermométrique  qui 
sert  à  mesurer  les  valeurs  successives  de  la  température.  La 
courbe  AB  est  la  courbe  des  espaces  relative  au  mouvement  de 
ce  point  dans  le  tube  du  thermomètre,  qui  lui  sert  de  trajec- 
toire. 

29*  On  concevra  de  même  ce  qu'on  appelle  vitesse  d'un 
angle  variable  avec  le  temps ,  ou  plus  simplement  vitesse 
angulaire.  S'u  dans  un  certain  temps  très-court  df,  un  angle 


Fig.  18. 
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instant  multipliée  par  la  moitié  de  la  distance  du  centre  des 
aires  à  la  direction  de  la  tangente  menée  à  ce  même  instant 
à  la  trajectoire.  Mais  ceci  suppose  expressément  que  le  mou- 
vement du  mobile  s'accomplisse  dans  un  plan. 

La  vitesse  de  Taire  ainsi  définie  s'appelle  quelquefois  vitesse 
ariolaire. 

Lorsqu'un  point  décrit  une  circonférence  de  cercle  d*un 
mouvement  uniforme ,  la  vitesse  de  ce  point  est  constante  ; 
la  vitesse  angulaire  du  point  autour  du  centre  du  cercle 
est  constante  aussi,  et  égale  à  la  vitesse  du  mobile  divi-  - 
sée  par  le  rayon  du  cercle^;  enQn  la  vitesse  aréolaire  du 
point,  autour  du  centre  du  cercle  pris  pour  centre  des  aires, 
est  constante  et  égale  au  produit  de  la  vitesse  du  mobile  par 
la  moitié  du  rayon. 

Pour  distinguer  la  \itesse  d'un  point  sur  sa  trajectoire  des 
vitesses  d'un  angle,  d'une  aire,  etc.,  on  appelle  vif e^^ /tn^aîrd 
celle  qui  exprime  le  rapport  de  la  variation  d'une  longueur 
au  temps  employé  à  la  produire. 

VTTESSE  DE  LA  VITESSE,   OU   ACCÊLÉRATIOII  TANGBIITISLLJB. 

31 .  Revenons  à  la  courbe  des  espaces,  construite  pour  re- 
présenter la  loi  du  mouvement  d'un  point.  }fous  avons  vu 
comment  on  pouvait  déduire  de  cette  courbe  le  tracé  de  la 
courbe  des  vitesses.  Cette  nouvelle  courbe  donne  par  ses  or- 
données les  vitesses  tiu  mobile  sur  sa  trajectoire,  aux  instants 
définis  par  les  abscisses  correspondantes.  La  vitesse  est  ici 
une  quantité  généralement  variable  avec  le  temps  ;  on  peut 
donc  appliquer  à  cette  quantité  la  définition  du  mot  vitesse, 
et  déterminer  la  vitesse  de  la  vitesse  Unéaire^  nouvelle  quan- 
tité très-utile  à  considérer  en  mécanique,  et  à  laquelle  on 
donne  le  nom  A^ accélération  tangentielle.  Nous  verrons  plus 

*  Cette  relation  snppoie  que  Ton  prend  pour  unité  d'angle,  conformément  à 
ToMige  adopté  en  analTse,  Tangle  au  centre  qui,  dans  un  cercle  quelconque, 
correspond  à  l'arc  dont  la  longueur  est  égale  au  rayou. 

mie,  couMJfOi,  r* 
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tard  pourquoi  on  ajoute  cette  ëpithèle  de  tangentielle  au  mol 
accélération. 

En  général,  si  ê  =  f(t)  est  l'équation  du  mouvement  d'un 
point,  la  vitesse  v  est  donnée  par  la  k*elation 


^=^=rw. 


et  l'accélération  tangentielle  j  par  Téquation 

Soit  01  Taxe  des  temps,  OY  l'axe  commun  parallèlement 
auquel  nous  porterons  les  ordonnées  représentatives  des  es- 
paces décrits,  des  vitesses  et  des  accélérations  tangentielles. 

On  donne  la  courbe  des  espaces^  A6CDEF  ;  nous  en  déduirons 
la  courbe  des  vitesses  j  abcdef^  par  la  considération  des  tangentes 
menées  à  la  première  courbe. 


Fig.  ». 


De  la  courbe  des  vitesses  àbcdef  nous  pouvons  déduire,  par 
un  procédé  identique,  la  courbe  des  accélà-ations  tangerUielU^ 
€lb'€d't!f^  dont  les  ordonnées  seront  proportionnelles  aux 
rapports  des  accroissements  infiniment  petits  de  la  vitesse 
aux  temps  pendant  lesquels  ces  accroissements  se  sont 
produits. 

La  courbe  abcief  coupe  Taxe  des  temps  en  des  points  a,  d,  f) 
qui  sont  les  projections  des  points  A,  D^  F,  où  la  courbe  des 
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espaces  atteint  un  maximum  ou  un  minimum.  Ces  points  dé- 
finissent les  époques  où  le  mobile  s'arrête  sur  sa  trajectoire 
pour  revenir  sur  ses  pas.  Les  ordonnées  de  la  courbe  des 
vitesses  sont  positives  entre  les  points,  a  et  d^  parce  que  le  mo- 
bile a  entre  ces  époques  un  mouvement  direct  ;  elles  sont  né- 
gatives entre  d  et  f,  parce  que  le  mouvement  du  mobile  est 
alors  rétrograde. 

De  même,  la  courbe  afb'&d'e'f  coupe  l'axe  des  temps  en  des 
points  i'  et  fc',  projections  des  points  t  et  fc,  où  la  courbe  des 
vitesses  atteint  un  maximum  ou  un  minimun,  et  des  points  I 
et  K,  où  la  courbe  des  espaces  a  une  inflexion.  Les  ordonnées 
de  la  courbe  des  accélérations  sont  négatives  entre  i'  et  Vy 
parce  que,  entre  les  deux  époques  définies  par  ces  points,  la 
vitesse  du  mobile  diminue  ;  elles  sont  positives  en  dehors  de 
ces  régions,  parce  que  la  vitesse  du  mobile  augmente.  Elles 
passent  par  un  maximum  ou  un  minimum  en  /',  parce  qu'en 
/  la  courbe  des  vitesses  a  une  inflexion. 

32.  Si  Ton  donnait  la  loi  des  accélérations  tangentielles, 
de  manière  qu'on  pût  tracer  a  priori  la  courbe  a'b'cfd'e'fy  on 
pourrait  revenir  de  cette  courbe  à  la  courbe  des  vitesses  en 
observant  que  les  aires  de  la  première  courbe  sont  propor-* 
tionnelles  aux  accroissements  des  ordonnées  de  la  seconde  ; 
ce  problème  est  identique  à  celui  que  nous  avons  résolu  pour 
passer  du  tracé  de  la  courbe  des  vitesses  au  tracé  de  la  courbe 
des  espaces.  Si  pour  une  certaine  valeur  particulière  du 
temps,  (^=0M^|  on  donne  la  valeur  correspondante  r9==M^m 
de  la  vitesse^  on  n'aura  qu'à  évaluer  l'aire  (positive  ou  néga- 
tive) de  la  courbe  des  accélérations  tangentielles  à  partir  de 
Tordonnée  M^m\  jusqu'à  une  ordonnée  quelconque  PQ.  Cette 
aire,  qui  sera  ici  négative,  et  égale  en  valeur  absolue  à  la 
surface  M^fW'gT^,  terminée  à  la  courbe  m'd'/Y,  devra  être  di- 
visée par  la  longueur  T  de  l'unité  de  temps  prise  à  l'échelle  ; 
le  résultat  sera  ce  qu'il  faut  retrancher  de  la  vitesse  de  M^  m 
pour  avoir,  en  grandeur  et  en  signe,  la  valeur  —  V^q  de  la 
titesse  à  l'instant  défini  par  l'abscisse  OP^.  La  connaissance 
d'un  point  m  de  la  courbe  des  vitesses  suffit  donc  pour 
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construire  cette  courbe  d'après  celle  des  accélérations  tan- 
gentielles.  De  même,  on  pourra  déduire  la  courbe  des  espaces 
de  la  courbe  des  vitesses,  dès  qu'on  connaîtra  un  point  M 
de  la  courbe  cherchée,  c'est-à-dire  la  valeur  de  Tare 
«^=M^H,  correspondante  à  une  valeur  particulière  du  temps, 
l=OM. 
Analytiquemenl,  si  l'on  a  Téquation 

qui  fait  connaître  Taccélération  tangentielle  j  en  fonction  du 
temps  tj  on  en  déduira  la  loi  des  vitesses  par  Tintégration  de 

Téquation  j  =  ^ ,  ce  qui  donne 


puis  la  loi  des  espaces  par  l'intégration  de  l'équation 

de 


'=Tr 


ce  qui  conduit  à  la  relation 

s^  et  Vo  sont  des  constantes  arbitraires^  que  Ton  pourra  déter- 
miner si  l'on  connaît  la  position  du  mobile  et  sa  vitesse  à 
un  instant  défini  par  une  valeur  particulière  t^  du  temps. 

La  connaissance  de  la  loi  de  l'accélération  tangentielle  dé- 
finit donc  entièrement  le  mouvement  d'un  mobile  sur  sa 
trajectoire,  pourvu  qu'on  connaisse  aussi  la  position  du 
mobile  à  un  moment  donné  et  sa  vitesse  à  ce  même  mo- 
ment. 

Lorsque  la  trajectoire  est  une  ligne  droite,  la  tangente  à  la 
trajectoire  se  confond  partout  avec  cette  droite  elle-même,  et 
l'accélération  tangentielle  est,  comme  nous  le  verrons,  la 
seule  accélération  k  considérer  dans  le  mouvement.  Dans  ce 
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cas  particulier,  on  peut  supprimer  l'épithëte  de  tangentidle  et 
dire  simplement  Y  accélération. 
33.  Entre  deux  des  trois  équations 

on  peut  éliminer  le  temps  tj  ce  qui  conduira  à  des  équa- 
tions de  la  forme 

et  chacune  de  ces  équations^  peut  être  regardée  comme  repré* 
sentant  une  ligne  ;  la  première  équation  définit  la  ligne  des 
vitesses  en  fonction  des  espaces  ;  la  seconde,  la  ligne  des 
espaces  en  fonction  des  accélérations  tangentielles  ;  la  troi* 
sième  enfin,  la  ligne  des  accélérations  tangentielles  en  fonc- 
tion des  vitesses.  Étant  donnée  Tune  de  ces  six  équations,  les 
cinq  autres  se  trouvent  définies,  abstraction  faite  des  con- 
stantes que  les  intégrations  peuvent  introduire.  Qu'on  donne 
par  exemple  la  relation 

cette  équation ,  en  y  remplaçant  j  par  -y^^lv  par  -7-,  est 

une  équation  différentielle  du  second  ordre,  dont  Tintégrale 
générale  donnera  s  en  fonction  de  t  et  de  deux  constantes 
arbitraires.  Cette  intégrale  tiendra  donc  lieu  de  Téquation 
sz=f(t);  on  en  déduira  les  quatre  autres  équations  par  la 
différentiation,  puis  par  l'élimination  du  temps. 
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34.  L'équation 
représente  un  mouvement  uniforme,  dans  lequel  la  vitesse 
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ds  ^$ 

^est  constante  et  égale  à  a.  L'accélération  tangentielle  -^ 

est  égale  à  zéro. 

La  ligne  des  espaces  j  qui  a  pour  équation  s=s^-h  atj  est  une 

ligne  droite  AM,  dont  l'ordonnée  à  l'ori- 
gine OA  est  égale  à  s^  ;  pour  avoir  un 
second  point  de  la  droite,  prenons,  à 
l'échelle,  sur  Taxe  des  abscisses,  une 
longueur  OD  égale  à  l'unité  de  temps. 
Fig.  ti.  Menons  Pordonnée  indéfinie  DC,  et  la 

droite  AB  parallèle  à  OX  ;  puis,  à  partir 
du  point  B ,  prenons  BC  =  a.  Le  point  C  appartiendra  à  la 
droite  demandée. 

La  ligne  des  vitesses  est  une  droite  EF  parallèle  k  l'axe  des 
abscisses,  et  menée  à  une  distance  OB  =  a  de  cet  axe.  On 
pourrait  d'ailleurs  faire  choix  d'une  échelle  spéciale  pour 
évaluer  les  ordonnées  de  cette  ligne.  La  ligne  des  accélé- 
rations tangentielles  est  une  droite  qui  coïncide  avec  l'axe  OX 
lui-même. 

35.  Réciproquepient,  «i  r accélération  tangentielle  d'un  point 
mobile  est  constamment  nuUe^  sa  vitesse  est  constante^  et  si  la 
vitesse  d'un  point  est  constante,  le  mouvement  de  ce  point  est 
uniforme. 

Cette  proposition  résulte  d'un  théorème  d'analyse  :  quand 
la  dérivée  d'une  fonction  est  constamment  nuUepour  toute  valeur 
de  la  variable  comprise  entre  deux  valeurs  données^  la  fonction 
est  constante  dans  l'intervalle  de  ces  deux  valeurs  ;  d'où  Ton 
déduit  facilement  que  deux  fonctions  qui  ont  des  dérivées  égales 
ont  une  différence  constante. 

Mais  sans  s'appuyer  sur  ce  théorème  on  peut  reconnaître 
sans  peine  la  vérité  de  la  proposition.  Il  est  évident  qu'un 
point  dont  la  vitesse  est  constamment  nulle  pendant  un  cer- 
tain intervalle  de  temps,  est  immobile  pendant  cet  intervalle 
de  temps.  Or  l'accélération  tangentielle  ;,  vitesse  de  la  vitesse 
Vy  peut  être  regardée  comme  la  vitesse  d'un  point  mobile  dont 
le  mouvement  serait  défini  par  les  valeurs  successives  d'un 
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arc  Vf  compté  sur  une  trajectoire  quelconque.  Si  la  iritesse  j 
est  constamment  nulle,  le  point  reste  en  repos,  et  Tare  v  a, 
par  suite,  une  valeur  constante. 

Rendons  à  v  sa  signiOcation  de  vitesse  ;  si  v  est  constante, 
l'espace  parcouru  par  le  mobile  sur  sa  trajectoire,  à  partir 
d*un  point  défini  par  une  valeur  particulière  de  l'arc  s=s^, 
s'obtiendra  en  multipliant  t;  par  le  temps  (,  et  par  conséquent 
Tëquation  du  mouvement  sera 

ce  qui  définit  un  mouvement  uniforme. 

36.  Soit  FG  la  courbe  représentative  d'un  mouvement 
quelconque  effectué  par  un  mobile  P  sur  sa  trajectoire  MN. 
OX  est  Taxe  des  temps,  OY  celui  des  espaces.  Prenons  deux 
points  C  et  D  sur  la  courbe  et  menons  la  droite  HK  qui  passe 
par  ces  deux  points.  Cette  droite  peut  être  considérée  comm 
représentant  un  mouvement  uniforme 
qui  s'opérerait  sur  la  même  trajec- 
toire MN. 

Or  on  remarquera  que  le  mobile  fic- 
tif qui  possède  le  mouvement  uniforme 
ainsi  défini,  coïncide  avec  le  mobile  réel 
P  aux  époques  I  =  OA  et  f  =  OB,  c'est- 
à-dire  aux  points  C  et  D^  qui  correspon- 
dent sur  la  trajectoire  aux  valeurs  CÂ, 
DB ,  de  l'espace  décrit.  La  corde  CD 
représente  donc  le  mouvement  uni- 
forme qui  amènerait  le  mobile  de  sa  position  C  à  son  autre 
position  D',  dans  le  temps  qu'il  emploie  elfectivement  à 
passer  de  Tune  à  l'autre,  en  vertu  de  son  mouvement  varié. 
La  vitesse  de  ce  mouvement  uniforme  est  donnée  par  le  rapport 

-^  OU  par  le  rapport  de  Tespace  total  décrit  C  V  au  temps 

que  le  mobile  met  à  le  décrire.  C'est  donc  la  vitesse  moyenne 
du  mobile  entre  les  deux  époques  considérées. 

Exemple.  —  Un  mobile  part  du  repos  au  point  E  et  par- 
court la  distance  EF  avec  une  vitesse  graduellement  crois- 
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santé  jusqu'au  milieu  I  de  cette  distance  ;  puis,  à  partir  de 
là,  il  continue  à  se  mouvoir  avec  une  viiesse  graduellement 

décroissante  jusqu'au  point  F, 
ou  il  arrive  sans  vitesse. 

OA  étant  à  l'échelle  la  durée 
du  trajet,  la  courbe  des  espaces 
partira  du  point  0  et  aboutira 
au  point  B,  à  une  distance 
AB  =  EF.  Elle  sera  tangente, 
en  0,  à  l'axe  OX,  et,  en  B,  à 
une  parallèle  à  cet  axe,  car  la 
vitesse  au  départ,  pour  t=  0, 
et  à  l'arrivée,  pour  t=OA,  est 
nulle  par  hypothèse.  On  peut 
admettre  que  le  mouvement  soit  réglé  de  manière  à  faire 
atteindre  au  mobile  le  milieu  I  de  son  parcours  à  la  moitié  de 
la  durée  de  ce  trajet,  ce  qui  donnera  Oc'  =  \  OA  pour 
l'abscisse  correspondante  au  passage  en  I.  On  sait,  par 
l'énoncé,  qu'en  ce  point  la  vitesse  atteint  son  maximum  ;  la 
courbe  des  espaces  a  donc  une  inflexion  au  point  C.  La  courbe 
des  vitesses  sera  représentée,  dans  ce  cas,  par  une  courbe 
OcA,  passant  par  les  points  0  et  A  et  ayant  en  e  une  tangente 
horizontale,  et  la  ligne  à!dd  des  accélérations  tangentielles 
coupera  Taxe  OX  au  point  c\  On  pourra  régler  le  mouvement 
de  manière  que  cette  dernière  ligne  soit  droite.  S'il  en  est 
ainsi,  la  courbe  dès  vitesses  OcA  sera  une  parabole  ayant  pour 
axe  la  ligne  c'C,  et  les  trois  points  0,  C,  B,  seront  sur  une  m&me 
ligne  droite  OB.  Cette  droite  définit  le  mou\>emenX  uniforme 
moyen  du  mobile  entre  son  départ  E  et  son  arrivée  F.  La 
vitesse  de  ce  mouvement  uniforme  est  la  moyenne  de  toutes 
les  vitesses  successives  du  mobile,  ou  de  toutes  les  ordonnées 
de  la  courbe  OcA. 

Pour  traiter  cette  question  par  le  calcul,  représentons  la 
droite  d'&af  par  una  équation  de  la  forme 

ael  b  désignant  des  constantes. 


UNIFORME.  41 


Soit  T  la  durée  totale  du  parcours  ;  nous  devons  avoir  ;= — a 
pour  t  =  T;  donc  6  =  -=r,  et  Téquation  précédente  devient 


2a. 


Remplaçons  j  par  -^  et  intégrons  ;  il  viendra 


v  =  (U — =-> 
T 


sans  ajouter  de  constante,  puisque  la  vitesse  v  est  nulle 

pour^  =  0;  cette  équation  représente  la  parabole  OcA;  elle 

donne  v=0  pour  t  =  T,  c'est-à-dire  au  point  A,  et  v  maxi- 

T 
nium  pour  ^  =  q  >  au  milieu  de  Tintervalle  OA. 

ds 
Enfin,  remplaçant  t;  par  -r-  et  intégrant  de  nouveau,  il  vient 

sans  ajouter  non  plus  de  constante ,  puisque  s  et  t  sont  nuls 
à  la  fois.  Cette  dernière  équation  donne  «  =  J  aTpour  I  ^  T,  et 
s=jiaV  pour  t  =  |  T.  Si  l'espace  total  parcouru,  AB  =  EF, 
est  donné  d'avance  et  égal  à  S,  on  en  déduira  la  valeur  de  la 
quantité  a  en  résolvant  l'équation 

iT««=s, 
ce  qui  donne 

6S 

La  condition  du  contact  de  la  courbe  des  espaces  en  0  ou 
en  B  avec  des  lignes  horizontales  est  toujours  remplie  lors- 
qu'il s'agit  du  mouvement  d'un  corps  matériel  qui  part  du 
repos  et  qui  y  revient,  car  il  est  impossible  que  la  vitesse 
d'un  tel  corps  passe  subitement  de  la  valeur  %éro  à  une 
valeur  finie,  ou  d'une  valeur  finie  à  la  valeur  zéro;  elle 
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passe,  en  réalité,  par  tous  les  degrés  de  vitesse  intermé- 
diaires. La  substitution  d'une  droite  à  la  courbe,  ou  d'un 
mouvement  uniforme  moyen  au  mouvement  varié  réel,  efface 
cette  transition,  et  fait  succéder  une  vitesse  finie  à  une  vitesse 
nulle.  Mais  il  ne  faut  pas  oublier  que  'cette  substitution  est 
entièrement  fictive. 


APPLICATION.    —   GRAPHIQUE  DS8  TRAINS. 

37.  On  appelle,  dans  Texploitation  des  chemins  de  fer,  gra- 
phique des  Iratiw,  une  épure  où  le  mouvement  de  tous  les 
trains  est  représenté  par  des  lignes  droites. 

Pour  construire  cette  épure,  on  prend  sur  un  axe  horizontal 
24  parties  égales  représentant  les  heures  d'une  journée  ;  on 
les  subdivise  chacune  en  parties  plus  petites  représentant  des 
intervalles  de  10  minutes  ;  les  intervalles  plus  petits  sont  ap- 
préciés à  rœil.  Sur  un  autre  axe,  perpendiculaire  au  pre- 
mier, on  porte  des  parties  proportionnelles  aux  distances,  et 
l'on  place  les  stations  successives  de  la  ligne  d*après  leurs 
distances  à  l'origine  du  chemin.  Cette  construction  permet 
de  couvrir  Tépure  d'un  réseau  de  droites  rectangulaires, 
dont  les  unes,  verticales,  correspondent  à  une  heure  déter- 
minée delà  journée,  et  les  autres,  horizontales,  à  une  station 
déterminée. 

Considérons  un  fragment  de  l'épure  du  mouvement  des 
trains.  Soient  A,  B,  C,  D,  E  les  stations  réparties  sur  Taxe 
vertical  à  leurs  distances  respectives  ;  les  verticales  équidis- 
tantes  XIl,  I,  II,  III,  représentent  les  heures  de  midi,  1  heure, 
2  heures,  etc. 

Un  train  part  de  la  station  A  à  midi  et  arrive  à  la  station  B 
à  midi  30  minutes.  Le  mouvement  moyen  qu'il  a  pendant  ce 
trajet  est  représenté  par  la  droite  ab. 

Le  train  reste  5  minutes  dans  la  station  B.  Il  repart  donc  à 
midi  35  minutes.  Sa  vitesse  moyenne  étant  supposée  la  même, 
le  mouvement,  à  partir  de  la  station  B,  sera  représenté  par 


une  droite  Vc  parallèle  à  ah.  Cette  droite  vient  couper  la  ligne 
de  la  station  C  au  point  correspondant  à  1  heure  15  minutes. 
Si  le  train  passe  ensuite  25  minutes  dans  cette  station  C«  il 
en  repart  à  1  heure  40  minutes  et  arrive  à  la  station  D  à 
2  heures  5  minutes;  il  eh  repart  à  2  heures  iO  minutes  et 
arrive  à  la  station  B  &  2  heures  35  minutes,  et  ainsi  de 
suite. 
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Son  mouvement,  réduit  aux  vitesses  moyennes  en  dehors 
des  temps  d'arrêt,  est  donc  représenté  par  la  ligne  brisée 
abVc(fdà'^^  dont  les  parties  inclinées  correspondent  à  la  mar- 
che et  les  parties  horizontales  au  stationnement. 

Les  trains  plus  lents  sont  représentés  par  des  lignes  plus 
voisines  de  Thorizontale,  telles  que  le  tracé  a^^'Y--;  ^^^ 
trains  plus  rapides,  par  des  lignes  plus  voisines  de  la  verticale; 
tel  est  le  tracé  aaccdtfee.  Il  correspond  à  un  train  rapide,  qui 
partde  A  à  midi 50,  quifrrâfe  la  station  B,  arrive  en  Gà  1  heure 
30  minutes,  en  repart  à  1  heure  35  minutes,  brûle  la  station  D 
et  arrive  à  la  station  E  à  2  heures  5  minutes.  On  voit  que  ce 
train  part  du  point  A  plus  tard  que  le  train  ahVc...^  et  qu'il 
atteint  et  dépasse  ce  train  dans  la  station  C  ;  le  train  abVe. . . 
est  alors  garé  et  le  train  rapide  repart  plus  tôt  que  lui.  Le 
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graphique  des  trains  met  en  évidence  ces  rencontres  de  trains 
de  différentes  vitesses,  et  permet  de  combiner  les  heures  de 
leurs  passages  aux  divers  points  d'arrêt  de  manière  à  éviter 
les  collisions. 

Les  trains  qui  marchent  en  sens  contraire  sont  figures  sur 
l'épure  par  des  lignes  inclinées  dans  l'autre  sens.  Ainsi,  le 
train  eSSy  P&rt  de  E  à  1  heure  50  minutes,  arrive  en  D  à 
2  heures  25  minutes,  y  séjourne  5  minutes  et  arrive  en  C  à 
S  heures  55  minutes.  Il  croise  les  deux  trains  aaeceeet  abcde 
dans  rintervalle  compris  entre  les  deux  stations  D  etE,  ce  qui 
n*a  pas  d'inconvénient  si  le  service  est  établi  sur  la  double 
voie  entre  ces  stations.  A  s'en  rapporter  strictement  à  l'ëpure, 
on  pourrait  déterminer  l'heure  et  le  lieu  de  chacun  des  croise- 
ments. En  effet,  la  droite  c^cfee  coupe  la  droite  e8  en  un  point 
m  qui  correspond  sur  l'axe  des  distances  à  un  certain  point  du 
chemin,  bien  défini  par  sa  distance  Am'  à  l'origine,  et  sur  l'axe 
des  temps,  à  un  point  qui  définit  une  heure  bien  déterminée. 
Mais  nous  avons  vu  que  la  substitution  d'une  droite  à  la  courbe 
des  espaces  revient  à  la  substitution  d'un  mouvement  moyen 
uniforme  au  mouvement  réel,  qui  est  nécessairement  varié  ; 

de  sorte  qu'en  réalité  les  lignes 
du  mouvement  vrai,  aulieud*étre 
droites,  devraient  être  des  courbes 
sinueuses,  analogues  à  celle  que 
nous  avons  indiquée  dans  le  para- 
graphe précédent.  Cette  altération 
peut  déplacer  les  points  de  ren- 
contre des  deux  lignes,  comme  on 
le  voit  par  la  figure  ci-contre, 
Les  deux  droites  cfcfee ,  eS  se  cou- 
pent en  m.  Mais  les  courbes  réelles  ont  des  formes  sinueuses, 
telles  que  c'ifpqee^  ersS,  et  elles  se  coupent  en  \k;  le  point  de 
rencontre  est  donc  déplacé  sur  la  ligne  vers  le  point  E  de  la 
quantité  fn'\tf. 


Fig.  «S. 
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MODVEMBNT    RECTIUGMB  UTOFORlfÊlIEIfT  VARIÉ. 

38.  Le  mouvement  rectiligneet  uniforme  est  le  plus  simple  de 
tous  les  mouvements  ;  c'est  celui  pour  lequel  la  vitesse  est 
constante,  et  dans  lequel  les  espaces  parcourus  croissent  pro- 
portionnellement au  temps.  L'accélération  est  constamment 
nulle  dans  ce  mouvement.  Le  mouvement  rectiUgne  unitormé-- 
ment  varié  est  de  même  le  plus  simple  des  mouvements  variés. 
C'est  celui  dans  lequel  Yaccélération  est  constante^  et  dans  le^^ 
quel  la  vitesse  crott  proportionnellement  au  temps.  Ces  deux  con- 
ditions rentrent  Tune  dans  l'autre.  En  effet,  si  la  vitesse  croit 
proportionnellement  au  temps,  l'accélération,  qui  n'est  autre 
chose  que  la  vitesse  de  la  vitesse,  est  une  quantité  constante 
qui  indique  l'accroissement  de  la  vitesse  du  mobile  pendant 
Tunitë  de  temps.  Et  réciproquement,  dire  que  l'accélération 
est  constante,  c'est  dire  que  la  vitesse  croit  d'une  même 
quantité  pendant  des  temps  égaux,  ce  qui  revient  à  dire 
qu'elle  croit  proportionnellement  au  temps. 

Le  mouvement  uniformément  varié  est  essentiel  à  considé- 
rer dans  la  mécanique  ;  nous  verrons  qu'on  y  ramène  tous  les 
autres.  C'est  déplus  une  espèce  de  mouvement  qu'on  réalise 
avec  une  grande  facilité  ;  car  il  sufQt  de  laisser  tomber  un 
corps  pesant  suivant  la  verticale  pour  en  avoir  un  exemple. 

L'accélération  j  du  mouvement  varié  étant  donnée,  il  est 
facile  d'en  déduire  la  vitesse  v,  à  un  moment  quelconque,  dès 
qu'on  connaît  la  valeur  v^  de  la  vitesse  à  un  instant  déter- 
miné, pour  l==0  par  exemple.  On  sait  en  effet  que  par  cbaque 
unité  de  temps,  la  vitesse  s'accroit  de  la  quantité;;  donc  au 
bout  de  t  unités  de  temps,  la  vitesse  v^  se  sera  accrue  de  la 
quantité  j^  et  la  vitesse,  à  ce  moment,  sera  représentée  par 
l'expression 

C'est  à  quoi  on  serait  parvenu  en  intégrant  l'équation 


0  c 

Kig.  :2(:. 
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dans  laquelle;  a  une  valeur  constante  ;  v^  est  la  constante  in- 
troduite par  l'intégration. 
Pour  avoir  5,  on  intégrera  de  même  Téqualion 

ce  qui  donne 

On  arrive  géométriquement  au  même  résultat  en  appliquant 
la  méthode  du  §  24.  Construisons  la  ligne  représentative  des 

vitesses,  qui  est  ici  une  droite  AB,  défi- 
nie par  son  ordonnée  à  l origine Ok=VQy 
et  par  son  inclinaison  j . 

Considérons  un  instant  défini  par 
—  ^  l'abscisse  /=0C  ;  rordonnéc  CD  corres- 
pondante sera  la  valeur  de  la  vitesse  à 
cet  instant,  et  Taire  de  la  ligne  des  vi- 
tesses, à  partir  de  l'instant /  =  0  jusqu'à  Tinstant  t=OC, 
sera  égale  à  la  surface  du  trapèze  AOCD,  c'est-à-dire  à 

J(A0-+-CD)X0C. 

On  sait  qu'il  faut  diviser  cette  surface  par  la  longueur  qui 
représente  Tunité  de  temps  pour  avoir  une  longueur  égale  à 
Tespace  parcouru  par  le  mobile;  mais  celte  division  revient  à 
remplacer  la  longueur  OC  par  le  nombre  t  d'unités  de  temps 
qu'elle  représente  à  Téchellc.  Nous  avons  de  plus  : 

AO  ^  t'o, 

Donc  enfin  Tcspacc  parcouru  pendant  le  temps  t  est  donné 
par  l'expression 

ou  bien 

Si  5^  est,  à  l'instant  /  =  0,  la  distance  du  mobile  à  l'origine 
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prise  sur  la  trajectoire,  nous  aurons,  pour  déterminer  la  va- 
leur de  la  distance  au  bout  du  temps  ^  Féquation 

Remarquons  que  l'accroissement  s — s^,  ou  l'espace  par- 
couru pendant  le  temps  ^  se  compose  de  deux  parties  ; 
l'une,  v^f,  est  celle  qu'aurait  décrite  le  mobile  s*il  avait  con- 
servé pendant  tout  ce  temps  la  vitesse  v^  qu'il  possédait  à 
l'instant  (=0;  l'autre,  ^j(%  ne  dépend  que  de  Taccéléra- 
tioû  j,  et  serait  par  conséquent  la  même  si  le  mobile  était 
parti  du  repos  à  l'instant  t  =  0. 

La  première  partie  est  proportionnelle  aux  temps,  la  se- 
conde est  proportionnelle  aux  carrés  des  temps. 

La  ligne  représentative  des  espaces  est  dans  ce  cas  une 
parabole. 

39.  11  est  facile  de  déduire  de  ces  formules  les  lois  géné- 
rales de  la  chute  des  corps  pesants.  L'expérience  montre 
que  lorsqu'on  laisse  tomber  un  corps,  la  pesanteur  lui  com- 
munique en  une  seconde,  si  l'observation  est  faite  sous  la 
latitude  de  Paris  et  à  peu  de  hauteur  au-dessus  du  niveau 
de  la  mer,  une  vitesse  de  9^,8088  ;  ce  nombre  est  légèrement 
variable  d'un  point  à  l'autre  du  globe.  On  le  représente  par 
g  ;  c'est  l'accélération  produite  par  la  pesanteur  ;  les  formules 
du  mouvement  vertical  des  corps  pesants  s'obtiendront  donc 
en  remplaçant  dans  les  équations  précédentes  l'accélération 
j  par  le  nombre  g^  et  l'on  aura  : 

Supposons  que  le  corps  tombant  parte  du  repos,  et  comp- 
tons les  distances  s  sur  la  verticale  à  partir  du  point  où  il  a 
commencé  sa  chute.  Nous  aurons  à  faire  8^=0  et  v^=zO  dans 
les  formules^  qui  deviendront  : 

v=gt, 

Supposons  au  contraire  qu'on  lance  le  corps  de  bas  en  haut 
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avec  une  vitesse  v^,  et  qu'on  demande  la  hauteur  s  à  laquelle 
il  montera.  Les  formules  seront  : 

Comptons  positivement  les  distances  en  descendant  au-des- 
sous de  Torigine  et  négativement  dans  le  sens  contraire  :  v, 
sera  négatif,  puisque  la  vitesse  initiale  est  dirigée  par  hypo- 
thèse dans  le  sens  des  s  négatifs.  Remplaçons  donc  v^  par  —  Y, 
V  étant  la  valeur  absolue  de  la  vitesse  initiale.  Il  viendra  : 

r  =  -V+9<, 

Le  corps  montera  jusqu'à  ce  que  sa  vitesse  soit  nulle  ;  donc 
rinstant  où  il  cessera  de  monter  sera  donné  en  faisant  o=0. 
On  en  déduit 

Substituant  cette  valeur  de  t  dans  l'autre  équation,  nous 
aurons 

VI  v«        v« 

C'est  la  valeur  de  «  à  laquelle  le  mobile  lancé  de  bas  en  haut 

s'arrête  pour  redescendre.  Elle  est  négative,  parce  que  nous 

comptons  négativement  les  s  dans  le  sens  montant  à  partir  de 

V" 
Forigine,  et  sa  valeur  absolue  est  q-* 

Si  donc  on  voulait  faire  monter  verticalement  un  corps 
pesant  à  une  hauteur  H  au-dessus  de  son  point  de  départ,  il 
faudrait  lui  imprimer  de  bas  en  haut  une  vitesse  Y  satisfai- 
sant à  l'équation 

v« 

ce  qui  donne,  en  résolvant,  Y  =  ^J^g^. 
40.  Problème.  —  Un  observateur,  placé  sur  le  haut  d'une 
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tour,  laisse  tomber,  en  dehors  de  la  tour,  une  pierre  qui  vient 
frapper  le  sol.  Il  note  le  temps  t  écoulé  entre  Tinstant  où  il 
a  abandonné  la  pierre  et  l'instant  où  il  entend  le  bruit  du 
choc.  On  demande  la  hauteur  de  la  tour,  en  tenant  compte 
du  temps  que  le  son  a  employé  pour  remonter  du  sol  à  l'oreille 
de  l'observateur.  La  durée  observée  est  de  4  secondes,  et  la 
vitesse  du  son  dans  l'air  est  de  340  métrés. 

Soit  X  la  hauteur  de  la  tour,  comprise  entre  le  sol  et  l'oreille 
de  l'observateur  ;  nous  supposerons  que  l'observateur  laisse 
tomber  la  pierre  à  partir  de  cette  hauteur. 

Le  temps  observé,  t,  se  compose  de  deux  parties  :  la  pre- 
mière est  le  temps  V  que  la  pierre,  partant  du  repos,  met  à 
parcourir  la  hauteur  x  en  tombant  avec  une  accélération  con- 
stante égale  k  g;ce  temps  est  donné  par  l'équation 

donc 


'■'\/l 


La  seconde  partie  f  est  le  temps  que  le  son  meta  parcourir 
la  distance  x  du  sol  à  l'oreille  de  l'observateur ,  avec  une 
vitesse  constante  de  340  mètres  ;  on  a  donc  ^ 

X 

'       340' 

d'où  résulte  l'équation 

(i) 

Isolons  le  radical  dans  le  premier  membre  et  élevons  au 
carré  :  il  viendra 

g  ~~  540"^  (540)** 

OU  bien 


«« 


_2x^— 4-340^  W  (3400«  =  0. 
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Cette  équation  a  deux  racines  réelles  et  positives;  une  seule 
satisfait  à  l'équation  (1  ),  si  Ton  y  prend  positivement  le  radical; 
l'autre,  la  plus  grande,  correspond  à  la  détei'mination  négati^e 
du  radical,  ce  qui  est  contraire  aux  conditions  du  problème. 

L*équation  (1)  se  résout  facilement  par  approximations  suc- 

cessives.  Négligeant  d'abord  ;^,  on  obtient 

x  =  iy(*  =8x9,8  =78-,4, 

valeur  trop  grande. 

La  seconde  valeur  approchée  s'obtiendra  au  moyen  de 
Téquation 

=  6»-,64; 

elle  est  trop  petite. 
La  troisième  valeur  approchée  sera  de  même 

x=«j7^/-.^y=i9.8x(3,80)«=4x9,8xi4.44=70-.75; 

elle  est  approchée  par  excès.  L'opération  suivante  donnerait 
70'",38.  On  pourra  serrer  d'aussi  près  qu'on  voudra  la  valeur 
cherchée  en  faisant  un  nombre  suffisant  de  substitutions. 


CHAPITRE  II 


DU   MOUVEMENT   PROJETE 


M .  L'emploi  de  la  méthode  des  projections  permet  de  sim- 
plifier notablement  Tétude  des  questions  de  mécanique.  On 
sait  que  la  géométrie  descriptive  a  pour  but  de  ramènera  des 
constructions  planes  les  opérations  nécessaires  à  la  solution 
(l'un  problème  de  géométrie  de  l'espace.  De  même,  la  méthode 
des  projections  ramène  la  considération  d'un  mouvement  qui 
s'accomplit  dans  l'espace,  à  celle  de  mouvements  de  points 
situés  dans  des  plans,  mouvements  plus  faciles  à  étudier.  On 
peut  pousser  plus  loin  cette  simplification.  Car  à  un  mouve- 
ment plan,  dont  la  trajectoire  est  généralement  courbe,  on 
peut  substituer  les  mouvements  rectilignes  des  projections  du 
point  mobile  sur  deux  axes  fixes.  La  même  réduction  s'ap- 
plique à  l'espace.  Il  suffit  de  projeter  le  point  mobile  sur  trois 
axes  fixes  ;  Tétude  des  mouvements  rectilignes  des  trois  pro- 
jections conduit  à  la  connaissance  de  tous  les  éléments  du 
mouvement  qu'on  s'est  proposé  d'étudier. 

Rappelons  d'abord  quelques  définitions. 

42.  Etant  donnés  un  plan  fixe  P  et  une  droite  fixe  L,  on 
appelle  projection  d*un  point  M  sur  le  plan  P,  le  point  m  où  ce 
plan  coupe  une  droite  menée  par  le  point  M  parallèlement  à 
la  droite  L. 

Lorsque  la  droite  L  est  perpendiculaire  au  plan  P,  la  pro» 
jection  est  dite  orthogonale  :  c'est  la  convention  qu'on  fait  dans 
la  géométrie  descriptive. 
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43.  ïljat  d-tLi-rs  az»i  ir^iite  die  L  ef  un  plan  fixe  P»  non 
jKinll'Jt»  à  Li  dn>iîe,  on  ipp^^le  p'^cjtrcfion  d'un  point  M  sur  la 
ilit)ile  L,  le  p.ûnl  «  •»ù  celte  droite  L  rencontre  un  plan  n:ené 
par  le  point  M  paralielement  au  plan  P. 

•squ'on  prend  le  plan  P  perpendiculaire  à  la  droite  L,  la 
ion  est  dite  orthogonale. 


ET  SUR  UNE  DROITE.  SS 

La  projection  d'une  ligne  quelconque  R  sur  la  droite  L  est 
la  droite  L  elle-mâmc. 

Si,  à  chaque  instant,  on  projette  sur  la  droite  L  la  position 
d'un  mobile  M  qui  se  meut  dans  l'espace  le  long  d'une  trajec- 
toire quelconque  R,  on  obtiendra,  en  considérant  le  mouve- 
ment recliligne  de  la  projection  du  mobile  le  long  de  la 
droite  L,  un  second  mouvement, 
qu'on  appellera  la  projection  du  pre- 
mier. Les  points  M,  M',  M"...  étant 
des  positions  successives  du  mobile 
sur  la  trajectoire  R,  et  m,  m\  m"... 
leurs  projections  sur  la  droite  L  pa- 
rallèlement au  plan  fixe  P,  le  mobile 
fictif  mettra  autant  de  temps  à  passer  de  m  en  m\  de  mf  m 
m',...  que  le  mobile  réel  à  passer  de  M  en  M\  de  M'  en  M''... 


Fig.  28. 
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44.  Le  mouvement  d'un  point  dans  Tespace  est  entièrement 
défini  quand  on  connaît  les  projections  de  ce  mouvement, 
fuites  sur  trois  directions  fixes  parallèlement  à  des  plans  don- 
nés. Voici  comment  on  procède  pour  donner  cette  définition 
d'un  mouvement. 

Par  un  point  0  de  l'espace  on  mène  trois  droites  fixes.OX, 
OY,  OZ,  non  contenues  dans  un  seul  et 
même  plan  ;  ces  trois  droites  sont  deux 
à  deux  dans  un  même  plan ,  de  sorte 
que  le  choix  arbitraire  de  ces  trois  axes 
définit  à  la  fois  trois  droites  OX,  OY,  OZ, 
et  trois  plans  YOZ,  ZOX,  XOY  qu'on  ap- 
pelle plans  coordonnés. 

Par  un  point  quelconque  M  de  l'es- 
pace, menons  trois  plans, lun parallèle 
à  YOZ,  l'autreà  ZOX,  le  troisième  à  XOY. 

Le  premier  plan  coupe  l'axe  OX  en  un  point  m,  qui  est  la 
projection  (parallèlement  au  plan  fixe  YOZ)  du  point  M  sur  la 


.H' 
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(IroilcOX.  Il  coupe  los  pians  Z0\,  XOY,  suivanl  les  dioitos 
lU'/,  m\j!\  respccliveniciil  parallèles  à  OZ  et  à  OY. 

Le  second  plan  coupe  l'axe  OY  en  un  point  m',  projeclion 
(le  M  sur  OY ,  parallèlement  à  ZOX;  il  coupe  les  plans 
XOY,  Yi^Z,  suivant  les  droites  7?i';/,  m'\j.^  parallèles  respective- 
ment à  OX  et  à  ()Z.  Enfin,  il  coupe  le  premier  plan  suivant  la 
droite  M;/,  parallèle  à  l'axe  OZ. 

Le  troisième  plan  coupe  Taxe  OZ  au  point  m",  projection  de 
M  sur  UZ  parallèlement  à  XOY  ;  il  coupe  les  plans  YOZ.  ZOX, 
suivant  les  droiles  ///";;.,  m"\)! ,  respectivemenl  parallèles  à  OY 
el  à  (^X;  et  enfin,  il  rencontre  les  deux  premiers  plans  sui- 
vant les  droites  M;/,  Mv.,  respectivement  parallèles  à  OY  et 
à  OX. 

Le  s(dide  compris  sous  ces  trois  plans  et  sous  les  trois  plans 
fixes  est  uu /)r//ïi//('7(7>//)t'(/c,  et  le  point  M,  dans  celle  flf-ure, 
est  I(^  sonunet  opposé  à  Vov'ufine  0.  Les  sommels  ?»,  m' ^  m", 
situés  sur  l(*s  arêtes  aboutissant  au  pointO,  Mint  U">  ])r(jeci\om 
du  |M>int  M  snr  les  axes  ;  les  autres  sommels  ;;,,  ;/,  •/',  s<ml  les 
pviijectHnis  (lu  point  M  sur  les  trois  ])lans  frics,  ])arallèlement 
aux  axes  OX,  (^Y,  OZ,  qui  rormeul  les  inlersi^ctions  niuluelles 
de  ces  trois  plans. 

Si,  à  nu  instant  donné,  on  fait  connaîlre  les  distances  Om, 
Om\  Om",  de  l'origine  aux  projections  sur  les  trois  axes  d  un 
même  point  M  de  res|)ace,  on  pourra  en  déduire  la  position 
correspondante  de  ce  point.  11  suffit  pour  cela  d'achever  le 
parallélépipède  eu  menant  par  m^m\  m"  des  plans  respetti- 
vement  parallèles  aux  plans  cooi'donnés.  Ces  tiois  j)lans  se 
couperont  en  un  point  uni(pu^  qui  sera  le  point  cherché. 

Pe  même,  si  l'on  donnait  les  pr(>jeclions  ;/,  ;j."  du  point  M 
sur  deux  plans  coord(»nnés,  on  ohtiendraii  le  point  M  eu  me- 
nant par;/  el  ;/'  des  droites  ;/  M,  [/  M,  l'cspectivemeut  paral- 
lèles à  OY  et  OZ  :  rinlerseetion  de  ces  deux  di"oiles  donne  le 
point  cherché.  La  posilion  du  point  M  est  don»'  (lé(inie  par  ses 
projections  sur  deux  })lans  coordi  }uics,  tandis  (|u'elle  ne  peut 
élr(,'  définie  (]ue  pai'  ses  jirojcctioiis  sur  tr(>is  a.rcs  coordonnes. 
Mais  il  y  a  i;énéfalemen(  avantaiie  àen)ployer  en  mécanique  la 
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triple  projection  sur  les  axes  plutôt  que  la  double  projection 
sur  les  plans. 

Non  seulement  on  ramène  ainsi  tous  les  mouvements  à  des 
mouvements  rcctîlîgnes,  mais  encore  les  positions  des  projec- 
tions m,  m\  m"  du  point  M  sur  les  axes  sont  complètement 
indépendantes  les  unes  des  autres,  tandis  que  les  projections 
11.%  ^'  sur  deux  des  plans  coordonnés  sont  assujellies  à  une 
condition  pour  qu'elles  correspondent  à  un  point  de  l'espace, 
car  elles  doivent  être  toutes  deux  situéeâ  dans  un  plan  paral- 
lèle au  troisième  plan  coordonnée 

Remarquons  encore  que  les  distances  Otn,  Om',  Om",  peu- 
vent entrer  dans  les  calculs  avec  Tun  des  signes  -+-  et  —, 
suivant  qu'elles  sont  portées  sur  les  axes  d'un  côté  ou  de 
l'autre  de  Torigine  0;  grâce  à  celte  convention,  à  chaque 
point  M  de  l'espace  correspond  une  valeur  bien  déterminée, 
en  grandeur  et  en  signe,  des  trois  distances  Om,  Om',  Om'  ; 
ces  trois  distances  données  en  grandeur  et  en  signe  font  donc 
connaître  la  position  du  point  M  sans  aucune  ambiguïté. 

On  désigne  ordinairement  par  a;  la  longueur  Om,  prise  avec 
son  signe  et  comptée  sur  l'axe  OX  ;  par  y  la  longueur  Om, 
prise  sur  l'axe  OY,  et  par  2  la  longueur  Om",  prise  sur  l'axe  OZ. 
Ce  sont  les  trois  coorcfonn^^^  du  point  mobile.  Le  mouvement 
du  point  M  dans  l'espace  est  entièrement  défini  si  Ton  donne 
les  valeurs  successives  de  x,  de  y  ti  Ae  %  en  fonction  du 
temps  t. 

Quand  le  mouvement  a  lieu  dans  un  plan,  on  peut  prendre 
ce  plan  pour  plan  des  XOY  et  y  mener  deux  droites  OX,  OY, 
qui  seront  deux  des  axes  coordonnés.  Le  troisième  axe  OZ 
sera  dirigé  en  dehors  du  plan,  et  comme  le  point  mobile  ne 
sort  pas  de  ce  plan,  sa  coordonnée  z  sera  constamment  nulle. 
Il  n'y  a  donc,  dans  ce  cas  particulier,  que  deux  coordonnées 
variables,  x  et  y,  et  il  suflit  pour  définir  le  mouvement  de 
donner  leurs  valeurs  successives  en  fonction  du  temps  i, 

*  C'est  la  condition  que  l'on  rencontre  en  géométrie  descriptive,  et  en  vertu 
de  laquelle  les  projections  d'un  même  point,  dans  toute  épure,  doivent  être  situées 
sur  une  même  perpendiculaire  à  la  ligne  de  terre. 
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DE    CE   MOUVEMENT   SUR  LES    AXES. 


e 


45.  Les  valeurs  des  coordonnées  rr,  y,  2,  en  fonction  (in 
cmps  /,  définissent  trois  mouvements  rectilignes  ;  nous  pou- 
vons appliquer  à  chacun  d'eux  les  méthodes  données  dans  I 
chapitre  précédent,  et  déterminer  pour  chacun  les  valeurs 
des  vitesses  et  des  accélérations. 

Le  premier  problème  qui  se  présente  ici  consiste  à  déduire 
des  vitesses  des  coordonnées  x,  y,  2,  la  grandeur  et  la  direc- 
tion de  la  vitesse  effective  du  mobile  sur  sa  trajectoire  à  ce 
même  instant. 

Soit  RR'  la  trajectoire  d'un  point  mobile,  LL'  une  droite  sur 
laquelle  on  projetle  le  mouvement  parallèlement  à  un  plan 

fixe;  soient  A,  A',  deux  positions  suc- 
cessives infiniment  voisines  du  mobile 
sur  la  ligne  RR',  et  a,  a\  les  projections 
de  ces  deux  positions  sur  la  ligne  LL'. 
INous  avons  déjà  remarqué  que  le  vrai 
mobile  met  autant  de  temps  à  aller  de  A 
en  A',  que  le  mobile  idéal  représenté  par  sa  projection  met 
de  temps  à  aller  de  a  en  a\  Soit  V  la  vitesse  du  mobile  au 
point  A,  et  v  la  vitesse  du  mouvement  projeté,  nous  aurons 
à  la  fois  : 


AA' 


aa 


V:=---     et     t=— -, 

0  e 


0  étant  la  durée  commune  {lux  deux  trajets  AA'  et  aa'.  Donc 


VAA' 
t'  ~  aaf' 


Or  aa'  est  la  projection  sur  L  de  l'élément  rectiligne  A.V  ; 
il  y  a  entre  aa'  et  AA'  un  certain  rapport  qui  dépend  des  situa- 
tions relatives  de  ces  deux  éléments.  Le  même  rapport  exis- 
tant entre  les  vitesses  t;  et  V,  nous  pourrons  dire  par  analogie 
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que  V  est  la  projection  dé  V.  Nous  avons  vu  que  la  vitesse  V 
pouvait  être  considérée  comme  une  longueur  portée  en  A  sur 
la  tangente  à  la  trajectoire  ;  par  l'extrémité  V  de  cette  lon- 
gueur, menons  un  plan  projetant,  qui  rencontrera  en  v  la 
droite  L.  Les  deux  droites  AV,  av  étant  rencontrées  respective- 
ment aux  points  A,  A',  V,  et  a,  a\  v,  par  trois  plans  paral- 
lèles, sont  coupées  en  parties  proportionnelles,  et  Ton  a 


AV      AA' 


av 


aa' 


a 


Si  donc  AV=:  V,  on  a  aussi  av  =  r,  de  sorte  que  la  vitesse 
V  du  mouvement  projeté  s'obtient  en  projetant  la  vitesse  V  du 
mouvement  réel, 

La  même  proposition  s'applique  à  la  projection  du  mouve- 
ment sur  un  plan  parallèlement  à  une  droite  fixe. 

46.  Il  est  aisé  maintenant  de  résoudre  le  problème  que  nous 
nous  sommes  proposé  tout  à  l'heure. 

Soient  a,  bj  c,  les  projections  d'une  des  positions  A  du  mo- 
bile sur  sa  trajectoire  R. 

Nous  savons  par  le  théorème  qui  précède  que  la  vitesse  du 
point  a  est  la  projection  sur  OX  de  la  vitesse  du  mobile  au 
point  A  ;  que  la  vitesse  du  point  b 
est  la  projection  de  la  même  vi- 
tesse sur  OY  ;  qu'enfin  la  vitesse 
du  point  e  est  la  projection  de 
la  même  vitesse  sur  OZ.  Prenons 
donc  sur  les  trois  axes,  à  partir 
de  a,  ft,  Cy  des  quantités  aa\  bb\ 
cdy  égales  ou  proportionnelles 
aux  vitesses  respectives  de  ces 
points,  et  cherchons  le  point  Y 
qui  a  pour  projections  a\  b\  d  ; 
la  droite  AV  seru  la  vitesse  demandée  en  direction  et  en  gran- 
deur. Au  lieu  de  procéder  ainsi,  nous  pouvons  mener  par  le 
point  A  trois  droites  Ao*,  A6",  Ac^,  parallèles  et  égales  respec- 
tivement à  aa',  bb\  ccf^  et  dirigées  dans  le  même  sens.  Le  plan 


Fig.  51. 
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mené  par  a'  parallèlement  au  plan  YOZ  passera  par  le  point  o*; 
de  même  les  plans  menés  par  V  et  par  (f,  parallèlement  à  ZOX 
et  XOY,  passeront  respectivement  par  V*  et  par  c*.  Ces  trois 
plans  achèvent  un  parallélépipède  qui  a  pour  arêtes  aboutis- 
sant  au  point  A  les  trois  vitesses  Aa'',  Afc",  Ac*,  égales  et  pa- 
rallèles aux  vitesses  a(^,  bb\  cc\  La  vitesse  cherchée  AV  est  la 
diagonale  de  ce  parallélépipède.  De  là  résulte  ce  théorème  : 

La  vitesse  du  mouvement  effectif  est,  à  chaque  instant^  repré- 
sentée  en  grandeur  et  en  direction  par  la  diagonale  d'un  parai- 

lélépipède  dont  les  arêtes  sont  égales  et  pa- 
rallèles aux  vitesses  du  mouvement  projeté 
sur  les  trois  axes. 

Lorsque  le  mouvement  est  plan,  le  pa- 
rallélépipède se  réduit  è  un  parallélo- 
gramme ;  et  la  vilesse  AV  est  représentée 
en  grandeur  et  en  direction  par  la  diago- 
*^  "^  nale  du  parallélogramme  dont  les  côtés 

Aa",  Xlfj  sont  égaux  et  parallèles  aux  vitesses  aa\  bb',  du 
mouvement  projeté  sur  les  deux  axes,  OX,  OY,  et  dirigés  dans 
le  même  sens  que  ces  vitesses. 

47.  On  pourrait  procéder  de  même  pour  les  accélérations 
des  mouvements  projetés  sur  les  axes;  maison  obtiendrait, 
non  pas  V accélération  tangentielle  du  mouvement  elTectif,  la 

seule  que  nous  ayons  encore  considé- 
^  rée,  mais  V accélération  totale  j  que 

4^  j^^.       nous  étudierons  dans  un  autre  cha- 
|/  pitre. 

48.  Remarque.  —  Il  n'est  pas  né- 
y     cessaire,pour  trouver  la  vitesse  d'un 


0 


mouvement  réel,  de  former  entière- 


^^        Fig  55  ment  le  parallélépipède  des  vitesses 

des  mouvements  projetés;  il  suffit 
d'en  construire  trois  arêtes,  savoir  kd!  égale  et  parallèle  à  la 
vitesse  de  la  projection  sur  Taxe  OX,  a"  6'"  égale  et  parallèle  à 
la  vilesse  de  la  projection  sur  Taxe  OY,  et  b*"  V  égale  et  pa- 
rallèle à  la  vitesse  de  la  projection  sur  Taxe  OZ.  On  obtiendra 
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ainsi  le  sommet  V  du  parallélépipède  opposé  au  sommet  À; 
AV  sera  la  diagonale  de  ce  parallélépipède  et  représentera  en 
grandeur  et  en  direction  la  vitesse  cherchée. 

Lorsque  les  axes  sont  rectangulaires,  le  parallélépipède  de- 
vient rectangle,  et  la  grandeur  de  la  vitesse  V  peut  s  obtenir 
au  moyen  de  Téquation 


— r.a 


A  Y  =.40"  4-a''^'"-f-6'"V  . 


On  a  d'ailleurs,  en  appelant  a,  6,  y  les  angles  que  la  direc- 
tion AV  fait  avec  les  directions  OX,  OY,  OZ  des  axes  coor- 
donnés, 

Afl^^AVcosa, 
A6*  =  AVcos^, 
Ac*  =  AVcosy, 

OU  bien,  en  désignant  par  V  la  vilesse  AV,  et  par  V^,  V,,  V. 
les  vitesses  projetées  sur  les  axes, 

Vi=Vc05a, 
V^=Vcos^, 
Vj=Ycosv. 

Ces  relations  se  déduisent  immédiatement  des  équations 

dz  =  d8C0Sy, 

en  les  divisant  pareil  L'accroissement  infiniment  petit,  dSy  de 
Tare  décrit  sur  la  trajectoire  a  en  effet  pour*projections  sur 
les  axes  les  accroissements  correspondants  dx,  rfy,  dz,  des 
coordonnées  du  point  mobile. 


RÉSULTANTE   ET   COMPOSANTES    GÉOMÉTRIQUES. 

49.  En  général,  on  appelle  résultante  géométrique  d'un  cer- 
tain nombre  de  droites  finies  AB,  Ac,  Ad,  Xe,  issues  d'un 
même  point  A  de  l'espace,  et  dirigées  chacune  dans  un  sens 
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défini,  la  droite  AE  qui  joint  le  point  A  à  rextrémité  E  du  con- 
tour polyf^onal  obtenu  en  menant,  par  l'extrémité  B  de  la  pre- 
mière droite  AB,  une  droite  BC  égale  et  pa- 
I  rallèle  à  la  seconde  droite  Ac,  dans  le  sens 

/  D  même  où  cette  (h*oite  est  dirigée;  par  le 
1  /^  j  point  C,  une  droite  CD  égale  et  parallèle  à 
'        '      .    la  troisième  droite  Ad,  et  dans  le  même  sens 


, ,         que  Xd  ;  par  le  point  D  enfin,  une  droite  DE, 
c''  l  égale  et  parallèle  à  Aé?,  et  dirigée  dans  le 

Fiir  34  même  sens  que  Ae.  La  résultante  a  le  sens 

AE.  Les  droites  A6,  Ae,  Ad,  Ae,  sont  appelées 
les  composantes,  et  Topération  prend  le  nom  de  composition. 

Nous  verrons  plus  tard  les  raisons  qui  ont  conduit  à  adop- 
ter ces  définitions. 

Nous  pouvons  dire,  en  nous  servant  de  cette  nouvelle  ex- 
pression, que  la  vitesse  du  mouvement  dans  Pespace  est  la  résul- 
tante géométrique  des  vitesses  des  projections  de  ce  mouvement 
sur  trois  axes  coordonnés. 

50.  Les  propositions  suivantes,  qui  nous  seront  très-utiles 
par  la  suile,  se  démontrent  très- facilement. 

1^  La  résullanle  géométrique  de  plusieurs  droites  données 
est  indépendante  de  l'ordre  dans  lequel  on  les  compose. 

2""  La  résultante  géométrique  de  plusieurs  droites  se  réduit 
à  leur  somme  quand  toutes  ces  droites  ont  la  même  direction 
et  le  même  sens. 

o""  La  résultante  géométrique  de  plusieurs  droites  qui  ont 
la  même  direclion,  mais  non  le  même  sens,  est  la  somme 
algébrique  de  ces  droites,  prises  avec  le  signe  -f-  quand  elles 
sont  dirigées  dans  un  sens,  et  avec  le  signe  —  quand  elles  sont 
dirigées  en  sens  coniraire. 

4**  Convenons  que  R  désignant  une  droite  finie,  de  longueur 
égale  à  R,  menée  à  partir  du  point  A  dans  une  direction  et  un 
sens  déterminés,  —  R  représentera  une  droite  égale  menée 
à  partir  du  point  A  dans  la  même  direction,  mais  en  sens  op- 
posé. Nous  pourrons  dire  que  si  R  est  la  rcsnilante  géométrique 
de  droites  données  P,  P',  P"...,  le  polygone  formé  par  lacom- 
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position  des  droites  P,  P  P...,  et  —  R  se  fermera  de  lui- 
même;  réciproquement,  soit  un  polygone  fermé,  plan  ou 
gauche,  composé  de  droites  P,  P',  P...,  prises  chacune  dans 
le  sens  où  elles  seraient  parcourues  par  un  point  mobile  qui 
ferait  le  tour  du  polygone  sans  jamais  rétrograder  ;  chaque 
cùté,  P,  pris  en  sens  contraire,  est  la  résultante  géométrique 
de  tous  les  autres  transportés  parallèlement  à  eux-mêmes  en 
un  même  point  de  l'espace. 

5"*  Projetons  sur  une  droite  donnée,  par  des  plans  paral- 
lèles à  un  plan  fixe,  les  côtés  d'un  contour  polygonal  fermé. 
Pour  attribuer  des  signes  aux  projections,  supposons  un  point 
mobile  qui  ferait  le  tour  du  polygone.  Projetons  ce  mouve- 
ment sur  la  droite,  et  donnons  le  signe  +  aux  côtés  projetés 
qui  sont  parcourus  dans  un  sens  par  la  projection  du  mobile, 
et  le  signe  —  aux  côtés  projetés  qui  sont  parcourus  en  sens 
contraire  ;  cela  posé,  la  somme  algébrique  des  projections 
des  côtés  sur  la  droite  sera  égale  à  zéro. 

6^  Par  suite,  la  projection  de  la  résultante,  prise  avec  son 
signe,  est  la  somme  algébrique  des  projections  des  compo- 
santes. 

V  Lorsque  la  projection  du  polygone  sur  la  droite  se  fait  par 
des  plans  normaux,  la  projection  d'un  côté  est,  en  grandeur 
et  en  signe,  le  produit  de  la  valeur  absolue  du  côté  par  le  co- 
sinus de  langlc  formé  par  la  direction  de  ce  côté,  avec  la  direc- 
tion positive  de  la  droite  ;  de  sorte  que  si  on  appelle  a,  a',  a". . . 
les  angles  successifs  faits  par  les  directions  P,  P',  P"...  avec 
la  direction  positive  de  l'axe  de  projection,  la  résultante  R 
des  droitesP,  P',  P''...,  faisant  un  tfngle  X  avec  la  même  direc- 
tion, on  aura 

RcosA  =  Pcosa-i-P'cosa'-hP''cos«t*-h =ZPcosa. 

Si  d^mc  on  propose  de  composer  des  droites  P,  P',  P"...,  fai- 
sant avec  trois  axes  reclangulaires  Ox,  Ot/,  O2,  des  angles 
donnés 


y»  y'»  y"»- 
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on  trouvera  la  résultante  R  et  les  trois  angles  X,  |jl,  v«  qu'elle 
Tait  avec  les  mêmes  axes,  en  résolvant  les  équations 

RC08/=ZPC08a, 
RC0S/ui=2PC0S;3, 
RC0Sv  =  2PC08y. 

Élevons  au  carré,  ajoutons  et  observons  que  les  angles  X, 
[Lj  V,  formés  par  une  même  direction  avec  trois  axes  rectangu- 
laires sont  liés  entre  eux  par  la  relation 

il  vient 

R«  =  (Ip  cos  x)*+ i2pcos^)«-+-  l-Pcosy)«, 

équation  qui  donne  R,  quantité  positive. 
On  a  ensuite 

2PC0Sa 


cosA  = 


COS/A  = 


cos  V=: 


R      ' 

2pcosS 
"R— 

ZPcosy 
U 


Les  angles  X,  pi,  v,  sont  donnés  par  leur  cosinus,  el  par  suile 
la  direction  R  est  définie  sans  aucune  ambiguïté. 


PROJECTION   DU   MOUVEMENT   RECTILIGNE   ET   UNIFORME. 

51 .  Soient  MNune  trajectoire  rectiligne,  et  PQ  Taxe  sur  le- 

^j^  quel  on  projette  le  mouvement  parallèle- 

^  ment  à  un  plan  donné. 
I  Prenons  sur  la  trajectoire  des  points  A, 

j B,  C,  équidistanis  ;  les  projections  a,  fr,  c, 

J       û  de  ces  points  sur  Taxe  PQ  seront  aussi 

'^'  '^  équidislantes.    Le  mobile    animé    d'un 


mouvement  uniforme  le  long  de  la  droite  MN  parcourt  en 
temps  égaux  les  intervalles  égaux  AB,  BC.  La  projection  du 
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mobile,  qui  décrit  la  droite  PQ,  parcourt  dans  le  même  inter- 
valle de  temps  les  espaces  égaux  afr,  bcy  pris  sur  sa  trajec- 
toire. Donc  son  monvement  est  uniforme.  Il  en  résulte  ce  théo- 
rème :  la  projection  sur  une  droite  fixe  d'un  mouvement  recti- 
ligne  et  uniforme  est  un  mouvement  uniforme. 

Si,  au  lieu  de  projeter  le  mouvement  sur  une  droite  paral- 
lèlement à  un  plan  donné,  on  projette  le  mouvement  sur  un 
plan  P  parallèlement  à  une  droite  donnée  L,  tout  mouvement 
recliligne  dans  r espace  aura  pour  projeclion  un  mouvement  rec- 
ligne  sur  le  plan.  En  effet,  la  trajectoire  du  mouvement  pro- 
jeté sera  la  projeclion  de  la  ligne  droite  MM'  que  le  mobile 
décrit  dans  Tespace;  elle  s'obtiendra 
donc  en  menant  par  la  droite  MM'  un 
plan  parallèle  à  la  droite  fixe  L;  Tinter- 
section  mm'  de  ce  plan  avec  le  plan  P 
seia  la  droite  décrite  par  la  projection 
du  point  mobile.  De  plus,  on  démontre-  p.    ^ 

rait  comme  tout  à  l'heure  qu'en  temps 
égaux  la  projection  du  mobile  décrit  des  espaces  égaux  sur 
sa  trajectoire  mm\  si  le  mobile  décrit  lui-même  des  espaces 
égaux  en  temps  égaux  sur  sa  trajectoire  MM'.  Donc  la  projec- 
tion  sur  un  plan  d'un  mouvement  rectiligne  et  uniforme  est  un 
mouvement  rectiligne  et  uniforme, 

52.  Nous  allons  démontrer  une  proposition  inverse. 

Lorsque  les  projections  sur  trois  axes  OX,  OY,  OZ,  du  mouve- 
ment iun  point  M,  sont  des  mou- 
vements uniformes^  le  mouvement 
du  point  M  dans  l'espace  est  recti- 
ligne et  uniforme. 

Considérons  trois  positions 
quelconques  M^,  M,,  M,,  du  mo- 
bile M  sur  sa  trajectoire.  Par 
chacun  de  ces  points  menons 
une  parallèle  à  l'axe  OZ  jusqu'à  ^   *j^ 

la  rencontre  du  plan  XOY  ;  par 
le  pied  b  de  cette  parallèle^  menons  une  parallèle  ba  à  Taxe 
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OY,  jusqu'à  la  rencontre  de  l'axe  OX.  Nous  formons  ainsi  trois 
contours  polygonaux, 

Oai  61  Mo        Oo,  b^  M„        Oa,  6,  M,, 

dunt  les  côtés  successifs  sont  les  valeurs  des  coordonnées  des 
trois  points  M^,  M,,  M,. 

Je  dis  d'abord  que  les  trois  points  6p  („  b^  sont  en  li^'iie 
droite. 

Menons,  en  effet,  par  le  point  frp  une  droite  \  c  parallèle  à 
OX  :  elle  coupera  en  d  la  droite  a,  b^  et  en  c  la  droite  a,  ft,  ;  les 
parallélogrammes  a^  b^  da^,  a^a^  de,  nous  donnent  les  égaillés: 

b^d  =  AïOf  f        6|C  =  OfO^, 

La  dislance  a^a,  représente  la  variation  de  l'abscisse  x  du 
point  mobile  pendant  le  temps  0  qu'il  a  mis  à  se  transporter 
du  point  M^  au  point  M,;  pendant  ce  même  temps  0,  Tordon- 
née  y  de  ce  point  a  passé  de  la  grandeur  a^  b^  à  la  grandeur 
a,  6,  ;  elle  a  donc  varié  de  la  quantité  a,  fr,  —  «1*1  =  ^1  d. 

La  vitesse  de  x  qui,  par  hypothèse,  est  constante,  est  donc 

égale  à  -^,  et  la  vitesse  de  y  à  -^. 

Appelons  de  même  0'  le  temps  que  le  mobile  met  à  allei*  du 
point  M^  au  point  M,  ;  les  coordonnées  x  et  y  varient  dans 
cet  intervalle  de  temps  de  quantités  égales  à  a^a^  et  à  b^c  ; 

leurs  vitesses  sont  donc  -^  pour  la  première,  et  -^f  pour  la 

seconde. 

Et  comme  les  mouvements  des  projections  sont  supposés 
uniformes,  nous  aurons  les  égalités  : 


6'  ' 

e 

6' 
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Divisons  ces  égalités  membre  à  membre,  il  viendra  la  pro- 
portion 

OU  bien  ^ 

bid  ~~  b^c 

Les  triangles  b^(/fr„  h^ch^,  ont  en  d  et  c  des  angles  égaux 
comme  correspondants  ;  les  côtés  qui  comprennent  ces  angles 
sont  proportionnels  en  vertu  de  l'égalité  précédente.  Les  deux 
triangles  sont  donc  semblables,  et  Tangle  bj)^d  de  Tun  est 
égal  à  l'angle  hj)^c  de  Tautre.  Donc  les  trois  points  6p  6,,  b^ 
sont  en  ligne  droite. 

On  en  conclut  sur-le-champ  que  les  trois  poinis  M^  M,  ^M^, 
sont  situés  dans  un  même  plan  mené  par  la  droite  h^  b^  b^ 
parallèlement  à  l'axe  OZ. 

Les  points  6^,  (,,  b^,  sont  les  projections  des  points  M^,  M,, 
M^;  le  mouvement  projeté  sur  le  plan  XOYest  donc  rectiligne, 
du  moment  que  les  mouvements  projetés  sur  les  axes  OX,  OY 
sont  tous  deux  uniformes. 

Nous  pouvons  ajouter  que  ce  mouvement  est  uniforme. 

En  effet,  6  est  le  temps  que  met  la  projection  du  mobile  sur 
le  plan  XOY  à  parcourir  l'espace  b^  6„  et  6'  est  le  temps  qu'elle 
met  à  parcourir  l'espace  b^  b^.  Or  les  triangles  bjb^d^  bfijC, 
donnent  la  proportion 

Mais  --^-^  =  -ttj  car,  le  mouvement  projeté  sur  Taxe  OX 

étant  uniforme,  les  espaces  décrits  sont  proportionnels  aux 
temps  mis  à  les  décrire. 

Donc  rV-  =  -rr»  et  les  espaces  décrits  sur  la  trajectoire 

b^ 6^  sont  aussi  proportionnels  aux  temps;  le  mouvement 
projeté  sur  le  plan  XOY  est  par  suite  un  mouvement  uni*» 
forme. 

HLC.   COLLltiNON.  5 
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Nous  avons  reconnu  que  la  frajcctoiro.  réelle  M^M^M,  est  con 
tenue  dans  un  plan  mené  par  la  droite  bj)jb^  parallèlement  à 
la  droite  OZ.  Il  en  résulte  immédiatement  que  cette  trajectoire 
est  droite  et  que  le  mouvement  qui  s'y  opère  est  uniforme. 
Remarquons,  en  effet,  que  ce  que  nous  avons  dit  de  la  ûgure 
plane  h^hj^jujoifi^^  nous  pouvons  le  répéter  de  la  figure  plane 
MjM,M,6,fr,fr^.  Nous  mènerons  par  le  point  M^  une  parallèle  \t 
à  la  droite  b^h^  ;  elle  coupera  en  f  Tordonnée  6,M,  ;  les  lon- 
gueurs /Id,,  ^M,  seront  les  variations  du  %  du  point  mobile 
pendant  les  temps  6  et  0',  et  nous  savons  qu'elles  sont  propor- 
tionnelles à  ces  intervalles  de  temps  ;  nous  venons  de  démon- 
trer que  frj  i,,  6j  6j  ou  M^/",  VL^e  sont  aussi  proportionnels  à  ces 
mêmes  intervalles  de  temps;  donc  la  similitude  des  triangles 
M/M,,  Mj^M,  est  encore  établie,  et  les  trois  points M^, M,;  M., 
sont,  par  conséquent,  en  ligne  droite.  Entin,  les  espaces  M^M,, 
M^M,  sont  parcourus  sur  cette  droite  en  des  temps  égaux  res- 
pectivement à  0  et  à  6'  ;  or  ces  temps  sont  proportionnels  aux 
espaces  ;  donc  le  mouvement  du  point  M  est  uniforme,  et  le 
théorème  est  démontré. 

53.  La  géométrie  analytique  y  conduit  beaucoup  plus  rapi- 
dement. 

Soient 

y  =  bt  +  ^, 

3  =  C/  -h  Vf 

les  équations  des  mouvements  uniformes  d'un  mobile  projeté 
sur  les  trois  axes  coordonnés;  le  mouvement  de  ce  mobile  dans 
l'espace  sera  rectiligne  et  uniforme  ;  il  est  rectiligne,  parce 
qu'en  éliminant  t  entre  deux  quelconques  des  trois  équations 
précédentes,  on  obtient  les  équations  de  plans  qui  contiennent 
la  trajectoire  :  savoir 

cy  —  bz  =  cp  —  6y, 
ax— -^jc  =  ay  —  c«. 

La  trajectoire,  contenue  à  la  fois  dans  divers  plans  distincts, 
est  donc  une  droite,  intersection  commune  de  ces  plans* 


B^^^^     U' 
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Le  mouvement  est  uniforme,  car  sa  vitesse  est  constante, 
puisqu'elle  est  la  résultante  géométrique  des  trois  vitesses 
«,  fr,  c,  constantes  en  grandeur  et  en  direction,  de  ses  projec- 
tions sur  les  axes. 

54.  Remarque.  —  Nous  avons  vu  dans  le  chapitre  précédent 
(g  56)  comment  on  pouvait  trouver  la  vitesse  moyenne  d'un 
point  sur  sa  trajectoire  entre  deux  époques  déterminées.  Si  l'on 
applique  ce  procédé  aux  mouvements  projetés  sur  trois  axes  OX, 
OY,  OZ,  en  ayant  soin  de  les  considérer  chacun  entre  les  mêmes 
époques,  on  obtient  la  vit-esse  moyenne  pour  chacun  des  mou- 
vements projetés,  et  on  détermine  ainsi  le  mouvement  moyen 
des  projections  pendant  la  période  considérée.  Mais  le  mou- 
vement réel  dans  l'espace,  qui,  pendant 
cette  même  période,  a  pour  projections 
sur  les  trois  axes  les  mouvements 
moyens  ainsi  déterminés,  n'est  pas,  en 
général,  le  mouvement  moyen  du  mobile 
sur  sa  trajectoire.  En  effet,  le  résultat 
de  la  composilion  des  trois  mouve-  / 
ments  moyens,  qui  sont  tous  trois  rec- 
tilignes  et  uniformes,  est  lui-même  un  mouvement  rectiligne 
et  uniforme.  Soient  donc  A  et  A'  les  positions  du  mobile  aux 
deux  époques  entre  lesquelles  on  a  cherché  les  mouvements 
moyens  des  projections  ;  le  mouvement  résultant  de  ces  trois 
mouvements  moyens  sera  le  mouvement  uniforme  qui  s* accom- 
plirait dans  le  même  intervalle  de  temps  le  long  de  la  corde  kA\ 
et  non  le  long  de  Tare  ABA'. 

Si  les  points  A  et  A'  sont  infiniment  voisins,  le  mouvement 
moyen  résultant  s'accomplirait  encore  suivant  la  sécante  AA'  ; 
mais  cette  sécante  aurait  avec  la  courbe  RR'  deux  points  com- 
muns infiniment  rapprochés,  et  serait  en  réalité  une  tangente  à 
la  courbe.  La  résultante  des  vitesses  des  mouvements  projetés 
est  donc  dirigée  suivant  la  tangente  à  la  trajectoire^  ce  que  Ton 
savait  déjà  par  le  théorème  du  §  46. 


-■j:,  .S..-.f..,-.'-,r,-.  1--^  tro".-  ..\e-  i.'X,  OV.  ^)1  [■ei:Liii,;iLiia->.  ^oit 
F'.F;'  V;  'r^\<-<.  .j.r..  'l'un  puint  niMi.il.::  -..ii.-nt  A.  .V,  J^iiv  posi- 
■.    r.        .       •   ■      ^   :  :     •-■riliii..:.il-;  ((.  .;■.  le-f  pr.vri:liotis  ..k' cf> 

plan  \nV. 

Lis  [luiiit,-  (I  et  a  <eri':i[  aiiisi  |,^ 
,.  ,'■    „  [iroiiTti  11^  -iir  OX  'loi  [.oints  />  ol  /■'. 

'      |,i.-.!-  .!.-  |-.,i[.,.T,li,ni';nivs  alwivMV^ 
.      ,  dL-Ael  A'^inI,;pl^,n\OV. 

S-it  ,7'  h,   |>i,-^,T(inn  Mir  .;.■  pbii 

']■;    1.1    tiajictuire    RU'.    M.'Emns   liii 

>,-■    :--.  it'.ihlOiIc-  dr..ik-s  06.  Ot' aii\  po>i- 

lions  >ii(i:i—i\L'-  «11*  la  pi.gi.'Clion  du 

ni'ikilc.  U  rnwjn  inuliile,  ,jui  ji.inl  le  point  0  ii  la  projection 

ilii  mohil'i  sur  U;  [)l;,n  XOV,  (;iiL:L'ndri.-  iiihî  ain>  (|iii  s'accroil 

.!.■  la  s.irrac*^  (lu  lri;m::I.-  li-,;>-p,-iit  /,0//   lors^iite  le   moliilu 

j,;i.w-  rlii  pi.ini  A  au  pcjni  A',  Si  (lonc  0  eM  le  tcmp'  <]n'il  uid 

ap:,i<:'>(j[ir/i.n;  AA',  la  n{,:sse  '!,.■  ruire  piojclet' <i}vn  v-a\c  au 

r;ij,|i.>rl 


On  pnil  ixprinifr  cfiltn  vitesse  en  fonclion  des  coordonnées 
—  Orf,  ti^ah  ,|i,  in„|,ik.  ;ui  ,,„iiii  \  ei  des  vitesses  de  ces 
ooi'donrjri's. 

U:  fioinl  '',  niiTioiis  ^<c  pai'iUlèle  à  OX,  <1  joignons  Or. 
iiii'on.s 


'  le  Iriarifilc  bi-h'  u  deux  dinn'nsirtjis  infiiiiiiicnl  pclitfs. 
ijiie  les  li'iuiiyles  liOb',  Ovb\  UW;,   iicu   ml   (iii'iinf. 
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On  a  donc,  avec  une  exactitude  d'autant  plus  grande  que 
Tare  W,  ou  l'arc  AA',  est  supposé  plus  petit, 

surf.  606'=surf.  Oc6' — surf.  Ocb. 

Le  triangle  Ocb'  a  pour  base  cb\  et  pour  hauteur  Oa\  ou 
x  +  ao';  ila  donc  pour  surface 

lcb'x[x-{-a(^). 

Le  triangle  Obc  a  de  même  pour  base  bc  =  aa!^  et  pour  hau- 
teur ba:=y;  il  a  pour  mesure 

Donc 

surf.  606'=Jc6'(a;+««1  — i«tf'Xi/. 

cV 
Divisons  par  0,  et  observons  que-^  est  h  vitesse,  v^^  de  l'or- 

donnée  y,  et  que  —  est  la  vitesse,  t;^,  deTabscissea;.  Il  viendra 

viteue  aréolairc  = '- =  4  [»»  («  4-  oaf)  —  vxy]  ; 

0 

aaf  est  infiniment  petit,  on  doit  donc  le  supprimer  devant  â?,  et 
Ton  a  en  définitive 

vUe$M  aréolaire = ~  [xv^ — yvx) . 

Cette  formule  est  générale  pourvu  qu'on  tienne  compte  des 
signes.  Nous  savons  déjà  quels  signes  on  attribue  à  x  et  y.  Les 
vitesses  v,,  v,,  sont  positives  si  le  mouvement  projeté  sur  les 
axes  s'opère  dans  le  sens  qui  accroît  les  coordonnées  x  et  y. 
Enfin,  la  vitesse  aréolaire  projetée  est  positive,  si  le  rayon  06 
se  meut  autour  du  point  0  dans  le  sens  qui  amènerait  Taxe  OX 
vers  Taxe  OY. 

Nous  sommes  par^'enus  à  celte  formule  en  négligeant  dans 
les  équations  certains  teimes  infiniment  petits,  surf,  bcb* 
dans  la  première,  et  ao!  dans  la  dernière.  Ces  deux  suppres- 
sions se  compensent  exactement.  On  parviendrait  sur-le-champ 
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VITESSE   ARÉOLAIRE. 

55.  Supposons  les  trois  axes  OX,  OY,  OZ  rectangulaires.  Soit 
RR'  la  trajecloirc  d'un  point  mobile;  soient  A,  A\  deux  posi- 
linns  successives  du  point  mobile;  a,  o',  les  projections  de  ces 

positions  sur  Taxe  OX,  et  6,  b\  les 
projections  des  mêmes  points  sur  le 
plan  XOY. 

Les  points  a  et  a'  seront  aussi  k^ 
projections  sur  OX  des  points  b  et  b\ 
pieds  des  perpendiculaires  abaissées 
de  A  et  A'  sur  le  plan  XOY. 

Soit  rr'  la  projection  sur  ce  plan 
de  la  trajectoire   RR'.   Menons  du 
Fig.  39.  point  0  des  droites  Oi,  Ob'  aux  posi- 

tions successives  de  la  projection  du 
mobile.  Le  rayon  mobile,  qui  joint  le  point  0  à  la  projection 
du  mobile  sur  le  plan  XOY,  engendre  une  aire  qui  s'accroît 
de  la  surface  du  triangle  très-petit  bOb'  lorsque  le  mobil' 
passe  du  point  A  au  point  A'.  Si  donc  0  est  le  temps  qu'il  nul 
à  parcourir  Parc  AA\  la  vitesse  de  Vaire  projetée  sera  égale  au 
rapport 

surf.  6oy 

6 

On  peut  exprimer  cette  vitesse  en  fonction  des  coordonnées 
x=Oa,  y=ab  du  mobile  au  point  A  et  des  vitesses  de  ce> 
coordonnées. 

Par  le  point  6,  menons  bc  parallèle  à  OX,  et  joignons  Oc. 
Nous  aurons 

surf.  606'= surf.  0c6'— surf.  0c6--surf.  bc^. 


<* 

i  X' 

y 

Mais  le  triangle  bcV  a  deux  dimensions  inGniment  petilt^ 
tandis  que  les  triangles  bOVy  Qcb'^  Ocbj  n'en  ont  qu'une 
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On  a  donc,  avec  une  exaclitude  d'autant  plus  grande  que 
Tare  W^  ou  Tare  AA%  est  supposé  plus  petit, 

surf.  606':=  surf.  Oc6' — surf.  Ocb, 

Le  triangle  Ocb'  a  pour  base  cb\  et  pour  hauteur  Oa\  ou 
X  +  aa';  il  a  donc  pour  surface 

lc6'X(arH-fla'). 

Le  triangle  Obc  a  de  même  pour  base  bc  =  aa!y  et  pour  hau- 
teur ba=y;  il  a  pour  mesure 

laa'xy. 

Donc 

surf.  M)6'=:Jr6'(a:+flû')  — Joa'xy. 

cV 
Divisons  par  0,  et  observons  que—  est  la  vitesse^  t;^,  de  l'or- 

0 

donnée  y,  et  que  -r- est  la  vitesse,  v,,  de  Tabscissea:.  Il  viendra 

vitesse  ariolaire  = '-- =  i  ['^f  t*  "+"  ^^  —  ^^V]  î 

aaf  est  infiniment  petit,  on  doit  donc  le  supprimer  devant  x,  et 
l'on  a  en  définitive 

vitesse  aréolaire = J  [xv^ — yvs] . 

Cette  formule  est  générale  pourvu  qu'on  tienne  compte  des 
signes.  Nous  savons  déjà  quels  signes  on  attribue  à  x  et  j/.  Les 
vitesses  v,,  v^  sont  positives  si  le  mouvement  projeté  sur  les 
axes  s'opère  dans  le  sens  qui  accroît  les  coordonnées  x  et  y. 
Enfin,  la  vitesse  aréolaire  projetée  est  positive,  si  le  rayon  Ob 
se  meut  autour  du  point  0  dans  le  sens  qui  amènerait  l'axe  OX 
\ersraxeOY. 

Nous  sommes  parvenus  à  celle  formule  en  négligeant  dans 
les  équations  certains  teimes  infiniment  petits,  surf,  bcb' 
dans  la  première,  et  aa'  dans  la  dernière.  Ces  deux  suppres- 
sions se  compensent  exactement.  On  parviendrait  sur-le-champ 
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au  résultai  cherché,  en  appliquant  la  formule  qui  donne  la  sur- 
face S  d'nn  triangle  dont  les  sonuuets  ont  pour  coordonnées 


rectangulaires 

x'    y\ 

XJ'     7J", 

On  sait  que  le  double  de  cette  surface  est  égal  au  délermi 
nant 

1    j/     1/ 


1      .r"       ,j 


Ici,  nous  ferons  ,ï;'^j/'  =  0,  pour  l'aire  coïncider  Tun  des 
sonjnïcls  avec  l'origine,  x":^x,  yy"  =  ;/,  et  .r'"  =  .r -h^/x, 
jy"  =  ;y4-rf//.  La  surlace  (/S  du  triangle  inlininicnl  petit  fcO// 
sera  doiniée  par  l'équation 


1    (I 


'2^/S  —       1     a 


i) 


î     7  -\-  flv    If  -(-  dy 


-  xthf  —  ijtLr 


Donc 


rit 


(hf  (Ix 

■'  ,ii  -  ''  rit 


■1  ."''/  —  ?/^'r  • 


Sur  les  autres  plans,  la  vitesse  aréolaire  serait  donnée 
pai'  des  formules  analogues  : 

Sur  le  pl;in  Vi )/...',  7/ju  —  a-.,'. 
Sur  le  pl.'iii  '/M\...\    ivr  —  'it':]. 

Le  sens  posilil  (les  aires  projetées  sur  le  plan  YOZ  est  le  sens 
(le  OY  vers  OZ,et  snr  le  plan  Z0\,  de  OZ  vers  OX. 

On  voit  donc  ([ue  la  connaissance  des  coordonnées  x",  t/,  :, 
d'un  point  niohilc  M  e(  de  leurs  vitesses  à  un  instant  donné. 
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permet  de  trouver  les  vitesses  à  cet  instant  des  aires  décrites 
sur  les  trois  plans  coordonnés  par  les  projections  sur  ces  plans 
du  rayon  mobile  OM.  Mais  les  formules  obtenues  supposent  les 
coordonnées  rectangulaires. 


EXEUPLB  DE  MOUVEMENT  PROJETÉ,  —  PROJECTION  SUR  UN  DIAMÈTRE 
DU  MOUVEMENT  UNIFORME  d'uN  POINT  QUI  PARCOURT  UNE  CIRCON- 
FÉRENCE  DE   CERCLE. 


56.    Un  mobile  M  parcourt,  dans  le  sens  de   la  flèche, 
avec  une  vitesse  constante  Y,  la  circonférence  d'un  cercle  AB. 
On  demande  de  déterminer  la  vitesse  du 
point  P,  projection  orthogonale  du  mo- 
bile M  sur  le  diamètre  flxe  AB. 

Nous  désignerons  par  v  la  vitesse  cher- 
chée, et  nous  conviendrons  de  la  regar- 
der comme  négative  si  elle  est  dirigée 
dans  le  sens  AB,  et  comme  positive  si  elle 
est  dirigée  en  sens  contraire.  Pour  la  dé-  ^ig.  4o. 

terminer,  considérons  le  mobile  dans  une 
position  M'  très-voisine  du  point  M;  la  position  correspon- 
dante du  mobile  projeté  sera  le  point  P^  très-voisin  du  point  P. 
La  vitesse  du  premier  mobile  M  est  connue  :  elle  est  égale  à  Y, 
et  si  Ton  appelle  0  le  temps  que  le  mobile  met  à  passer  du  point 
M  au  point  M\  on  aura 

MM'  =  Yô. 

On  aura  de  même 

PP'  =  — rO, 

en  mettant  le  signe  —  devant  v,  parce  que  la  vitesse  de  P 
est  dirigée  dans  le  sens  négatif  PO,  ce  qui  rend  v  négatif.  Par 
suite, 

V"      MM'' 
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On  obtiendra  donc  la  vitesse  v  en  cherchant  la  Taleur  du 
pp/ 

rapport  rrrp  lorsque  le  point  M'est  infiniment  près  du  point  M. 

L'arc  MM'  se  confond  alors  avec  un  élément  de  la  tangente 
au  cercle  au  point  M  ;  il  est  donc  perpendiculaire  au  rayon  OM. 
Abaissons  du  point  M  une  perpendiculaire  MI  sur  M'  P  ;  cède 
droite  MI  sera  parallèle  à  PP,  et  par  suite  sera  égale  à  PP, 
comme  côtés  opposés  dans  un  même  rectangle.  Donc 

PP'       MI 


MM'      MM' 


Or  les  triangles  M'IM,OPM,  sont  semblables  comme  ayant 
eurs  côtés  perpendiculaires  chacun  à  chacun,  et  Ton  a  la  pro- 
portion 


_MI  _  MI» 
SIM'~"U.\I 


Donc 


V     ^^ 


OM  est  une  quantité  constante,  égale  au  rayon  OA  du  cercle. 
La  formule  précédente  indique  donc  que  v,  vitesse  du  point  P, 
est  proportionnelle  à  Yordonnée  MP  de  la  circonférence. 

lia  vitesse  du  mouvement  projeté  est  nulle  au  passage 
du  mobile  M  au  point  A  ;  elle  croit  en  valeur  absolue  jusqu'à 
ce  que  le  mobile  M  ait  atteint  le  point  C,  extrémité  du  premier 
quadrant.  Alors  elle  est  égale  à  V,  car  l'ordonnée  MP  devient 
égale  à  OC,  rayon  du  cercle.  Lorsque  le  mobile  a  dépassé  le 
point  C,  la  vitesse  négative  décroît  en  valeur  absolue,  et  se  re- 
trouve nulle  quand  il  atteint  le  point  B.  Au  delà  de  B,  la  pro- 
jection a  un  mouvement  rétrograde,  la  vitesse  change  donc  de 
signe  et  devient  positive  de  B  vers  A;  en- même  temps,  Tor- 
donnée  MP  est  dirigée  de  haut  en  bas,  et  doit  entrer  dans  les 
calculs  avec  le  signe  négatif.  Si  donc  on  désigne  par  y  l'ordon- 
née MP  du  point  M,  prise  avec  le  signe  +  qu  le  signe  — ,  suivant 
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qtCelle  est  située  au-dessus  ou  au-dessous  du  diamètre  BA,  on 
pourra  poser  Téquation  générale 

R  étant  le  rayon  OA  du  cercle  donné. 

Proposons-nous  de  trouver  l'accélération;  du  mouvement 
du  point  P.  Nous  savons  que  cette  accélération  est  la  vitesse 
de  la  vitesse  v.  Or  v  est  le  produit  de  l'ordonnée  y  par  un 

Y 
facteur  constant,  — ^.  La  vitesse  de  t;  est  donc  le  produit  du 

V 

facteur — ^ipdivlBvitessedey^  qui  reste  à  déterminer. 

Quand  le  mobile  qui  parcourt  la  circonférence  passe  de  M 
en  M'j  l'ordonnée  y  s'accroit  de  la  quantité  M'I,  de  sorte  que 

la  vitesse  de  y  est  la  limite  du  rapport  —  lorsque  MM'  décroît 

indéfiniment.  Les  triangles  semblables  M'IM,OPM  donnent 
l'égalité 


îri_op 


Donc 


OP 
"'^~0M^*'*' 


et,  divisant  par  0, 


M'I        .  .  OP    ^-,       Yx 

—  =  viiessedey=ôjïXV=-, 

en  appelant  x  V abscisse  OP  du  point  M.  11  est  facile  de  voir  que 
la  formule  est  générale  pourvu  que  Ton  prenne  l'abscisse  x 
avec  le  signe  +  si  elle  est  portée  à  droite  du  point  0,  et  avec  le 
signe —  si  elle  est  portée  en  sens  contraire. 
La  vitesse  de  r ordonnée  est  donc  représentée  en  grandeur  et 

en  signe  par  l'expression  -^ ,  et  comme  Taccélération  j  du 
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V 

point  P  est  le  produit  de  cette  vitesse  par—  ^,  il  en  résulie 


R 


qu'on  a 


L'accélération  du  point  P  est  négative  tant  que  le  point 
P  reste  compris  entre  A  et  0,  et  positive  quand  il  est  compri^^ 
entre  0  et  B.  Elle  est  proportionnelle  à  la  distance  OP.  Lorsque 
le  mobile  P  est  au  point  A,  x  =  R,  et  l'accélération  j  est  égale 

à  —  -g-  ;  elle  est  nulle  quand  le  point  P  passe  au  point  0. 

En  définitive,  la  vitesse  du  point  P  est  proportionnelle  à  For- 
donnée  MP  du  point  du  cercle  qui  a  OP  pour  abscisse,  et  Fac- 
célération,  toujours  dirigée  de  P  vers  le  centre  0,  ou,  comme 
on  dit,  toujours  centripète j  est  proportionnelle  à  l'abscisse  OP. 

57.  Traitons  analytiquemeiit  le  même  problème. 

Soit  (i>  la  vitesse  angulaire  constante  du  rayon  OM  ;  appelons  t 
le  temps,  compté  à  partir  de  l'instant  où  le  mobile  M  passe  au 
point  A.  L'angle  AOM  décrit  par  le  rayon  OM  pendant  le  temps  / 
sera  égal  à  co^  et  par  suite  la  distance  0P= j;  du  mobile  pro- 
jeté au  point  0  sera  donnée  avec  son  signe  par  Téqnation 

x  =  Rcosm<. 

C'est  l'équation  du  mouvement  projeté. 
La  vitesse  de  ce  mouvement  s'obtient  par  Téquation 

»  =  -rr  =  —  Rwsmûrf 
al 

et  Taccélération  par  une  seconde  difTérentiation 

^^  n      •  s 

J  =  ^=— R«*C08ftl<. 

Si  nous  appelons  Y  la  vitesse  linéaire  du  mobile  M ,  nous 

V 
pourrons  (§  30)  remplacer  b»  par  ^  ;  et  observant  de  plus  que 
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R  sin(i){=PM=y ,   ii   vient  les  formules   déjà  trouvées: 

*'=-R-» 


J  = 


\*x 


R*' 


58.  Construisons  la  courbe  des  espaces  qui  définit  le  mou- 
vement du  point  P,  puis  la  courbe  des  vitesses^  et  enfin  la 
courbe  des  accélérations. 


Pour  cela,  observons  que  le  temps  ty  compté  à  partir  de 
l'un  des  moments  où  le  point  M  passe  au  point  A,  est  propor- 
tionnel à  l'arc  AM  décrit  par  le  mobile  à  partir  de  ce  moment  ; 
on  a  en  effet 


arc  AM  =  V/. 


Donc 


/= 


arc  AH 


Cela  revient  pour  ainsi  dire  à  admettre  que  le  rayon  OM  est 
Faiguille  d'un  quadrant  sur  lequel  on  lit  les  heures. 

Sur  une  droite  indéfinie  A'X ,  prenons  des  longueurs 
A'C'=C'B'=B'D=D'A\...  égales  au  développement  des  qua- 
drants successifs  AC,  CB,  BD....  Ce  sera  Téchelle  des  temps; 
A""  C  représentera  le  temps  nécessaire  au  mobile  M  pour  aller 
de  A  en  C,  deC  enB.... 

Prenons  le  point  0  pour  origine  des  espaces  décrits  par  le 
point  P. 

Pour  I  =  0,  ou  pour  le  moment  du  passage  du  point  M  au 
point  A,  le  point  P  est  à  une  distance  OA  =  R  de  l'origine  0. 
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Nous  porterons  donc  au  point  A'  une  ordonnée  A'E,  positive 
et  égale  au  rayon  OA. 

Quand  M  passe  en  C,  le  point  P  coïncide  avec  le  point  0; 
donc,  pour  1=0! k\  l'ordonnée  de  la  courbe  des  espaces  est 
nulle. 

Pour  t =A'B',  c'est-à-dire  au  moment  où  le  mobile  M  passe 
au  point  B,  le  mobile  P  se  trouve  à  une  distance  OB=R  de 
l'origine  dans  le  sens  négatif.  Nous  porterons  donc  l'ordonnée 
BT:=Rdansle  sens  des  ordonnées  négatives. 

La  courbe  passe  au  point  D'  pour  indiquer  que  le  point  V 
coïncide  avec  le  point  0  lorsque  le  mobile  M  passe  au  point  D. 

Enfin,  quand  M  a  achevé  sa  révolution  entière  et  est  revenu 
au  point  A,  le  point  P  se  retrouve  en  A  à  une  distance  positive, 
OA=R,  de  Forigine.  La  courbe  passe  donc  par  le  point  G,  dont 
les  coordonnées  sont  A'jG  =  R  et  A'A\  =  circonférence  OA. 

Au  delà,  le  tracé  se  répète  indéfiniment  pour  chaque  révo- 
lution successive  du  mobile  M.  Le  mouvement  du  point  P  est 
un  mouvement  oscillatoire  du  point  A  au  pointB  avec  retour 
du  point  B  au  point  A,  et  se  reproduit  indéfiniment  d'une 
manière  périodique. 

La  courbe  indéfinie  ainsi  obtenue  a  pour  équation 

X  =  R  cos  M<, 

c'est  donc  une  sinusoïde, 

La  courbe  des  vitesses  peut  se  déduire  directement  de  la 
courbe  des  espaces  ;  mais  on  peut  aussi  employer  la  formule 

V  =  —  Rm  sin  a«/. 

Cette  nouvelle  courbe  passe  aux  points  A',  B',  A\,  et  est 
une  nouvelle  sinusoïde  A'IIB'KA\  ;  on  peut,  en  faisant  choix 
d'une  échelle  convenable  des  vitesses,  laisser  de  côté  le  fac- 
teur constant  o),  et  alors  la  sinusoïde  des  vitesses  sera  la 
sinusoïde  des  espaces,  déplacée  vers  la  gauche  d'une  quantité 
C'A'  égale  à  un  quadrant.  C'est  ce  qu'indique  l'équation 
même  de  la  courbe  : 


r  =  —  R  w  8in  »/ =  Rii  cos 


(-+i) 
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De  même,  la  courbe  des  accélérations,  abstraction  faite  du 
facteur  constant  u)',  dont  on  peut  tenir  compte  par  une  divi- 
sion convennble  de  Téchelle  des  accélérations,  sera  la  si- 
nusoïde des  vitesses  déplacée  d'un  quadrant  vers  la  gauche  / 
et  occupant  la  position  E'CT'D'G',  ou  encore  la  sinusoïde  des 
espaces  renversée  autour  de  Taxe  des  temps 

Si  nous  voulions  la  vitesse  moyenne  du  point  P  dans  son  tra- 
jet du  point  A  au  point  B,  il  faudrait  diviser  l'espafce  parcouru 
ÂB=2R  parle  temps T  mis  à  le  parcourir  ;  or  ce  temps  T  est 
la  durée  du  trajet  du  mobile  M,  du  point  A  au  point  B  le  long  de 
la  circonférence  ACB;  donc 

ACBouicR  =  TxV 

et 

La  vitesse  moyenne  du  point  P,  dans  une  de  ses  oscillations 
simples^  est  donc  égale  à 

2R        2V 


(t) 


22 
Le  nombre  r  étant  égal  à  très-peu  près  à  -=-,  on  voit  que  la 

vitesse  moyenne  du  point  P  dans  une  de  ses  osciilalions  simples 

7 
est  à  peu  près  les  77  de  la  vitesse  Y  du  mobile  M. 

Les  valeurs  absolues  extrêmes  de  la  vitesse  du  point  P  sont 
OetV. 

59.  Enfin,  on  peut  se  proposer  de  construire  la  courbe  des 
vitesses  rapportées  aux  espaces  parcourus;  on  obt'endra 
réquation  de  cette  courbe  en  éliminant  t  entre  les  deux 
équations 

x=R  cos  6d, 
v=  —  Roisinftif. 

On  obtient  ainsi  Téquation 
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qui  représente  une  ellipse  dont  le  demi-axe  horizontal  est  égal 
à  R,  et  le  demi-axe  vertical  égal  à  Rb).  Comme  nous  pouvons 
disposer  arbitrairement  de  l'échelle  des  vitesses,  nous  nous 
arrangerons  pour  que  ces  deux  demi-axes  soient  égaux  ;  alors 


F 


l'équation  de  la  courbe  cherchée  devient,  en  changeant  - 
en  y, 


ar^  ('«)■= 


OU 

a*  +  y«  =  R«; 

c'est-à-dire  que  cette  courbe  est  la  circonférence  décrite  par 
le  point  M-  Nous  avons  remarqué,  en  effet,  que  la  vitesse  v  du 
point  P  esl  à  chaque  instant  proportionnelle  à  Torâonnée  y  du 
point  M  dans  sa  position  correspondante. 

DU   MOUVEMENT   d'uN  POmi   RAPPORTÉ   A  DES   COORDONNÉES  POLAIRES. 

60.  Le  mouvement  d'un  point  M  dans  un  plan  est  entière- 
ment défini  quand  on  donne  à  chaque  instant  les  valeurs  du 

rayon  vecteur  r=OM,  et  de  V angle  po- 
laire? 0=MOP,  que  la  direction  du  rayon 
vecteur  OM  fait  avec  Taxe  polaire  fixe  OP. 
Soient  M  et  M'  deux  positions  succes- 
-     sives  infiniment  voisines  du  point  mobile 
sur  sa  trajectoire.  Elles  correspondent, 
Tune  aux  valeurs  r  et  0  des  coordonnées» 
l'autre  aux  valeurs  r-i-  dr  etO  +  dO.  L'arc  MM'  est  égal  à  *, 

ds 
et  le  rapport  -v-  est  la  vitesse  du  mobile  au  point  M. 

Projetons  le  point  M'  en  M,  sur  la  direction  de  OM,  pro- 
longée s'il  est  nécessaire.  L'arc  MM'  est  la  résultante  géomé- 
trique des  deux  composanles  MM^  et  M^M',  dont  les  directions 


ié^ 
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sont  connues  ;  de  sorte  que  la  vitesse  v  s'obtiendra  on  compo- 

MM 

sant  la  vitesse  -^,  portée  suivant  le  rayon  OM,  avec  la  vi- 
tesse -~T-,  perpendiculaire  à  ce  même  rayon.  Tout  se  réduit 

donc  à  trouver  les  valeurs  de  ces  deux  vitesses. 

La  composante  MM^  est  la  différence  entre  OM^  et  OM  ;  or  OM^ 
est  la  prpjection  sur  OM  de  la  droite  OM',  qui  fait  avec  OM 
un  angle  infiniment  petit  M'OM  =  de.  La  différence  entre  la 
droite  OM'  et  sa  projection  OM  est  un  infiniment  petit  d'ordre 
supérieur  au  premier.  Cette  proposition  étant  extrêmement 
importante,  nous  en  ferons  Tobjet  d'un  lemme  particulier. 

61.  Lemme.  —  La  projection  orthogonale  (Tune  droite  finie 
sur  une  cUrection  qui  fait  avec  cette  droite  un  angle  infiniment 
petit^  est  égale  à  la  longueur  de  la 
droite^  à  moins  d'un  infiniment  petit 
du  second  ordre. 

Soit  AB  la  droite  finie;  MN,  la 
direction  sur  laquelle  se  fait  la  pro- 
jection. Du  point  A  on  abaisse  Aa, 
et  du  point  B,  Bb,  perpendiculaires 
sur  MN.  La  longueur  afr  est  la  pro- 
jection de  AB.  La  construction  re- 
vient à  mener  par  les  points  A  et  B  deux  plans  P  et  Q  perpen- 
diculaires à  MN,  et  à  prendre  les  intersections  a  et  6  de  ces 
plans  avec  la  droite. 

Par  le  point  A,  menons  une  droite  AC  parallèle  a  MN  ;  elle 
sera,  comme  la  droite  MN,  perpendiculaire  aux  plans  P  et  Q,  et 
percera  ce  dernier  plan  en  un  point  C.  Joignons  Cb  et  BC  ;  la 
droite  AC,  perpendiculaire  au  planQ,  est  perpendiculaire  aux 
deux  droites  C&,  CB,  qui  passent  par  son  pied  dans  ce  plan. 
Donc,  d'une  part,  la  figure  AofrC  est  un  reclangle,  et  par  suite 
AC=aft;  d'autre  part,  le  triangle  ACB  est  rectangle  en  C,  de 
sorte  que  AC  est  la  projection  orthogonale  de  la  droite  AB  sur 
une  direction  AC  menée  parallèlement  à  MN  par  le  point  A. 
La  projection  d'une  droite  AB  sur  un  axe  quelconque  MN  est 


Fig.  43. 


B 
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donc  égale  à  la  projection  de  cette  même  droite  sur  tout  autre 
axe  parallèle  au  premier.  Cette  première  partie  de  la  démon- 
stration est  générale  et  ne  suppose  pas 
infiniment  petit  Tangle  BAC  des  deux  di- 
rections âB,  MN. 
p.,  ^        '         Ceci  posé,  nous  avons  à  chercher  (fig.  4  4j 

une  limite  du  rapport  de  AB  à  sa  projec- 
tion AC,  dans  le  triangle  rectangle  ABC,  lorsque  l'angle  BAC 
est  infiniment  petit. 

Nous  savons  déjà  que  l'oblique  AB  est  plus  grande  que  la 
perpendiculaire  AC.  Posons  donc 

AB       .  . 

e  étant  un  nombre  positif,  variable  avec  l'angle  BAC,  et  se  ré- 
duisant à  zéro  quand  Tangle  BAC  devient  nul.  Il  s'agit  de  trou- 
ver une  limite  supérieure  de  e. 
On  tire  de  cette  égulité 

AB  =  AC-f  ACX«, 

et,  élevant  au  carré, 

Hais  le  triangle  rectangle  ACB  nous  donne  : 

aD*=âc*-»-bc'. 
Donc 

BC~r=îÂC*X«H-Âc'xc«. 

Supprimant  le  terme  ÀC'  x  £  *«  qui  est  toujours  positif,  il  vient 

«Âc'x«<Bï:% 
et  par  suite 

■<!©■• 
Si  BC  est  infiniment  petit  par  rappoit  à  AC,  e  est  moindre 
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BC 
dre  que  la  moitié  du  carré  du  rapport  vp  ;  e  est  donc  un  infi- 
niment petit  du  second  ordre,  et  la  proposition  est  démon 
trée. 

62.  Cette  proposition  n'est  qu'un  cas  particulier  d'un  prin- 
cipe beaucoup  plus  général. 

Prenons  sur  une  droite  indéfinie  XY  un  point  0  pour  ori- 
gine ;  soit  A  un  point  fixe  donné,  et  P  un  point  mobile  le  long 
de  la  droite.  Joignons  AP.  Cette  longueur  est  une  fonction  de 
la  distance  OP,  et  nous  pouvons  poser 

en  appelant  y  la  longueur  AP  et  x  la  distance  correspondante 
OP.  Il  est  facile  de  voir  que  la  fonction  F  passe  par  un  mini- 
num  lorsque  le  point  P  vient  coïncider  avec  le 
pied,  C ,  de  la  perpendiculaire  AC  abaissée  du 
point  A  sur  la  droite  ;  que  si  Ton  appelle  a  la 
distance  OC,  la  fonction  prend  les  mêmes  va- 
leurs pour  x  =  aM-freta;  =  a  —  fr,  et  qu'en- 
fin, à  mesure  que  x  grandit  en  valeur  absolue, 
y  grandit  indéfiniment  à  partir  de  la  valeur 
y=:AC.  La  fonction  V(x)  est  continue,  et  pour 
toute  valeur  réelle  et  finie  de  la  variable ,  sa 
dérivée  F'(x)  a  une  valeur  réelle,  finie  et  déter- 
minée; on  peut  ajouter  que  F'(x)  est  aussi  ^^ 
continue,  et  que  cette  fonction  n'éprouve  pas 
de  variations  brusques  quand  la  variable  reçoit  un  accroisse- 
ment infiniment  petit.  Dès  qu'on  a  constaté  ces  caractères,  on 
peut  en  conclure  que  la  dérivée  F'(x)  s'annule  pour  j:  =  a,  et 
que,  par  suite,  pour  x  =  a  -h  fc,  on  a 

F{a  +  h)  =  Fia)  +  ~  F''(«-f  6/»), 

0  étant  un  nombre  compris  entre  0  el  l'unité.  Donc  la  différence 
AB  —  AC  =  ¥(a  -h  h)  —  F(fl)  est  infiniment  petite  par  rapport  à 
la  quantité  BC,  qui  est  égale  à  h. 

■KC-    GOLLIGKOX.  0 
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H  résulte  de  là  (|iie  le  cosinus  irnu  angle  infiniment  petit  (\n/ 
égal  à  l'unité^  à  des  infiniment  petits  près  d'ordre  supérieur  an 
premier;  de  sorle  que,  dans  tous  les  problèmes  où  la  solution 
ne  dépend  que  des  inliniment  petits  du  premier  ordre,  onpciil 
confondre  (fig.  47))  une  droite  AB  avec  sa  projection  ab  sur 
une  direction  faisant  avec  ell(;  un  auylo  iufiuimenl  petit  ;  ciw 
cela  ievient  à  supprimer  dans  les  équations  du  problème  dos 
termes  infiniment  petits  par  rapport  à  ceux  que  Ton  doit  con- 
server. 

07).  Revenons  à  la  cpiestion  (pie  nous  nous  étions  proposè(\ 
La  droite  OM' (lig.  42)  faisant  avec  OM  un  angle  r/0  inlini- 
ment petit,  on  a,  à  des  infiniment  petits  du  second  ordre  près, 

et  par  suite 

MM|  =  dr. 

De  même  le  triangle  rectangle  OMM'  nous  donne 

Le  sinus  d*un  arc  infiniment  petit  est  éî^^al  à  Tare  lui-même, 
aux  infiniment  petits  du  troisième  ordre  près;  et  Ton  a,  par 
suite,  en  ne  conservant  que  les  inliniment  petits  du  premier 
ordre, 

Donc  les  composantes  de  la  vitesse  sont  y  suivant  le  rayon 

vecteur,  et -7- suivant  une  perpendiculaire  à   ce  rayon.  La 

première  composante  a  reçu  le  nom  de  vitesse  de  glissement, 
et  la  seconde  celui  de  vitesse  de  circulation  :  celle-ci  est  le  pro- 
duit du  rayon  vecteur  r,  par  la  vitesse  angulaire  ~j.  Enfin  la 

,  ,  .       .     ,    ,  surf.  fMWn 
vitesse  areolaire^  égale  a ,  a  pour  expression 
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64.  Pour  passer  des  coordonnées  rectangles  ON=x  et 
NM  =  y  aux  coordonnées  polaires  r=:OM,  0  =  MOP,  on  em- 
ploie les  équations  : 

x  =  rcosO, 
y  =  rsinO. 

Les  composantes  de  la  vitesse  du  mobile,  suivant  les  axes 
fixes  OP,  OY,  seront  données  par  la  diiîérentiation  de  ces  deux 
équations  : 

dx      dr       ^         •   ^dB 
^=5^cos9-rs.n9j.. 

On  obtiendrait  facilement  ces  formules  en  projetant  sur  les 
axes  le  triangle  MM^M'. 

Si,  au  contraire,  on  donne -^  et -%^,  et  qu'on  demande  la 

vitesse  de  glissement  et  la  vitesse  de  circulation,  il  faudra 
résoudre  les  deux  équations  du  premier  degré  : 

.dr       .    ^^      dB      dx 


.    ^rfr   ,         ^   ^    dB      dy 


ce  qui  donnera 


dr      dx       a  .  dy  .    ^ 
dB      dy       ^      dx  .    ^ 

Si  dans  cette  dernière  équation  nous  remplaçons  cos  6  et 
sinOpar  -  et  ^,  il  viendra,  en  divisant  par  2, 

1   ^dB 1  ccdy  —  ydx 

expression  déjà  trouvée  de  la  vitesse  aréolaire  (§  55.) 


w    •£.'   *'  <'j. 


*,»• 
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7%r  ît^  z. -11.  ^'^         ^=-2  **.  ^:^-r  ^    ^  ii  nmriifiir  *^=r  .1 

-■    r  ?    ::*    A     .••   -*-z^  luc   e^e:  :- 

• À  i.--:.'»^   r:  ^  un  1  sur  irf>*  fi-:-'. 

4r- "T.r-    r.;    î-jiit     .    r.mnnr    cei ': 
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^»  =   iP  -sa  4. 
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Pour  avoir  .les  vitesses  des  mouvements  projetés  sur  les 
axes  fixes  Ox,  Oy,  O2,  on  difTérentiera  les  trois  premières 
équations.  Il  vient 

dx      dr  .    .  ,  -  d9  .    «  .      rff 

TT-  =  TT  sm  0  cos^  +  r  cos  6  CO8  f  -^  —  rain  0  sin  f  -^> 

■^  =  Tj  sin  6 sin  f -f- r  CO8  8  sin  ^  ^  -4-rsin6coif  ^, 
1/3      rfr       ^         .    ^rf* 

On  peut  ensuite  résoudre  ces  équations  par  rapport  à  -r-,  -r-i 

-y^.  ce  qui  donnera,  en  fonction  des  vitesses  projetées  sur  les 

axes  fixes,  la  vitesse  de  glissement  du  point  mobile  sur  le  rayon 

vecteur,  la  vitesse  de  la  colatitude  et  la  vitesse  de  la  longi- 

do 
tude.  Le  produit  r  -^  est  la  vitesse  de  circulation  en  latitude^ 

etrsinOnj,  h  vitesse  de  (nrculation  en  longitude.  Multipliant 

dr 
successivement  chaque  équation  par  les  coefficients  de  -77* 

dô 
puis  par  les  coefficients  de  r  -1-,   enfin   par  les   coefficients 

de  r  sin  Q  ^,  et  faisant  les  sommes,  on  obtient  les  équations 
suivantes,  qu'il  serait  aisé  de  démontrer  géométriquement  : 

^^=8inflco8f^^4-8inflsiny^4-cosd2-^, 
do  dx  du  dz 


.    .do  .       dx  ,  dy 

r8infl^=-sinç,-g  +  co89^. 


CHAPITRE  III 

DU    MOUVEMENT  RELATIF 


66.  Les  mouvements  dont  nous  nous  sommes  occupés  jus- 
qu'à présent  étaient  des  mouvements  absolus,  c'est-à-dire  des 
transports  efTeclifs  d'un  point  mobile  en  divers  points  géomé- 
triques de  l'espace.  Nous  avons  vu  qu'on  peut  les  définir  en 
donnant  en  fonction  du  temps  les  valeurs  successives  des  coor- 
données X,  y,  Zy  du  point  mobile  par  rapport  à  trois  axes  fixes. 

Nous  allons  étudier  dans  ce  chapitre  le  mouvement  relatif  ou 
mouvement  apparent;  il  diffère  du  mouvement  absolu  en  ce 
qu'au  lieu  de  chercher  la  trajectoire  et  les  vitesses  du  mobile 
dans  Tespace  absolu,  ou  par  rapport  à  des  axes  fix€S,  on 
cherche  la  trajectoire  et  les  vitesses  du  mobile  relativement  à 
des  points  ou  à  des  axes  qui  sont  eux-mêmes  animés  d'un 
certain  mouvement. 

Un  exemple  éclaircira  cette  nouvelle  image. 

Un  voyageur  se  promène  sur  le  pont  d  un  bateau  qui  se 
meut  le  long  d'une  rivière.  On  peut  considérer  le  mouvement 
relatif  du  voyageur  par  rapport  au  bateau;  c'est  ce  mouvement 
qui  amène  successivement  le  voyageur  de  Tarrière  à  TavanU 
de  l'avant  à  larriôre,  du  côté  droit  au  côté  gauche,  etc.  Tous 
ces  mouvements  sont  caractérisés  par  une  trajectoire  qu'on 
pourrait  tracer  sur  le  pont  du  bateau  et  par  certaines  vitesses 
le  long  de  cette  trajectoire;  la  vitesse  propre  du  bateau  sur 
la  rivière  n'intervient  en  rien  dans  la  détermination  des  élé- 
ments de  ce  mouvement;  c'est  un  mouvement  relatif  pour  Té- 
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tude  duquel  on  peut  supposer  que  le  bateau  reste  fixe,  en  fai- 
sant abstraction  du  mouvement  qu^il  possède  sur  la  rivière. 

Si  Ton  connaît  le  mouvement  du  bateau  et  le  mouvement 
du  voyageur  par  rapport  au  bateau,  il  est  clair  qu'on  pourra 
en  déduire  le  mouvement  du  voyageur  par  rapport  aux  bords 
de  la  rivière  ;  on  saura  trouver,  en  effet,  à  chaque  instant,  la 
position  exacte  du  bateau  par  rapport  aux  rives,  et,  sur  le  ba- 
teau, la  position  exacte  du  voyageur;  en  reportant  ces  indica- 
tions sur  le  plan  de  la  rivière,  on  y  tracera  la  suite  des  posi- 
tions occupées  par  le  voyageur  ;  ce  sera  la  trajectoire  du  voya- 
geur par  rapport  aux  rives,  et  le  mouvement  du  voyageur  sur 
cette  trajectoire  sera  connu,  puisqu'on  saura  l'heure  de  son 
passage  aux  divers  points  de  cette  trajectoire.  En  résumé,  de 
la  connaissance  du  mouvement  relatif  du  voyageur  par  rapport 
au  bateau^  et  du  mouvement  du  bateau  par  rapport  aux  rives^ 
on  peut  déduire  le  mouvement  du  voyageur  par  rapport  aux 
rives. 

Ce  dernier  mouvement  serait  le  mouvement  absolu  du  voya- 
geur si  les  rives  étaient  immobiles.  Or  on  sait  qu'il  n'en  est 
rien  et  que  la  terre  entière  est  animée  d'un  certain  mouvement 
dans  l'espace.  Connaissant  le  mouvement  du  voyageur  par  rap- 
port aux  rives  et  le  mouvement  absolu  de  la  terre,  on  en  dé- 
duirait de  même  les  positions  successives  du  voyageur  dans 
l'espace,  c'est-à-dire  on  déterminerait  le  mouvement  absolu  du 
\oyageur. 

Tous  les  mouvements  que  nous  observons  à  la  surface  de  la 
terre  ou  dans  le  ciel  sont  des  mouvements  apparents  ;  l'obser- 
vateur n*a  pas  conscience  du  mouvement  d'entraînement  qu'il 
subit. 

67.  Proposons-nous  de  résoudre  d'une  manière  générale  le 
problème  suivant  : 

Connaissant  le  mouvement  d*un  point  M  relativement  à  un  sys- 
tème S,  dit  système  de  comparaison,  qui  est  lui-même  mobile  dans 
l'espace,  et  connaissant  le  mouvement  absolu  de  ce  système  S, 
trouver  le  mouvement  absolu  du  point  M. 

Le  mouvement  absolu  du  système  de  comparaison  auquel  on 
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rapporte  le  mouvemcnl  relatif  du  point  M,  est  appelé  tnaure- 
ment  d' entraînement. 

Le  point  M  décrit  par  rapport  au  système  S  une  certaine 
trajectoire  T,  qui  est  sa  trajectoire  relative  ;  au  bout  d'inter- 
valles de  temps  égaux  entre  eux,  il  occupe  sur  cette  trajectoii'c 
les  positions  A^  A„  A^,  A^.... 

Mais  la  trajectoire  relative  fait  partie  du  système  S  et  parti- 
cipe à  son  mouvement  d'entraînement.  Elle  occupe  donc  suc- 
cessivement, au  bo\it  des  mêmes  intervalles  de  temps,  les 

positions  T,,  T,,  T„  T,.  U  mobile 
pendant  le  premier  intervalle  de 
temps  passe  de  A^  en  A,  sur  sa 
trajectoire  relative;  pendant  le 
même  temps,  la  trajecloire  passe  de 
la  position  T^  à  la  position  T,;  par 
suite  la  position  réelle  du  mobile, 
au  bout  de  ce  temps,  est  le  point  B,, 
position  prise  par  le  point  A,.  On 
reconnaîtra  de  même  qu'au  bout 
du  second  intervalle  de  temps  le 
mobile  sera  en  C,,  et  au  bout  du 
troisième  en  D^.  La  trajectoire  abso- 
lue est  donc  la  ligne  A^  6,  C,  D^ ,  et  le  mouvement  du  mobile 
est  entièrement  défini,  puisqu'on  sait  que  dans  le  premier 
intervalle  de  temps  il  passe  de  A^  en  B,,  dans  le  second  de  6, 
en  C^,  dans  le  troisième  de  C,  en  D^,  etc. 

La  relation  qui  lie  la  vitesse  relative  et  la  vitesse  absolue 
du  point  M  se  déduit  de  cette  construction  de  la  trajectoire 
absolue. 

Soit  0  un  temps  infiniment  petit,  pendant  lequel  le  mobile  M 
passe  sur  sa  trajectoire  relative  de  la  position  M  à  la  position  M' 
infiniment  voisine.  Pendant  ce  même  temps  0,  la  trajectoire  se 
déplace  d'une  quantité  infiniment  petite  et  vient  occuper  la  po- 
sition Tj.  Le  point  géométrique  M  de  la  trajectoire  passe  en  M,, 
aprè^  avoir  décrit  en  vertu  du  mouvement  d'entraînement 
rëlément  rectiligne  HM^.  Dans  le  même  intervalle  infiniment 


Fig.  47. 
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petit  0,  le  point  mobile  passe  en  réalité  du  point  M  au  point  N, 
situé  sur  la  ligne  T,,  à  une  distance  M^  N  =  MM'  du  point  M^  ; 
il  décrit  donc  dans  son  mouvement  ab- 
solu la  diagonale  MN  du  parallélogramme 
MM^NM'construit  sur  les  chemins  MM',MMp 
dont  l'un  MM'  est  décrit  par  le  mobile  dans 
son  mouvement  relatif,  et  dont  l'autre  se- 
rait décrit  par  le  mobile  si,  pendant  le 
temps  6,  il  était  entraîné  par  le  mouve- 
ment du  système  de  comparaison  S. 

A  la  limite,  les  directions  MM\  MN,MM^, 
sont  les  directions  des  vitesses  du  point  M  :  MM'  est  la  direc- 
tion de  la  vitesse  relative  y  MN  celle  de  la  vitesse  absolue,  et 
MM,  celle  de  la  vitesse  d'entraînement  du  point  du  système  S 
avec  lequel  coïncide  le  point  M  au  commencement  du  temps  0 
considéré. 

Les  grandeurs  des  vitesses  sont  données  par  les  limites  des 

,  MM'  MN  MM,     I,  ,  , 

rapports  —,  —,  -r-^;  elles  sont  donc  proportionnelles  aux 

longueurs  MM',  MN,  MM,,  des  éléments  eux-mêmes,  ou  aux 
côtés  de  l'un  des  triangles  MM,N,  MM'N.  A  la  figure  MM,NM', 
qui  est  inflniment  petite,  on  peut  substituer  une  ligure  sem- 
blable de  dimensions  finies,  sans  altérer  les  rapports  cherchés. 

En  définitive,  la  vitesse  absolue  V  du  point  M  à  un  moment 
quelconque  est  représentée  en  grandeur 
et  en  direction  par  la  diagonale  MY  d'un 
parallélogramme,  dont  les  côtes  Mv,  Mu, 
représentent  en  grandeur  et  en  direc- 
tion, le  premier  la  vitesse  relative,  v,  du    "         p.    ^ 
point  M,  le  second  la  vitesse  d'entraîné- 
mentj  u,  du  point  géométrique  du  système  de  comparaison 
avec  lequel  le  mobile  M  coïncide  au  même  moment. 

Ce  théorème  s'exprime  plus  brièvement  de  la  manière  sui- 
vante : 

La  vitesse  absolue  est  la  résultante  de  la  vitesse  relative  et  de 
la  vitesse  d'entraînement. 
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68.  Si  Ton  donne  en  grandeur  et  en  direction  la  vitesse  ab- 
solue MV  et  la  vilesse  d'entraînement  Mu,  il  est  facile  d*en  dé< 
duire  la  vitesse  relative  ;  en  effet,  la  vitesse  relative  Mv  sera 
égale  et  parallèle  à  la  droite  uV,  qui  achève  le  triangle  MuT. 

On  peut  dire  aussi  que  la  vitesse 
7    relative  Uv  est  la  résultofite  de  la 
vitesse  absolue  MV  et  de  la  vitesse 
d'entraînement  Mu',  prise  en  sens 
contraire. 
En  effet,  si  Ton  prend  Mu'=Mu 
sur  le  prolongement  de  la  droite  uM,  et  qu'on  joigne  u'v  et  rV, 
la  figure  MYv^u  sera  un  parallélogramme  dont  Mv  sera  la  dia- 
gonale. 

On  prouverait  de  même  que  la  vitesse  d entraînement  est  la 
résultante  de  la  vitesse  absolue,  et  de  la  vitesse  relative  changée 
de  sens. 

69.  Nous  avons  supposé,  pour  résoudre  cette  question,  que  le 
mouvement  d'entraînement  était  un  mouvement  absolu.  Mais 
la  proposition  subsiste  encore  si  le  mouvement  d'entraîné- 
ment  est  lui-même  un  mouvement  apparent  ou  relatif,  de  sorte 
qu'on  peut  la  généraliser  de  la  façon  suivante  : 

Lorsqu'un  point  M  est  en  mouvement  relatif  par  rapport  à  vn 
système  de  comparaison  S,  qui  a,  par  rapport  à  un  second  sys- 
tème  S^  fixe  ou  non  fixe,  un  mouvement  relatif  connu,  la  vitesse 
relative  du  point  M  par  rapport  au  système  S'  est  la  résultante 
de  la  vitesse  relative  du  même  point  par  rapport  au  système  S, 
et  de  la  vitesse  relative  a' entraînement  du  peint  du  système  S  qui, 
à  rinstant  considéré^  coïncide  avec  le  point  M. 

Si  donc  on  connaît  le  mouvement  absolu  du  système  S',  le 
mouvement  relatif  du  système  S  par  rapport  à  S',  et  enfln  le 
mouvement  relatif  du  point  M  par  rapport  au  système  S,  on 
pourra  trouver  le  mouvement  absolu  du  point  M  par  la  compo- 
sition de  ces  trois  mouvements  ;  la  vitesse  absolue  de  M  sera  la 
résultante  de  la  vitesse  relative  de  M  par  rapport  à  S,  de  la 
vitesse  relative  de  S  par  rapport  à  S',  et  de  la  vitesse  absolue 
de  S'. 
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Par  le  point  M,  menons  une  droite  Mu',  qui  représente,  en 
direction  et  en  grandeur,  la  vilesse  tf  du  point  du  système  S' 
qui  coïncide  i  un  certain  instant  avec  le  point  mobile  M  ;  par 
Textrëmité  \i  de  cette  vitesse,  menons  u'u^  qui  représente  en 
grandeur  et  en  direction  la  vitesse  relative,  u,  par  rapport  au 
système  S,  du  même  point,  considéré  comme  appartenant  au 
système  S.  La  droite  Mu  représentera,  en 
vertu  du  théorème  du  §  67,  la  grandeur  et  la 
direction  de  la  vitesse  absolue  du  point  M  du 
système  S.  Soit  enfin  uV  une  droite  menée 
par  Textrémité  u  de  la  vitesse  xffu^  et  repré- 
sentant en  grandeur  et  en  direction  la  vitesse  v 
du  mobile  M  relativement  au  système  S.  La  p.^^  j^i 

vitesse  absolue  du  mobile  M  s'obtiendra  en 
joignant  MY,  c'est-à-dire  en  composant  les  deux  vitesses  Mu, 
uY,  ou  encore  en  composant  les  trois  vitesses  ^fu^  ti'u,  uY. 
La  même  construction  s'applique  à  autant  de  vitesses  d'entrai- 
nement  qu'on  voudra. 

Dans  cet  exemple  et  dans  tous  les  cas  analogues,  le  point  M 
subit  à  la  fois  plusieurs  mouvements  ;  à  chacun  de  ces  mouve- 
ments appartient  une  vilesse  particulière  définie  en  direction 
et  en  grandeur;  et  la  vitesse  absolue  du  point  M  est  la  résul- 
tante des  vitesses  particulières  qu'il  aurait  si  on  le  supposait 
successivement  soumis  à  chacun  de  ces  mouvements  considéré 
seul.  C'est  dans  ce  sens  qu'on  dit  que  ces  vitesses  particulières 
coexistent  pour  le  point  M.  Un  point  en  mouvement  peut  être 
considéré  comme  animé  de  plusieurs  mouvements  simultanés; 
il  suffit  pour  cela  que  la  vitesse  du  point  dans  l'espace  soit  la 
résultante  des  vitesses  particulières  correspondantes  à  chacun 
de  ces  mouvements  simultanés,  abstraction  faite  de  tous  les 
autres. 

70.  Supposons  qu'un  mobile  se  déplace  le  long  d'une  trajec- 
toire AA',  rapportée  à  trois  axes  fixes  OX,  OY,  OZ  (fig.  52).  Pro- 
jetons sur  les  trois  axes,  parallèlement  aux  plans  coordonnés, 
deux  positions  très-voisines  A,  A',  du  mobile  sur  sa  trajectoire 
et  soit  6  le  temps  très-court  qu'il  met  à  parcourir  l'arc  A  A'  ;  puis 
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construisons  le  contour  ABC  A',  formé  de  trois  éléments  recli- 
lignes,  respectivement  parallèles  aux  trois  axes,  et  aboutissant 
zr  aux  extrémités  A  et  A'  de  l'élément 

A .  décrit.  L'élément  AB  sera  Taccrois- 

A    V  sèment  de  \x  du  point  A  pendant  le 

i  r 


temps  0;  BC  sera  l'accroissement  de 

\~/V~7 X      l'ï>  fit  CA'  laccroissement  du  a,  de 

S'"  V  sorte  que  la  vitesse  absolue  Y  du 

point  A  est,  comme  nous  TaTons 
'''*•  ^*-  déjà  observé ,  la  résultante  des  vi- 

tesses projetées,  \g  y  V,,  V„  qui  çont  égales  respectivement  aux 

,.    ..      ,  ,   AB  BC  CA' 

limites  des  rapports  -r»  -r-»  -r-  • 

^  ^         0     6      6 

Nous  pouvons  appliquer  ici  notre  nouvelle  définition  des 
mouvements  simultanés,  et  regarder  les  trois  vitesses  V,, 
Vy,  V,,  comme  coexistant  pour  le  point  mobile;  cette  manière 
de  concevoir  le  mouvement  revient  à  admettre  que  Tune  de 
ces  vitesses  est  une  vitesse  relative,  et  que  les  deux  autres 
sont  des  vitesses  d'entraînement.  On  peut  supposer  parexemple 
que  le  point  A  se  meuve  avec  la  vitesse  V„  sur  une  droite  AX', 
parallèle  à  l'axe  OX;  que  pendant  le  temps  0  que  le  mobile 
met  à  passer  du  point  A  au  point  B  sur  celte  trajectoire  rela- 
tive, la  droite  AX'soit  animée  dans  le  plan  horizontal  d*un  mou- 
vement d'entraînement  relatif,  qui  fasse  décrire  à  cliacun  de 
ses  points,  parallèlement  à  Taxe  OV,  un  élément  égal  à  BC; 
qu'en  outre  le  plan  horizontal  dans  lequel  est  située  la  droite 
AB,  soit  animé  d*un  second  mouvement  d* entraînement,  paral- 
lèle à  Taxe  OZ,  et  en  vertu  duquel  chacun  de  ses  points  décrive, 
pendant  le  même  temps  0,  un  élément  égal  à  CA'.  La  coexistence 
de  ces  trois  mouvements  équivaut  au  transport  effectif  du 
mobile  du  point  A  au  point  A'. 

Les  problèmes  de  mécanique  se  simplifient  beaucoup  par 
cette  décomposition  d*un  mouvement  en  plusieurs  autres  qu'on 
suppose  coexister  dans  le  premier.  On  fait  aussi  un  fréquent 
usage  de  la  proposition  suivante,  qui  est  une  sorte  d'axiome  : 
Le  mouvement  relatif  d'un  système  par  rapport  à  un  autre  nest 
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pas  altéré  lorsqu'on  imprime  à  ces  deux  systèmes  un  mouvement 
d* entraînement  commun. 


Fig.  53. 


MOUVEMENT   RELATIF  DE    DEUX  POINTS. 

71 .  Soient  Xy  y,  2,  les  coordonnées  d'un  point  M;  le  mouve- 
ment de  ce  point  sera  défini  dès  que  Xj  y  elz  seront  données 
en  fonction  du  temps  t. 

Soient  x^  j/^  2p  les  coordonnées  d^un  second  point  M^,  dont 
le  mouvement  est  également  défini 
par  les  valeurs  de  ces  trois  coordon- 
nées en  fonction  du  temps  t. 

On  demande  le  mouvement  relatif 
du  point  M^  par  rapport  au  point  M, 
ou  plutôt,  par  rapport  à  trois  axes  de 
directions  constantes  MÇ,My),  M Ç,  me- 
nés par  ce  point  parallèlement  aux 
axes  Oxj  Ot/,  O2. 

Il  est  facile  de  voir  qu'en  appelant  Ç,  v;  et  i;  les  coordonnées 
du  point  M^  rapportées  aux  axes  mobiles,  on  a  les  relations  : 

Ç  =  Xj  — «, 

Ces  équations  résolvent  la  question  :  car  x,  Xp  1/,  y^t  2  et  2^ 
étant  des  fonctions  connues  du  temps,  les  différences  Ç,  t)  et  C 
sont  aussi  des  fonctions  connues  du  temps,  qui  définissent 
le  mouvement  relatif  cherché. 

En  général,  la  question  du  mouvement  d'un  point  relative- 
ment à  des  axes  mobiles  se  résout  analytiquement  par  une 
simple  transformation  de  coordonnées. 

Le  théorème  sur  les  vitesses  se  déduit  des  équations 


di_dx, 
dt"  dt 

dx 
"dC 

dti      dyt 
dt'~  dt  ' 

d^_dzi 

dt  "-  dt 

dz 
^  dC 
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On  voit,  en  efTel,  que  la  vitesse  absolue  du  point  M,  dont  les 
composantes  suivant  les  axes  sont 

dxj      dyj      dzi 

dt'     dt'     dr 

est  la  résultante  géométrique  de  la  vitesse  relative  du  même 
point,  dont  les  composantes  suivant  les  axes  sont 

d|     dr:     (^ 
dt'    dV    dt' 

et  d'une  vitesse  dont  les  composantes  sont 

dx     dy     ds 

di'  dt'  ir 

et  qui  n'est  autre  quela vitesse d'entratnement  commune  à  tous 
les  points  du  système  de  comparaison  lié  au  point  M. 

72.  Appliquons  ces  formules  au  cas  particulier  où  le  point  M, 
est  immobile;  nous  pouvons  supposer  qu'il  coïncide  avec  le 
point  0,  et  faire  x^=y^  =«j  =  0.  On  en  déduit 

ç=-x, 

ç=— », 

et  par  suite  le  point  immobile  0  a,  par  rapport  aux  axes  issus 
du  point  M,  un  mouvement  apparent  égal  et  contraire  au  mou- 
vement du  point  M,  par  rapport  aux  axes  issus  du  point  0. 
La  vitesse  apparente  du  point  0  est  égale  et  contraire  à  la 
vitesse  réelle  du  point  M. 


APPLICATIONS  DE   LA    THÉORIE   DU   MOUVEMENT  RELATIF. 

73.  Soient  ÂB,  CD  les  rives  parallèles  d'un  fleuve  ;  l'eau  de  ce 
fleuve  s'écoule  par  filels  parallèles,  dans  le  sens  de  la  flèche, 
avec  une  vitesse  constante,  u. 

Un  nageur )  parti  du  point  E  sur  la  rive  CD,  traverse  la  rivière 
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en  imprimant  à  son  corps  une  vitesse  v,  connue  en  grandeur  et 
en  direction,  par  rapport  à  Teau  dans  laquelle  il  nage. 

On  demande  en  quel  point  F  le  nageur  atteindra  l'autre 
rive  AB. 

Le  mouvement  du  nageur,  du  point  Eau  point  F,  peut  être 
considéré  comme  un  mouvement  ab- 
solu, en  faisant  abstraction  du  mou- 
vement dVntrainement  commun  qui 
emporte  la  terre  dans  Tespace. 

La  vitesse  absolue  du  nageur  est  la 
résultante  de  sa  vitesse  relative  v  Fig.  54. 

par  rapport  à  Teau  et  de  la  vitesse 
d'entraînement  u  de  Teau;  on  obtiendra  donc  la  direction 
cherchée,  EF,  en  construisant  au  point  E  le  parallélo- 
gramme uEvY,  dont  les  côtés  Eu,  Et;,  sont  respectivement  égaux 
et  parallèles  à  la  vitesse  d'entraînement  et  à  la  vitesse  rela- 
tive ;  la  diagonale  EV  représentera  en  grandeur  et  en  direc- 
tion la  vitesse  absolue  du  nageur,  et  le  point  cherché,  F,  sera 
l'intersection  de  la  rive  AB  avec  le  prolongement  de  cette  dia- 
gonale. 

En  un  point  quelconque  1  de  la  trajectoire  absolue  EF,  la 
vitesse  absolue  IV  se  décompose  en  deux  vitesses,  l'une  lU,  qui 
est  la  vitesse  d'entraînement  u;  l'autre  IK,  qui  est  la  vitesse 
relative  du  nageur  par  rapport  à  l'eau,  égale  et  parallèle  à  la 
vitesse  v. 

Cette  vitesse  v  coûtera  seule  des  efforts  au  nageur. 

Le  nageur,  en  se  mettant  à  Teau  en  un  point  E,  donné,  peu 
se  proposer  *d'atteindre  un  point  F 
déterminé  de  Tautre  rive;  dans  ce 
cas,  il  doit  régler  la  direction  et  la 
grandeur  de  la  vitesse  relative  v  qu'il 
imprime  à  son  corps,  de  manière  que  c  1  «  d 
la  résultante  de  v  et  de  u,  construite  Pig.  55. 

au  point  E,  ait  une  direction  passant 

par  le  point  F.  Prenons  donc  sur  la  rive  CD  une  quantité  Eu 
égale  et  parallèle  à  la  vitesse  u  de  l'eau  du  fleuve.  Prenons 
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arbitrairement  sur  EF  un  point  V,  qui  représentera  l'ei 
trémitë  de  la  vitesse  absolue,  et  joignons  Vu  :  celte  droite  re- 
présentera en  grandeur  et  en  direction  la  vitesse  relative,  t\ 
que  le  nageur  doit  réaliser.  Le  problème  a  une  infmité  de  so- 
lutions, puisque  le  point  V  reste  arbitraire  sur  la  droite  EF. 
Mais  toutes  ces  solutions  ne  sont  pas  également  avantageuses. 
Pour  que  le  nageur  ait  le  moins  de  peine  possible  à  traverser  la 
rivière,  il  convient  que  sa  vitesse  relative  par  rapport  à  Teau 
soit  la  moindre  possible.  Cette  solution  s'obtiendra  en  abais- 
sant du  point  f<  la  perpendiculaire  uY  sur  la  droite  EF.  On  trou- 
vera ainsi  le  minimum  admissible  pour  la  vitesse  v,  car  la  per- 
pendiculaire uV  est  moindre  que  toute  oblique  partant  du 
point  u  et  aboutissant  à  la  droite  EF. 

74.  Un  mobile  M  décrit  uniformément,  avec  une  vitesse  u,  la 

« 

droite  fixe  AB. 

Un  second  mobile  C  se  meut  avec  une  vitesse  v  dans  le  plan 
CAB  ;  sa  trajectoire  est  une  droite  non  définie  de  position.  On 

demande  quelle  est  la  direction  à 
assigner  à  ce  mobile  pour  qu'il  ren- 
contre le  mobile  M. 

Si  le  point  M  était  en  repos ,  la 
trajectoire  à  assigner  au  mobile  C 
serait  la  droite  CM.  Mais  le  point  M  est  animé  le  long  de  AP» 
d*un  mouvement  défini  par  la  vitesse  u.  On  ne  change  rien  au 
mouvement  relatif  des  deux  points  M  et  C,  en  leur  imprimant 
à  tous  deux  un  mouvement  d'entraînement  commun  (§  70). 
Choisissons,  pour  ce  mouvement  d'entrainement  additionnel, 
un  mouvement  égal  et  contraire  au  mouvement  du  point  M 
sur  la  droite  AB.  Le  point  M  sera  ainsi  ramené  au  repos.  Quant 
au  point  C,  il  sera  animé  de  deux  mouvements,  Tun  dans  le 
sens  CD,  égal ,  parallèle  et  de  sens  contraire  à  la  vitesse  m, 
Tautre  égala  la  vitesse  v,  mais  de  direction  encore  inconnue; 
la  résultante  de  ces  deux  mouvements  donne  la  direction  du 
mouvement  relatif  de  C  par  rapport  à  M,  et  comme  M  est  main- 
tenant supposé  fixe,  cette  direction  est  CM.  Du  point  D  comme 
centre,  avec  un  rayon  DE  égal  à  v,  décrivons  un  arc  de  cercle. 
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qui  coupe  la  droite  CM  en  un  point  E  ;  DE  sera  la  directioH  à 
donner  au  point  D,  et  la  trajectoire  qu'il  doit  décrire  en  réalité 
est  une  parallèle,  CF,  menée  par  le  point  G  à  cette  droite  DE. 

Il  est  facile  de  vérifier  que  le  point  F  sera  le  point  de  ren- 
contre des  deux  mobiles.  En  effet ,  le  temps  que  le  premier 

CF 
met  à  aller  du  point  G  au  point  F  est  égal  à  —  j  le  temps  que 

MF 
le  second  met  à  aller  du  point  M  au  point  F  est  — .  Or  les 

triangles  CDE,MFG,sont  semblables  et  donnent  la  propor- 
tion 

MF_CP 
CD""  DE* 

OU  bien,  puisque  CD  et  DE  sont  par  construction  proportion- 
nels ku  eiVy 

■ 

MF     CF 

zz      ■ 

u         V 

Les  deux  temps  sont  donc  égaux  entre  eux,  et,  par  suite, 
les  mobiles,  qui  sont  au  même  instant  en  M  et  G,  seront  aussi 
au  même  instant  au  point  F. 

Le  problème  peut  n'avoir  pas  de  solution  si  la  vitesse  t;  est 
moindre  que  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  D  sur  la 
droite  CM.  Car  alors  Tare  de  cercle  décrit  de  D  comme  centre 
avec  DE  pour  rayon  ne  rencontre  pas  CM.  U  y  aura  deux  solu- 
tions si  t;  est  compris  entre  la  perpendiculaire  abaissée  du 
point  D  sur  CM  et  la  vitesse  u,  car  cet  arc  de  cercle  coupera 
la  droite  CM  en  deux  points  situés  au-dessous  du  point  C, 
pourvu  toutefois  que  l'angle  DCM  soit  aigu.  Il  n'y  a  qu'une 
solution  si  V  >>  u,  ou  si  Fangle  DCM  est  droit  ou  obtus  ;  dans 
ce  dernier  cas,  la  condition  t;>tt  est  nécessaire  pour  que  la 
solution  puisse  être  admise.  Autrement,  le  problème  serait 
impossible,  du  moins  dans  le  sens  strict  de  l'énoncé. 

C'est  ce  problème  qu'un  piéton  G  résout  instinctivement 
quand  il  a  à  traverser  une  route  parcourue  suivant  la  droite 
AB  par  une  iile  de  voitures  P,  Q. . .  Le  point  M  qu*il  doit  se  pro- 

UiC-   C0LUGH05.  7 
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poser  d'atteindre  est  alors  un  point  de  l'intervalle  libre  entre 
deux  voilures  consécutives  P,  Q,  et  comme  la  vitesse  des  voilu- 
res est  généralement  plus  grande  que  celle  que  le  piéton  peut 

se  donner,  il  faut  que  Tangle 
DCM  y  supplément  de  Tangie 
AMC,  soit  un  angle  aigu  ;  il  y  a 
alors  deux  solutions,  qui  cor- 
respondent, lune,  CF«  au  trian- 
gle CDE,  lautre  CP  au  triangle 
CDE'  ;  celle  qui  donne  lieu  au  moindre  parcours,  CF,  est  celle 
que  le  piéton  doit  adopter  de  préférence. 

75.  Ce  problème  peut  se  résoudre  géométriquement  d'une 
autre  manière. 
Il  s'agit  de  trouver  sur  la  droite  AB  un  point  F  tel,  que 

le  rapport,  îT|r|,  des  distances  de  ce  point  aux  deux  points  doQ- 


fW 


V 


nés  C  et  M  soit  égal  au  rapport  connu  -. 


tt 

Or  on  sait  que  le  lieu  des  points 
dont  les  distances  à  deux  points  fiies 
C  et  M  sont  dans  un  rapport  donné, 
est  une  circonférence  de  cercle,  dont 
le  centre  est  situé  sur  la  droite  CM 
qui  joint  ces  deux  points. 

Supposons  d^abord  v>u;  nous  dé- 
terminerons sur  la  droite  indéfinie 
CM  deux  points  I  et  E  tels,  que  Ton  ait 


ic 

IM 


KC 
KM 


V 

u 


Puis  nous  décrirons  sur  IK  comme  diamètre  une  circonfé- 
rence qui  coupera  la  droite  AB  en  deux  points  F  et  F',  situés  de 
différents  côtés  du  point  M.  Chacun  de  ces  points  répond  au 
problème  géométrique  que  nous  nous  sommes  proposé  ;  mais 
le  point  F  seul  donne  une  solution  directe  du  problème 
de  mécanique  que  nous  devions  résoudre,  car,  pour  adopter 
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le  point  ¥'i  il  faudrait,  ou  bien  faire  marcher  le  point  mobile  M 
sur  sa  trajectoire  dans  le  sens  MA,  au  lieu  du  sens  MB,  ou  bien 
supposer  que  la  rencontre  des  deux  points  a  eu  lieu  au  point  F', 
avant  Tépoque  du  passage  des  deux  mobiles  Tun  en  C,  Fautre 
en  H. 

Soit  ensuite  t;=u.  ^a  circonférence  de  cercle  se  transforme 
dans  ce  cas  particulier  en  une  droite 
perpendiculaire  au  milieu  H  de  la 
droite  CM.  11  n'y  a  qu'une  solution 
dans  ce  cas,  et  elle  n'est  admissible 
dans  le  sens  de  l'énoncé  que  si  l'an- 
gle CMB  est  aigu.  Fig.  59. 

Enfin,  soit  i;<u. 

Nous  résoudrons  le  problème  en  cherchant  sur  la  droite  CM 
deux  points  V  et  K%  l'un  entre  C  et  M,  l'autre  au  delà  de  C  par 
rapport  à  M,  tels,  qu'on  ait 

MI  _  rM  _  g 

l'C  ""  K'G  ~  u 

Puis  nous  décrirons  sur  IK!  comme  diamètre  une  circonférence 
qui  coupera  AB  en  deux  points  F^  et  ¥\ ,  ou  qui  touchera  AB,  ou 
enfin  qui  ne  rencontrera  pas  AB.  Dans  le  premier  cas,  il  y  aura 
deux  solutions  ;  dans  le  second,  il  n'y 
en  aura  qu'une  ;  dans  le  troisième,  il 
n'y  en  aura  aucune  ;  et  les  deux  solu- 
tions du  premier  cas  ou  la  solution  du 
second  cas  seront  admissibles,  pourvu 
que  l'angle  CMB  soit  aigu;  car  alors 
les  points  F^  et  F'^  seront  situés  à  droite  ~  "  p."  ^ 
du  point  de  départ  M  du  mobile  assu- 
jetti à  décrire  la  droite  AB,  c'est-à-dire  du  côté  vers  lequel  ce 
mobile  se  dirige. 

76.  Action  du  vejit  sur  les  girouettes^  suivant  qu'elles  sont  en 

» 

repos  ou  en  mouvement. 

Le  vent  oriente  une  girouette  placée  sur  le  toit  d'une  maison, 
suivant  la  direction  même  dans  laquelle  il  soufile. 
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Supposons  qu*on  observe  une  girouette  placée  sur  le  mât 
(i*un  bateau.  Soit  M  la  projection  horizontale  du  mât  à 
un  instant  donné  ;  soit  MA  la  direction  et  la  grandeur  de  la  vi- 
tesse u  du  vent,  et  MB  la  direction  et  la  grandeur  de  la  vitesse  r 
du  bateau.  Nous  ne  changerons  pas  le  mouvement  relatif  du 
bateau  par  rapport  au  vent,  en  imaginant  qu'on  imprime  au 
vent  et  au  bateau  un  mouvement  d'entraînement  commun; 
choisissons  ce  mouvement  de  manière  û  rendre  le  bateau  im- 
mobile; nous  supposerons  donc  qu'on  im- 
prime au  bateau  et  à  Tair  une  vitesse  MB',  égale 
et  contraire  à  la  vitesse  MB.  Le  bateau  sera 
ramené  au  repos  et  la  vitesse  du  vent  sera  la 
résultante,  HG,  de  la  vitesse  MA  qu'il  possède 
réellement,  et  de  la  vitesse  MB'  qu'on  a  corn- 
muniquée  fictivement  à  tout  le  système.  Tout 
se  passe  donc  comme  si,  le  bateau  étant  fixe, 
le  vent  avait  une  vitesse  représentée  en  grandeur  et  en  di- 
rection par  la  diagonale  MG  du  parallélogramme  ACB'M.  La 
girouette  du  bateau  s*orientera  donc  dans  la  direction  de  celte 
diagonale. 

La  direction  de  la  girouette  n'est  pas  altérée  par  le  mouve- 
ment du  bateau,  lorsque  le  bateau  et  le  vent  ont  des  vitesses 
dirigées  suivant  la  même  droite. 

Cette  construction  explique  pourquoi  un  même  vent,  V,  agis- 
sant sur  deux  navires  ou  sur  deux  convois  de  chemin  de  fer  qui 
marchent  en  sens  contraires,  donnent  aux  drapeaux  des  navires, 

ou  aux  fumées  des  machines,  des 
directions  toutes  différentes. 

Le  navire  A  qui  suit  la  route  XY 

'*'     j/^^        î^vec  une  vitesse  v,  aura  ses  pavil- 
^'         Ions  et  sa  fumée  orientés  suivant 


-«-^ 


y" 


V       ^  ^'^j:^i>    X'     MN,  diagonale  du  parallélogramme 

„.    ^^  MVNv,  construit  sur  le  côté  MV, 

rig.  62. 

égal  et  parallèle  à  la  vitesse  V  du 
vent,  et  sur  le  côté  Mv,  égal,  parallèle  et  contraire  à  la  vitesse  p 
du  navire.  Le  navire  A',  qui  parcourt  la  route  parallèle  TV 
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avec  une  vitesse  v^  aura  ses  drapeaux  et  sa  fumée  orientés 
suivant  la  droite  M'N',  diagonale  du  parallélogramme  M'v'N'V, 
construit  de  même  sur  M'Y,  vitesse  du  vent,  et  M' r',  égale  et 
contraire  à  la  vitesse  du  navire. 

'  77.  Direction  à  donner  à  un  parapluie  pour  s^ abriter  quand 
on  marche. 

Un  homme  immobile  doit  tenir  son  parapluie  vertical  pour 
se  garantir  d'une  pluie  qui  tombe  verticalement.  Mais  s*il  mar- 
che dans  une  certaine  direction,  il  doit  incliner  son  parapluie 
dans  cette  direction. 

Soit  Av  la  vitesse  de  la  pluie  suivant  la  verticale,  et  Au  la 
vitesse  de  Thomme  suivant  Thorizontale.  Imprimons  à  Thomme 
et  à  la  pluie  un  mouvement  commun,  égal  et  contraire  è  la 
vitesse  u  de  l'homme.  L'homme  devient  immobile  par  cette 
hypothèse,  qui  n'altère  pas  le  mouve- 
ment relatif  de  la  pluie  par  rapport  à 
lui.  Quant  à  la  pluie,  elle  possède  à  la 
fois  la  vitesse  Av,  suivant  la  verticale,  et 
une  vitesse  Au'  égale  et  contraire  à  la 
vitesse  effective  de  Tho.mme.  La  résul- 
tante de  ces  deux  vitesses  est  la  vitesse  «.    ^ 

Fig.  63. 

relative  de  la  pluie.  Tout  se  passe  donc 
comme  si  la  pluie  tombait  suivant  la  droite  AV ,  l'homme 
restant  immobile,  et  par  suite  Thomme  doit,  pour  s'en  garan- 
tir le  mieux  possible,  donner  au  manche  de  son  parapluie  une 
direction  parallèle  à  AV. 

L'observation  des  étoiles  a  fait  découvrir  un  phénomène  com- 
plètement identique.  Chaque  étoile  nous  envoie  des  rayons 
lumineux  qui  se  propagent  avec  une  vitesse  de  508,000  kilo- 
mètres par  seconde;  l'observateur  qui,  placé  sur  la  terre, 
pointe  sa  Junette  sur  une  étoile,  reçoit  le  rayon  lumineux  dans 
sa  lunette  comme  tout  à  l'heure  notre  homme  recevait  les  gout- 
tes d'eau  sur  son  parapluie.  Si  la  terre  était  immobile,  la  lu- 
nette aurait  la  direction  mèm^  du  rayon  lumineux.  Mais  la 
terre  est  en  mouvement;  elle  décrit  autour  du  soleil,  avec 
une  vitesse  moyenne  de  30  kilomètres  à  la  seconde,  une  ellipse 
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dont  elle  achève  le  tour  en  une  année.  La  direction  de  la  lu- 
nette qui  reçoit  les  rayons  émanés  de  l'étoile^  est  donc  la  résul- 
tante de  la  vitesse  de  la  lumière  et  d'une  vitesse  égale  et  con- 
traire à  celle  de  la  terre  sur  son  orbite  ;  et  par  suite  la  direction 
dans  laquelle  parait  rëloile,  fait,  dans  le  sens  du  mouvement 
de  la  terre,  un  petit  angle  avec  la  direction  dans  laquelle 
elle  se  trouve  réellement  située.  De  là  résulte  que  toutes  les 
étoiles  semblent  décrire  annuellement  une  petite  courbe  fer- 
mée à  la  surface  du  ciel.  Ce  mouvement  apparent,  dû  au  mou- 
vement propre  de  la  terre,  constitue  ce  qu'on  appelle  Vaberra- 
tion  de  la  lumière. 
78.  Mouvement  annuel  apparent  du  soleil. 

La  terre  T,  que  nous  supposa 
rons  ici  réduite  à  un  seul  point 
matériel,  parcourt  en  un  an  une 
ellipse  AB,  dont  le  soleil  S  occupe 
l'un  des  foyers.  La  vitesse  v  de  la 
terre  est  dirigée  à  un  instant  quel- 
conque suivant  la  tangente  Tv  à  la 
^'^'  ^'  trajectoire,  et  elle  a  à  chaque  in- 

stant une  grandeur  que  nous  supposerons  connue. 

On  propose  de  chercher  le  mouvement  relatif  du  soleil  par 
rapport  à  la  terre,  ou  le  mouvement  apparent  du  soleil  pour 
nous,  qui,  habitant  la  terre,  la  regardons  comme  fixe  dans 
l'espace. 

Ce  problème  se  résoudra  encore  en  imprimant  à  chaque 
instant  aux  deux  points  T  et  S  un  mouvement  d'entraînement 
commun,  égal  et  contraire  à  la  vitesse  v  que  possède  la  terre  à 
cet  instant.  11  en  résultera  que  la  terre  T  deviendra  immobile,  et 
que  le  soleil  S  aura  à  chaque  instant  une  vitesse  t/  égale  et  pa- 
rallèle à  celle  que  possède  réellement  la  terre  au  même  instant, 
mais  dirigée  en  sens  contraire.  En  définitive,  le  soleil  S  sem- 
blera décrire  autour  de  la  terre  une  ellipse  égale  à  Tellipse  AB, 
dont  la  terre  occupera  un  des  foyers,  et  sa  vitesse  sera  à  chaque 
instant  égale  et  contraire  à  celle  de  la  terre  sur  son  orbite  (g  72). 
Pour  construire  la  trajectoire  apparente  du  soleil,  prenons  difle- 
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rentes  positions,  T,  T',  T",...  de  la  terre  sur  sa  trajectoire 
réelle;  joignons-les  au  point  S;  puis^  par  un  même  point  T^  de 
l'espace,  menons  des  droites  T^S^ ,  T^S/,  T^  8"^ , . . .  respectivement 
parallèles  et  égales  à  TS,T'S,T"S...  Le  lieu  des  points  SpS/, 
S/',  ainsi  obtenus  sera  la  trajectoire  cherchée.  L'observateur, 
qui  passe  en  réalité  du  point  T  au  point  T',  sur  sa  trajectoire 
réelle,  et  qui  se  croit  en  repos  en  un  point  T^  quelconque, 
verra  pendant  le  même  intervalle  de  temps  le  soleil  parcourir 
l'arc  SjS'j  de  sa  trajectoire  apparente. 


Fig.  65. 

De  même,  le  mouvement  de  rotation  de  la  terre  qui  s'effectue 
d'occident  en  orient  autour  de  là  ligne  des  pôles,  produit  pour 
les  hommes  l'apparence  d'un  mouvement  de  rotation  com- 
mun à  toute  la  voûte  céleste,  et  qui  s'effectue  d'orient  en 
occident  autour  de  la  môme  droite. 

79.  Mouvement  relatif  de  deux  planètes. 

Nous  supposerons,  pour  simplifier  le  problème,  que  les 
planètes  décrivent  autour  du  soleil,  d'un  mouvement  uni- 
forme, et  dans  le  même  sens,  des  cercles  concentriques  et 
situés  dans  un  même  plan,  et  que  le  soleil  occupe  le  centre 
commun  de  ces  cercles. 

Les  vitesses  des  deux  planètes  sur  leurs  trajectoires  sont 
liées  entre  elles  par  la  troisième  loi  de  Kepler  :  «  Les  carrés 
des  temps  des  révolutions  sont  comme  les  cubes  des  grands 
axes,  »  ou  ici,  comme  les  cubes  des  rayons. 

Soit  donc  S  le  soleil,  supposé  fixe  (fig.  66);  T  une  planète^ 
la  Terre,  par  exemple,  à  la  distance  ST=a,  du  soleil  ;  M  une 
a^utre  planète,  à  la  distance  SM=a'. 
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Appelons  t  et  V  les  temps  que  les  planètes  T  et  M  mettent  à 
faire  le  tour  entier  des  cercles  qui  leur  servent  de  trajectoire. 

La  vitesse  de  la  planète  T  sera 

-— ,  et  la  vitesse  de  M,  ^^. 

Or,  en  vertu  de  la  loi  de  Ke- 
pler qui  vient  d'être  citée, 
nous  avons  la  proportion 


|/1  —  fl'S' 


Donc 


Fig.  ee. 


et  par  suite 


(x) 


-J-î-J-\/S=v^ 


a 


Les  vilesses  sont  donc  entre  elles  en  raison  inverse  des  ra- 
cines carrées  des  rayons  des  orbites. 

Supposons  que  les  deux  planètes  partent  ensemble  d'une 
eonjonctiofiy  c'est-à-dire  des  positions  T  et  M,  situées  sur  une 
même  droite  passant  par  le  soleil,  et  du  même  côté  du  soleil 
sur  cette  droite. 

Au  bout  de  la  durée  ^  d*une  demi-révolution,  la  terre  par- 
vient en  Tp  au  point  opposé  de  son  orbite  ;  la  planète  M  aura, 
pendant  ce  temps,  décrit  un  certain  arc,  MMp  sur  sa  trajec- 
toire; les  arcs  MMp  TT^,  décrits  dans  le  même  temps  et 
chacun  avec  une  vitesse  uniforme,  sont  entre  eux  comme 
les  vitesses  des  mobiles,  c'est-à-dire  comme  ^a  est  à  ^a'  ;  on 
aura  donc 


arc  MM|      y^ 
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équation  où  tout  est  connu,  sauf  Parc  MM^,  qu'on  en  dé- 
duira. 
La  terre  revient  ensuite,  dans  un  second  intervalle  de  temps 

égal  à  ^,  au  point  T  où  elle  était  d'abord;  pendant  ce  temps, 

la  planète  passe  de  H^  en  M,,  en  décrivant  un  arc  M^M,,  égal  à 
MM,. 


Fig.  67. 


De  même  la  planète  décrit  l'arc  M,M3=M,M,,  pendant  que  la 
terre  retourne  de  T  en  T,,  et  Tare  M^M^  pendant  qu'elle  va 
de  T,  en  T. 

Supposons,  pour  simplifier  les  constructions,  que  M^  soit 
le  point  opposé  au  point  M  sur  l'orbite  de  la  planète. 

La  terre  et  la  planète,  qui  se  trouvaient  en  conjonction  aux 
points  T  et  M,  se  trouveront  en  opposition  aux  points  M^  et  T. 
Puis  au  bout  de  quatre  autres  demi-révolutions  de  la  terre,  la   . 
planète  se  retrouvera  à  son  point  de  départ  M,  et  la  terre  à  son 
point  de  départ  T. 

Pour  construire  la  trajectoire  relative  de  M  par  rapport  à  T, 
joignons  par  des  droites  les  positions  simultanées  des  deux 
planètes,  TM,  T,  M,,  TM„  T,M„  TM„  T,M„  TM„  T^M,,  TM  ;  puis, 
par  un  point  quelconque  0  (fig.  67),  qui  représentera  la  posi- 
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tion  fixe  attribuée  à  la  terre,  menons  des  droites,  0\k^  0^, 
PiS'  ®IS»  ^1*4'  ^i*i»  ^H'i»  0[JL„  0\k,  égales  et  parallèles  à  ces  lignes 
de  jonction.  Le  lieu  des  points  (jl,  (jl^,...  (jl,,  sera  la  trajectoire 
apparente.  On  en  aura  d'autres  points  en  fractionnant  les  arcs 
décrits  par  les  deux  planètes. 

Telle  est  la  courbe  que  la  planète  M  semblera  décrire 
par  rapport  à  la  terre.  Les  boucles  correspondent  aux  rétro- 
gradations apparentes  des  planètes  supérieures  au  moment 
des  conjonctions.  La  planète  M,  que  Ton  voit  marcher  dans 
le  sens  direct,  tant  qu'elle  parcourt  les  arcs  W  de  sa  tra- 
jectoire apparente,  parait  se  déplacera  la  surface  du  ciel  dans 
le  sens  rétrograde  quand  elle  parcourt  Tun  des  arcs  ZX,  ou 
ou  YW.  Le  mouvement  d'entraînement  de  la  terre  donne  une 
explication  très-simple  de  ce  phénomène. 

80.  Il  est  facile  de  construire  la  tangente  en  un  point 
donné  |x  de  la  trajectoire  relative.  En  effet,  cette  tangente  est 
la  direction  de  la  vitesse  relative  de  la  planète  M  par  rapport 
à  la  terre,  laquelle  est  la  résultante  de  la  vftesse  absolue  de 
M,  et  d'une  vitesse  égale  et  contraire  à  la  vitesse  absolue  de  T. 


Fig.  6S. 


Soient  à  un  même  instant  T  et  M  les  positions  des  deux  pla- 
nètes; par  le  point  0,  menons  0|x,  égal  et  parallèle  à  TM; 
|ji  sera  le  lieu  apparent  de  la  planète  M  par  rapport  à  la  pla- 
nète T  supposée  immobile  au  point  0.  Menons  aux  points  T  et 
M  les  tangentes  Tu,  MY,  aux  trajectoires  absolues,  et  prenons 
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sur  ces  tangentes,  dans  le  sens  du  mouvement,  des  longueurs 
Tu,  MY,  égales  ou  proportionnelles  aux  vitesses  des  deux  mo- 
biles. Par  le  point  (jl,  menons  \lu\  égal,  parallèle  et  de  sens  con- 
traire à  Tu  ;  puis  ijlY\  égal,  parallèle  à  MY,  mais  de  même  sens 
que  HY.  Construisons  le  parallélogramme  [xuVV;  la  diago- 
nale \>.\t,'  de  ce  parallélogramme  sera  la  direction  de  la  vitesse 
relative  de  M  par  rapport  à  T;  ce  sera  donc  la  tangente  à  la 
courbe  apparente  décrite  par  la  planète  M. 

81.  Cherchons  Téquation  de  la  trajection  apparente.  Soient 
M  et  n'  les  moyens  mouvements  des 
planètes  T  et  M  ;  on  appelle  ainsi  les 

rapports  —,  -rj-,  qui  expriment  les 

angles  décrits  par  les  rayons  vec- 
teurs ST',  SM'  dans  l'unité  de  temps. 
Prenons  pour.origine  du  temps  l'in- 
stant d'une  opposition,  ou  du  pas- 
sage de  la  planète  T  sur  le  rayon  SM.  **'  ^" 
Les  points  T  et  M'  étant  deux  positions  simultanées  quelcon- 
ques des  deux  mobiles,  on  a 

T'ST=n0,    M'SM= n'a, 

0  désignant  ici  le  temps.  Rapportons  les  positions  des  planètes 
aux  axes  rectangulaires  SX,  SY  ;  nous  aurons 
Pour  la  planète  T, 

y=^astnn9. 

Et  pour  la  planète  M, 

y^=a^s^nn^$. 

Les  coordonnées  du  mouvement  relatif,  rapporté  aux  axes 
parallèles  T'Ç,  T%  seront  donc 

Ç  =  a?!  — X  =  a'cos  n^0 — a  cosiiO, 
^o  =  y^'^y  =  afsinn^O — asinitO. 

Ces  deux  équations  définissent  le  mouvement  demandé;  si 
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entre  elles  on  élimine  le  temps  0,  on  aura  Véquation  de  la  tra- 
jectoire apparente,  définie  par  une  relation  entre  les  coordon- 
nées Ç  et  13. 

Si  les  moyens  mouvements  n  et  n^  sont  commensuraLIes 
entre  eux,  la  trajectoire  apparente  se  fermera,  et  son  équation 
sera  algébrique  :  car  il  est  possible  alors  de  trouver  un  temps 
0'  tel,  que  les  arcs  n^(^+V)  et  n(6+6')  aient  respectivemenî 
les  mêmes  lignes  trigonométriques  que  les  arcs  ii^9  et  nb  ;  il 
suffit  en  eflet  que  n^O'  et  nV  soient  à  la  fois  des  multiples  de 
2ic.  Or,  cela  est  toujours  possible  si  n  et  n^^  sont  entre  eui 
comme  deux  entiers  ketk^;  il  sufQt  en  effet  de  poser 


ftiO'rsSAlir, 


ce  qui  donne 


fii  n 


Si,  au  contraire,  n  et  n^  sont  incommensurables,  la  courk 
apparente  fait  un  nombre  infini  de  circuits  autour  du  point  0, 
sans  jamais  retomber  sur  un  arc  déjà  parcouru.  Dans  ce  cas, 
l'équation  de  la  trajectoire  apparente  est  transcendante. 

MÉTHODE  DE  ROBERVAL  POUR  LE  TRACÉ  DES  TANGENTES  AUX  COURBES. 

82.  Le  problème  des  tangentes  aux  courbes  est  l'un  des 
plus  importants  de  la  géométrie,  et  c^est  la  recherche  des  so- 
lutions de  ce  problème  qui  a  conduit  à  la  découverte  du 
calcul  différentiel.  La  cinématique  peut  dans  bien  des  c\is 
fournir  la  solution  cherchée. 

Considérons  la  courbe  à  laquelle  on  propose  de  mener  une 
tangente,  comme  engendrée  par  le  mouvement  d'un  point;  la 
vitesse  de  ce  point  sera  à  chaque  instant  dirigée  suivant  la 
tangente  à  cette  courbe.  Décomposons  à  un  certain  instant 
le  mouvement  du  point  en  deux  mouvements  simultanés  :  la 
vitesse  absolue  du  point  sera  la  résultante  des  vitesses  cônes- 
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pondantes  à  chacun  de  ces  deux  mouvements.  Si  donc  on  sait 
trouver  les  vitesses  de  chacun  d'eux,  on  pourra  construire 
la  tangente  à  la  courbe  par  la  règle  du  parallélogramme  des 
vitesses, 

La  règle  du  calcul  différentiel  revient  à  cet  énoncé.  La  di- 
rection de  la  tangente  en  un  point  (a:,  y)  à  une  courbe 

/■(x,  y)  :=  0,  est  définie  par  le  rapport  -p,  tiré  de  Téquation 

de  la  courbe  ;  cela  équivaut  à  dire  que  la  vitesse  du  point  mo- 
bile, décomposée  parallèlement  aux  axes,  a  pour  composantes 
des  vitesses  proportionnelles  k  dx  elkdy;  mais  Téquation  de 
la  courbe  donne 


%'^+%<'y-' 


OU  bien 


dx dy 

[d'y)        \di) 
Donc  enfin  on  obtiendra  la  tangente  cherchée  en  composant 
deux  droites,  l'une,  -/ «  menée  parallèlement  à  Taxe  des  x,  et 

l'autre,  —  -yi,  menée  parallèlement  à  Taxe  des  y. 

Quelquefois  on  détermine  facilement  l'une  des  deux  vites- 
ses composantes  en  grandeur  et  en  direction,  tandis  que  la 
seconde  est  définie  en  direction  seulement,  ce  qui  ne  suffit  pas 
pour  construire  le  parallélogramme  dont  la  tangente  cherchée 
est  la  diagonale.  Dans  ce  cas,  on  peut  souvent  achever  la  so- 
lution en  décomposant  le  mouvement  du  point  d'une  autre 
manière,  dans  laquelle  les  deux  vitesses  composantes  soient 
encore  connues  en  direclion,  et  Tune  d'elles  en  grandeur.  Ces 
diverses  méthodes  sont  connues  en  géométrie  sous  le  nom  de 
Méthode  de  Roberval. 

83.  Premier  exemple.  —  Tangente  à  la  conchoide.  —  La 
conchoîde  EF  s'obtient  en  menant  par  un  même  point  0  des 


iiO  MÉTHODE  DE  ROBERVAL. 

transversales  OD,  qui  rencontrent  une  droite  fixe  AB,  et  en 
prenant  sur  ces  transversales  une  longueur  constante  Q)  à 

partir  de  la  rencontre  avec  la  droite  AB. 
Soit  D  le  point  auquel  on  demande  de 
mener  une  tangente  à  la  courbe. 

Considérons  une  position  infiniment  Toi- 
sine,  0D\  de  la  transversale,  ce  qui  nous 
donne  un  point  de  la  courbe,  IK,  infiniment 
voisin  du  point  D.  Soit  C  le  point  de  ren- 
contre de  la  transversale  avec  la  droite  AB. 
Projetons  les  points  C  et  V  sur  OD  ;  nous 
décomposons  ainsi  chacun  des  éléments 
ce,  DD',  décrits  par  les  points  mobiles  C 
et  D,  en  deux  éléments  CC  et  CC,  Dir 
et  M)',  et  si  nous  divisons  ces  éléments 
par  le  temps  infiniment  petit,  0,  que  la 
droite  OD  met  à  passer  à  la  position  OD", 
nous  aurons  les  vitesses  des  points  G  et  D,  et  les  composante^) 
de  ces  vitesses  projetées  sur  OD  et  sur  une  perpendiculaire 
àOD. 

Les  longueurs  CD  et  CD'  sont  égales  par  hypothèse  ;  d'ail- 
leurs, la  longueur  CD",  projection  de  CD'  sur  une  direction 
qui  fait  avec  OD'  un  angle  infiniment  petit,  est  égale  à  CD',  à 
moins  d'un  infiniment  petit  du  second  ordre  (§61).  Par  suite 
CD*'  =  CD,  et  retranchant  de  part  et  d*autre  la  partie  com- 
mune CD,  il  vient  CC  =  DD*.  Si  Ton  divise  par  8,  on  voit 
que  les  vitesses  des  points  C  et  D,  projetées  sur  OD,  sont 
égales. 

ce* 

Les  vitesses  de  ces  points  perpendiculairement  à  OD  y  —^ 

D'D* 

,  sbnt  entre  elles  comme  CC  et  D'D'',  ou  comme  les 


Fig.  70. 


et 


d 


distances  OC,  OD',  ou  à  la  limite,  comme  OC  et  OD. 

Prenons  donc,  à  partir  du  point  C  dans  la  direction  CA,  une 
longueur  arbitraire  CH,  qui  représentera  la  vitesse  du  point  C 
le  long  de  la  droite  BA.  Puis  décomposons  cette  vitesse  CU 
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en  deux  \itesses,  Pane  CG  suivant  OD,  TautreCK  perpendicu- 
laire a  la  première.  Nous  venons  de  voir  que  la  vitesse  absolue 
du  point  U  a  une  composante  suivant  OD  égale  à  la  compo- 
sante de  la  vitesse  du  point  C,  c'est-à-dire  égale  à  CG.  On 
prendra  donc  DM  =  CG.  La  composante  de  la  vitesse  du  point 
D  perpendiculairement  à  OD  es^  à  la  composante  CK  comme 
OD  est  à  OC.  Au  point  D,  élevons  DL  perpendiculaire  à 
OD,  puis  joignons  OK  et  prolongeons  cette  droite  jusqu'au 
point  L  ;  nous  aurons  la  proportion 

DL_0D 
CK~OC* 

Donc  DL  est  la  composante  de  la  vitesse  du  point  D,  normale 
àOD. 

Achevant  le  rectangle  LDMT,  on  en  mènera  la  diagonale 
I)T,  qui  sera  la  tangente  cherchée. 

La  même  construction  s'applique  à 
la  courbe  EF,  engendrée  par  l'exlré- 
mitë  D  d'une  droite  finie,  CD,  dont 
l'autre  extrémité  C  glisse  le  long  d'une 
ligne  donnée,  AB,  et  dont  la  direc- 
tion reste  tangente  à  une  ligne, 
PQ.  Il  suffit  en  effet  de  remplacer  la 
courbe  AB  par  sa  tangente  CA'  au 
point  C,  et  de  considérer  le  point  de 
contact  0  comme  un  point  fixe,  par 
lequel  la  direction  CD  est  assujettie  à 
passer  pendant  un  temps  infiniment 

court. 

Nous  indiquerons  plus  loin  une  autre  manière'de  construire 
la  tangente  à  la  conchoide.  Remarquons  qu'étant  données 
les  deux  lignes  AB,  EF,  et  sachant  que  la  longueur  CD  est  con- 
stante, la  construction  des  tangentes  en  C  et  D  à  ces  lignes 
permet  de  déterminer  le  point  0 ,  où  la  droite  CD  touche 
l'enveloppe  de  ses  positions  successives. 

84.  Second  exemple.  -^  Mener  une  tangente  au  point  H 
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MA 


au  lieu  des  points  tels,  que  le  rapport ,  rrg  »  des  distances 

de  CCS  points  à  deux  points  fixes  A  et  B  soit  égal  à  un  nombre 
donné  K. 

Soit  M' un  point  du  lieu  infiniment  voisin  du  point  M.  ALais- 
sons  du  point  M' les  perpendiculaires  M'M",  M^M"  sur  les  droi- 
tes MA,  MB.  Puis  considérons  les  rapports 


e 


e 


MM"    M^'M' 


.1  des  longueurs  infiniment  petites  MM',...  M' M'. 

à  l'intervalle  de  temps  infiniment  petit  0  que  le  point  mobi!c 

met  à  aller  du  point  M  au 
point  M'.  Le  premier  rap- 
port est  la  vitesse  du  poiiiL 

Les  deux  suivants,   —r-  et 


e 


6 


,  sont  les  composante: 


de  cette  vitesse  suivant  MA 
et  une   perpendiculaire  à 

sont  les  composantes  de  la  vites>o 


Kg.  71. 

MA.  De  même,  — r-  et  — r— 

0  6 

absolue  du  point  suivant  MB  et  une  perpendiculaire  à  MB.  Or 

nous  pouvons  déterminer  le  rapport  de  MM'  à  MM"'.   En  effel, 

AM"  diffère  de  AM'  d'un  infiniment  petit  du  second  ordre;  de 

même  BM"'  diffère  de  BM'  d'un  infiniment  petit  du  second 

ordre  ;  donc  MM"  et  MM"  sont,  à  des  infiniment  petits  d  onlrr 

supérieur  près,  les  différences  entre  AM  et  AM',  enlre  BM  oi 

BM'.  Mais  nous  avons  à  la  fois 


All  =  BHxK 


et 


A1I'=BM'XK, 


puisque  M  et  M'  sont  deux  points  du  lieu.  Par  suite 

AH— AH'=(BH— BM')xK, 
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ou  bien 

Les  longueurs  infiniment  petites  MM'',  MM'''  sont  entre  elles 
dans  le  même  rapport  que  les  dislances  MA,  MB;  il  en  est 

donc  de  même  des  vitesses  -^  et  -^1  c'est-à-dire  des  vites- 

SCS  du  point  mobile  estimées  suivant  les  directions  MA  et  MB. 

Prenons  la  longueur  MA  pour  représenter  la  vitesse  du  point 
M  projetée  sur  la  direction  MA.  Nous  obtiendrons  la  vitesse 
absolue  de  M  en  composant  MA  avec  une  vitesse  perpendicu- 
laire à  sa  direction,  et,  par  suite,  la  vitesse  absolue  sera  re- 
présentée à  la  même  échelle  par  une  droite  partant  du  point 
M  et  aboutissant  en  un  point  de  la  droite  AN,  élevée  au  point 
A  perpendiculairement  à  AM.  Par  la  même  raison,  la  vitesse 
absolue  est  représentée  par  une  droite  partant  du  point  M  et 
aboutissant  en  un  point  de  la  droite  BP,  perpendiculaire  à  BM 
menée  par  le  point  B.  Donc  la  droite  qui  représente  cette  vi- 
tesse aboutit  au  point  T,  où  se  coupent  les  droites  AN  et  BP, 
et  MT  est  la  tangente  cherchée. 

Ici,  nous  avons  obtenu  la  tangente  en  décomposant  le 
mouvement  de  deux  manières,  et  nous  n'avons  pas  eu  à 
déterminer  en  grandeur  les  vitesses  normales  aux  rayons 
MA,  MB. 

Il  est  facile  de  reconnaître  d'après  cette  construction  que  le 
lieu  cherché  est  un  cercle  dont  le  centre  est  situé  sur  la  di- 
rection AB.  Au  point  M  élevons  une  perpendiculaire  sur  MT. 
Ce  sera  la  normale  à  la  courbe  lieu  des  points  M,  et  nous 
allons  prouver  qu'elle  coupe  la  direction  AB  en  un  point  fixe 
0.  Les  angles  MAT,  TBM  étant  droits  par  construction,  les 
quatre  points  M,  A,  T,  B  sont  sur  une  même  circonférence  et 
MT  est  un  diamètre  de  celte  circonférence;  donc  MO,  perpen- 
diculaire au  diamètre  MT,  est  tangente  à  cette  circonférence 
au  point  M.  L'angle  0MB,  formé  par  une  corde  MB  et  une  tan- 
gente MO,  a  pour  mesure  la  moitié  de  Parc  MB  sous-tendu 
par  la  corde,  il  est  donc  égal  à  l'angle  inscrit  MAB,  qui  com- 

MÉC.   COLUCHOH.  8 
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prend  le  même  arc  entre  ses  cùlés.  Les  deux  triangles  SL^»"» 
MBO,  qui  ont  un  angle  commun  en  0,  et  les  angles  MAO,  IMO 
égaux  entre  eux,  sont  semblables  et  donnent  la  suite  de  rap- 
ports égaux 


BO 

MO 


AM 


0 


Donc 


»r.       w/x       MB        MO 

B0=M0X^  =  ^. 

A0=lI0x'J^^  =  M0xK, 


et  par  suite 


Les  distances  du  point  0  aux  points  A  et  B  sont  donc  en're 
elles  dans  le  rapport  connu  K%  et,  par  suite,  la  position  du 
point  0  est  fixe  sur  la  direction  AB. 

Les  mêmes  relations  donnent  MO*  =  BOxAO,  et  comme 

BO  et  OA  sont  constants,  MO  est  aussi  con- 
stant. Le  lieu  du  point  M  est  donc  une  cir- 
conférence décrite  du  point  0  comme  centre 
avec  la  grandeur  MO  pour  rayon. 

85.  Tangente  à  une  section  cotiique,  — 
Soit  F  le  foyer,  AB  la  directiice  correspon- 
dante d'une  conique  MN.  Soit  MF=r, 
MP  =;j,  les  dislances  d'un  même  point  M 
de  la  courbe,  au  point  F  et  à  la  droite  AB; 
F»g  7î-  rc(|uation  de  la  courbe,  dans  ce  système 

particulier  de  coordonnées,  sera 

K  désignant  un  rapport  constant.  Proposons -nous  de  mener 
une  tangente  à  la  courbe  au  point  M.  Prenons  sur  la  courbe  un 
point  M' infiniment  voisin  du  point  M;  les  coordonnées  de  ce 
point  seront  i^:=M'F  et  p'=M'P'.  Projetons  le  point  M' en  1 
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sur  MP,  en  H  sur  MF.  Les  longueurs  MI  et  HM  seront  les  varia- 
tions simultanées  des  distances  MP  et  MF,  quand  le  point  mo- 
bile qui  est  suppose  engendrer  la  courbe  passe  de  M  en  M^,  et 
Ion  aura  par  conséquent 

HH  =  KxMI, 

équation  qui  n'est  autre  autre  que  Téquation  de  la  courbe 
différentiée. 

On  peut  faire  passer  le  point  mobile  de  M  en  M'  de  deux 
manières  :  1"^  en  le  faisant  glisser  de  M  en  H,  puis  en  faisant 
tourner  le  rayon  FH  autour  de  F  jusqu'à  ce  que  le  point  H 
coïncide  avec  M'  ;  S""  en  le  faisant  glisser  de  M  en  I,  puis  en 
déplaçant  la  droite  PI  parallèlement  à  la  directrice  AB,  de  la 
quantité  PP. 

La  vitesse  du  mobile  suivant  la  tangente  cherchée  a  donc 
pour  projection  sur  MP  une  vitesse  proportionnelle  à  Mf,  et  sur 
MF  une  vitesse  proportionnelle  à  MU;  mais  Ml  et  MH  sont 
entre  eux  dans  le  même  rapport  queMP  et  MF.  On  peut  donc 
prendre  MP  pour  représenter  la  projection  de  la  vitesse 
cherchée  sur  la  direction  MP,  et  MF  représentera  alors  la  pro- 
jection de  la  même  vitesse  sur  la  direction  MF.  Il  suffit  par 
conséquent  d'élever  en  F  une  perpendiculaire  FL  sur  MF,  delà 
prolonger  jusqu^à  la  rencontre  en  L  avec  la  directrice,  et  de 
joindre  LM,  pour  avoir  la  tangente  cherchée. 

Cette  construction  revient  en  détlnitive  à  construire  un  qua- 
drilatère PMFL,  semblable  au  quadrilatère  infinitésimal 
IMHM',  et  semblablement  placé  par  rapport  au  point  M.  Les 
deux  points  homologues  M'  et  L  sont  en  ligne  droite  avec  le 
centre  M  de  similitude,  et  ML  est  la  tangente  demandée. 

86.  Tangente  à  l'ellipse  et  à  IhyperboUy  rapportées  à  leurs 
foyers.  —  L'équation  de  Tellipse  rapportée  à  ses  foyers  est 

en  appelant  r  et  r'  les  distancés  MF,  MF',  d'un  même  point 
de  la  courbe  aux  deux  foyers,  et  2a  la  longueur  du  grand  axe. 
On  en  déduit  en  difTérentiant 
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OU 


drz^'-dr'. 


Fig.  73. 


Si  donc  le  rayon  FM  augmente  d'une  quantité  Ml'  quand  le 
point  mobile  passe  de  M  en  M',  le  rayon  FM  diminue  d'une 
quantité  MI  égale  à  Ml'.  On  peut  faire  passer  le  point  M  dans 

sa  position  M'  infiniment  voi- 
sine, en  le  faisant  glisser  d^une 
quantité  arbitraire,  infiniment 
petite,  Ml',  le  long  du  rayon  F'M, 
puis  en  faisant  tourner  le  même 
rayon  autour  de  F',  pour  ramener 
le  point  V  sur  la  courbe;  dans  ce  mouvement,  le  point  V  dé- 
crit l'élément  l'M'  normal  à  FT.  On  peut  amener  aussi  le 
point  M  en  M'  en  le  faisant  glisser  sur  MF  de  la  quantité  Ml, 
égale  à  IM',  puis  en  faisant  tourner  le  rayon  MF  autour  du 
foyer  F,  mouvement  dans  lequel  le  point  mobile  décrit  un 
élément  M'  normal  à  MF. 

Donc  les  projections  de  la  vitesse  du  point  mobile  sur  les 
deux  directions  F'M,  VîlL  sont  égales.  On  obtiendra  la  di- 
rection de  la  vitesse  en  prenant  à 
partir  du  point  M,  sur  le  prolonge- 
ment de  l'un  des  rayons,  et  sur  la 
direction  même  de  l'autre,  des  quan- 
tités égales  MA,  MB,  et  en  èlevanl 
des  perpendiculaires  AT,  BT,  sur  as 
rayons.  Le  point  T,  intersection  des 
perpendiculaires,  appartiendra  à  la 
tangente.  La  construction  revient  à 
mener  la  bissectrice  de  l'angle  BMF,  adjacent  à  celui  que 
forment  les  deux  rayons. 

On  reconnailrait  de  même  (fig.  74)  que  la  tangente  MTà 
l'hyperbole  MN  divise  en  deux  parties  égales  l'angle  dt^ 
rayons  vecteurs  MF,  MF'  menés  aux  deux  foyers  F  et  F'. 
L'équation  de  l'hyperbole  est 


f'— r  =  2a. 
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Les  asymptotes  de  la  courbe  s'obtiendront  en  décrivant  du 
foyer  F'  comme  centre,  avec  un  rayon  égal  à  2a,  une  circonfé- 
rence à  laquelle  on  mènera  une  tangente  FA  à  partir  de  l'au- 
tre foyer.  Les  deux  droites  parallèles  F'A  et  FB,  concourent 
en  un  point  infiniment  éloigné,  qui  appartient  à  Thyperbole. 
La  tangente  en  ce  point,  c'est-à-dire  Tasymptote  cherchée  OC, 
est  une  parallèle  à  ces  deux  droites  menée  à  égale  distance 
de  chacune,  et  passant 
par  conséquent  par  le 
point  0,  milieu  de  FF',  et 
centre  de  la  courbe. 

87 .  Problème.  —  A  par- 
tir d'un  point  0  (fig.  75), 
on  mène  arbitrairement 
une  transversale  OAB,qui 
rencontre  en  deux  points 
A  et  B  deux  droites  données  AX,'BY.  On  prend  sur  le  segmen 
AB  un  point  I  qui  partage  ce  segment  en  deux  parties  dans  un 

rapport  donné  —  i  en  sorte  qu'on  ait 


Fig.  75. 


lA 
IB 


m 

— • 
n 


On  demande  de  construire  la  tangente  à  la  courbe  lieu  des 
points  ainsi  construits. 

Par  le  point  0  menons  une  transversale  infiniment  voisine 
OA'B',  et  prenons  sur  la  droite  fixe  A'B'  un  point  V  satisfaisant 
à  la  condition 

PA'_m 

Le  point  V  appartient  au  lieu,  et  IV  est  à  la  limite  la  direction 
de  la  tangente  cherchée.  Projetons  les  points  A',  V  et  B'  en  A", 
l"  et  B'^,  sur  la  direction  OB;  nous  décomposons  ainsi  les  dé- 
placements effectifs  AA',  11',  BB',  chacun  en  deux  déplace- 
ments, Tun  de  glissemenl  sur  le  rayon  OB,  l'autre  de  circu- 
lation autour  du  point  0.  Les  vitesses  de  circulation  sont 
proportionnelles  aux  éléments  A'A",  IT,  B'B'',  c'est-à-dire 
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aux  distances  OA',  01%  OB',  ou,  à  la  limite,  aux  distan- 
ces OA,  01,  OB.  Par  les  points  A,  I  et  B,  élevons  dt^ 
perpendiculaires  sur  les  trajectoires  AA',  IP,  BB',  des  troi< 
points  mobiles,  et  coupons  ces  perpendiculaires  par  u!ie 
droite  Ofc,  élevée  en  0  perpendiculairement  sur  la  droite  OC. 
Les  triangles  OaA,  Oil,  OtB,  rectangles  en  0,  sont  respective- 
ment semblables  aux  triangles  infinitésimaux  AA'A",  IVV\ 
BB'B",  comme  ayant  des  côtés  perpendiculaires  chacun  à 
chacun.  Mais  nous  venons  d'établir  la  proportion 


Donc 


A'A" 
OA 

ri"  B'B" 
~"  01 

AA" 
Oa 

II»      BB* 

""  Oi  ~  Ob  ' 

Or  il  est  facile  de  trouver  une  relation  entre  les  trois  glis- 
sements simultanés  AA",  U",  BB".  On  a  en  effet  la  série  de 
rapports  égaux 

UIM/m 
IB  ~  i'B'  ~  Il  • 

Donc 

lA  — FA^      m 
IB  — l'B'  ""  Il  ' 

Mais  TA'  est  égal,  à  des  infiniment  petits  négligeables  près, 
à  sa  projection  T'A"  ;  PB'  est  de  même  égal  à  T'B" ,  de  sorte 
qu'on  a  à  la  fois 

lA— I'A'  =  ÏP-U*. 
IB— I'B'  =  BB''  — II". 

La  proportion  devient 

II"  —  AA"  _  m 
BB"  — 1I*~  n' 

ou  bien,  en  remplaçant  A  A",  II",  BB",  par  des  quantités  pro- 
portionnelles, 

Oî —  Ort ia m 

Ob-^Oi~ib~n' 

Le  point  i  partage  donc  la  distance  connue  ab  en  deux  seg- 
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inents  dans  le  rapport  de  m  à  n;  on  pourra  déterminer  ce 
point,  et  la  droite  il  sera  la  normale  au  lieu  des  points  I. 

88.  La  question  peut  se  généraliser  de  la  façon  suivante. 
Étant  données  trois  courbes  LL',  MM',  NN',  on  mène  tangen- 
tiellement  à  la  courbe  NN'  une  droite  OAB,  qui  coupe  les  deux 
autres  courbes  en  A  et  B.  On  prend  sur  la  portion  AB  un  point 
I  partageant  cette  longueur  dans  un  rapport  donné.  On  de- 
mande de  mener  une  tangente  au  lieu  géométrique  des 
points  I. 

Il  sufGra  de  remplacer,  aux  points  A  et  B,  les  courbes  LU, 
MM'  par  leurs  tangentes  AT,  BS,  et*  la  courbe  NN',  par  le 
point  de  contact  0,  qui  forme  l'intersection  de  la  trans- 
versale AB  avec  une  posi- 
tion inOniment  voisine  de  ^] 
la  môme  droite.  On  achè- 
vera la  construction  en  éle- 
vant les  normales  en  A, 
en  B  et  en  0  aux  trois  cour- 
bés données  ;  les  deux  ^*^'  ^^' 
premières  normales  Aa,  B6,  déterminent  sur  la  troisième  un 
segment  a6,  qu'on  partagera  en  i  dans  le  rapport  donné  ;  et 
la  droite  il  sera  la  normale  au  lieu  du  point  1. 

89.  Réciproquement  étant  données  trois  courbes  LL',  MM', 
PP',  et  sachant  que  la  portion  AB  d'une  droite  mobile  de  longueur 
variable^  comprise  entre  les  deux  premières  courbes^  est  partagée 
au  point  I  par  la  troisième  dans  un  rapport  donné,  il  suffit,  pour 
trouver  le  point  OoUla  direction  AB  touche  F  enveloppe  de  ses  po- 
sitions sticcessives y  de  mener  les  normales  Aa,  li,  Bb,  aux  trois 
courbes  j  et  de  les  couper  par  une  droite  ba  normale  à  la  direc- 

ia 
tion  AB  et  telle,  que  le  rapport  rr  soit  égal  au  rapport  donné.  Le 

point  0  est  à  l'intersection  de  celte  droite  et  de  AB. 

Cette  construction  permet  de  trouver  le  centre  de  courbure 
de  certaines  courbes  *. 

^  ^07.  CouT9  de  mécanique,  d'Edmond  fiour.  —  Cinématique,  p.  52. 
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TOTALE 


CHAPITRE  UNIQUE 


90.  Nous  avons  déjà  défini  (g  31)  cequ*on  entend  par  accé- 
léraiiotij  lorsque  le  mouvement  est  rectiligne,  et  par  accéléra- 
tion  tangentielle,  lorsque  le  mouvement  ne  s'efTeclue  pas  sui- 
vant une  ligne  droite.  Nous  allons  étendre  la  définition  de 
Taccclération  au  moyen  de  la  théorie  du  mouvement  relatif. 

Considérons  d'abord  un  mouvement  rectiligne.  Soit  AB  la 
ligne  droite  qui  sert  de  trajectoire  à  un  mobile  M,  dont  la 


A  MM'  B  U  C  0'  c 

Fig.  T7.  Fig.  78. 

vitesse  est  variable.  Les  vitesses  du  mobile  en  deux  positions 
successives  trés-rapprochées,  M«  M\  prises  sur  la  trajectoire, 
seront  généralement  difTérentes  ;  appelons  i;  U  vitesse  au 
point  M,  et  v'  la  vitesse  au  point  M'  ;  soit  enfin  dt  le  temps  très- 
court  qui  s'est  écoulé  entre  le  passage  du  mobile  en  M  et  son 
passage  en  M'. 

Imaginons  qu'un  mobile  fictif  parte  du  point  M  en  même 
temps  que  le  mobile  réel,  avec  la  même  vitesse  t;,  et  dans  le 
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même  sens  -\B,  mais  q^te  son  mouvement  soit  uniforme;  pub 
cherchons  qutrle  esl  lu  bout  du  temps  lil  la  vitesse  relative  du 
mobile  réel  par  rapp^jrl  au  mobile  iiclif. 

Pour  cela,  nous  appliquerons  le  théorème  du  §  68:  h  \i- 
tesse  relati\e  à  un  moment  donné  est  la  rêsultmtte  de  la  >i- 
lesse  absolue  et  de  la  vitesse  d'entrainement  prise  .en  sds 
contraire. 

Au  bout  du  temps  dt^  la  viiesse  absolue  du  mobile  m. 
est  f/.  Menons  donc  une  droite  CC  égale  à  i<,  et  parallèle  à  la  di- 
reclion  de  la  vitesse,  c'est-à-dire  parallèle  à  la  trajectoire  Ali. 

La  vitesse  d^entrainement  est  la  vitesse  du  mobile  fictif;  tlk 
est  égale  à  r,  et  elle  est  dirigée  suivant  la  droite  AB  ;  mais  nou^ 
devons  la  prendre  en  sens  contraire,  ce  qui  revient  à  por- 
ter sur  CO,  de  C  vers  0,  une  quantité  CC  =  r  ;  la  différence 
OC  =  t/  —  V  sera  la  résultante  des  deux  vitesses  r'  et  r  ;  c'est 
donc  la  vitesse  relative  cberchée. 

Les  deux  vitesses  r  et  r'  diffèrent  infiniment  peu  Tune  do 
Tautre,  et  la  quantité  infiniment  petite  t/  —  v  =  dv  esta' 
qu'on  appelle  la  vitesse  acqu'ue  élémentaire;  si  on  la  divise  par 

le  temps  dty  le  rapport  -r-  exprime  la  quantité  dont  s'accroî- 
trait la  vitesse  du  mobile  pendant  l'unité  de  temps,  si,  pen- 
dant toute  cette  durée,  la  vitesse  recevait  en  temps  égaux  des 
accroissements  élémentaires  égaux. 

Ce  rapport  -j-  est,  comme  nous  l'avons  vu,  la  vitesse  de  k 

vitesse  ou  Vaccélération  du  mouvement  rectiligne. 

Représentons-le  par  j  ;  nous  aurons  dv  =  jdt  ;  nous  pour- 
rons dire  en  conséquence  que  la  vitesse  du  mobile  s* accroît  pen- 
dant un  temps  très-court  dt  d'une  quantité  égale  au  prodmt  de 
raccélération'ipar  cet  intervalle  de  temps  dt,  ou,  en  employant 
la  notion  du  mouvement  relatif,  que  le  produit  \ài  est  la  vitesse 
apparente  qu^aurait  le  mobile  au  bout  du  temps  dt,  par  rapporl 
à  un  observateur  qui  pendant  tout  le  temps  dt  conserverait  la  vi- 
tesse V  qu* avait  le  mobile  au  commencement  de  ce  temps. 

La  considération  du  mouvement  relatif  conduit  ainsi  à  dé- 
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composer  le  mouvement  du  mobile^  entre  deux  positions  très- 
voisines  M,  M',  occupées  successivement  par  lui  sur  sa  trajec- 
toire, en  deux  mouvements  simples  :  le  premier  est  un 
mouvement  t/ni/biTne,  dont  la  vitesse  constante  est  t;  ;  le  second 
est  un  mouvement  uniformément  variéy  qui  part  du  repos  et 
dont  V  accélération  constante  est;.  Le  mouvement  effectif  du 
mobile  sera  la  résultante  de  ces 

deux  mouvements  ;  l'espace  total  m       fir~w 

décrit  sera  la  somme  des  deux  es-  Fig.  79. 

paces  respectivement  décrits  en 

vertu  de  chaque  mouvement  considéré  seul,  puisqu'ils  sont 

tous  deux  dirigés  suivant  la  même  droite. 

Or,  en  vertu  du  premier  mouvement  pris  isolément,  le 
mobileparcourrait  dans  un  temps  0,  très-petit,  une  longueur 
Mm=  vO;  en  vertu  du  second  mouvement,  le  mobile  partant 
du  repos  parcourrait  une  longueur  égale  à  ^  jô'  (g  58) . 

Ces  deux  longueurs,  qui  sont  dirigées  suivant  la  même 
droite,  s'additionnent  pour  donner  Tespace  réellement  décrit, 

Mais  Mm  =  vO.  Donc 

Delà  résulte  une  nouvelle  méthode  pour  trouver  T  accéléra- 
tion j  dans  le  mouvement  rectiligne,  en  considérant  les  espaces 
parcourus. 

Ou  a  en  effet  à  la  limite,  pour  0  infiniment  petit, 

.     2mM' 

Pour  trouver  l'accélération  j  à  un  instant  donné,  on  prendra 
donc,  au  bout  d'un  temps  0  très-court  après  cet  instant,  la 
dislance  mM'  entre  la  position  M'  du  mobile,  et  la  position  m 
qu'il  aurait,  si  pendant  tout  le  temps  0  il  avait  conservé  sa 
vitesse,  et  on  divisera  le  double  de  cette  distance  par  0*.  Le 
quotient  sera  la  mesure  de  l'accélération  cherchée. 
Les  formules  que  nous  venons  d'obtenir  sont  générales. 
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pourvu  que  l'on  donne  aux  vitesses  v,  v',  à  racoélération  ], 
enfin  aux  espaces  décrits  sur  la  trajectoire,  les  signes  ziz^ 
briques  qui  correspondent  au  sens  de  ces  diverses  quantités. 

MOUVEMOfT  CUBVaiGNE. 

91.  Nous  pouvons  appliquer  les  mêmes  principes  au  mou- 
vement curviligne.  « 
Soit  AB  la  trajectoire  ; 

M  et  M',  deux  positions  successives  du  mobile.  Tune  M  au 
commencement,  Tautre  M'  à  la  fin  d'un  intervalle  de  temps  h 
très-court. 

Menons  en  M  et  M'  deux  tangentes  à  la  trajectoire,  et  sur 
ces  tangentes  prenons,  dans  le  sens  du  mouvement,  deux  lon- 
gueurs Mv,  H  V  égales  aux  vitesses 
du  mobile  à  son  passage  en  M  et 
en  M'. 
Puis  cherchons  la  vitesse  tek- 
^^^'  ^'  iive  du  mobile  parvenu  en  M'  par 

rapport  à  un  mobile  fictif  qui  serait  entraîné  le  long  de  Mr, 
avec  la  vitesse  v  que  possède  le  mobile  à  son  passage  en  M. 
Pour  cela,  menons  par  un  même  point  0  de  l'espace  dmii 

droites  OC,  OC,  égales  et  parallèles  à  Mv,  Mr. 
I     ~Z^^.    Joignons  CC.  Celte  droite  représentera  la  \i- 
L:^_^^     tesse  relative  cherchée. 

p.    g^  En   effet,  achevons   le   parallélogramme 

OCCD;  dans  ce  parallélogramme,  la  diago- 
nale OC  est  la  résultante  des  deux  côtés  OC,  OD  ;  la  vitesse 
absolue  v'  du  mobile  au  point  M'  est  la  résultante  de  la  vi- 
tesse OD,  ou  CC\  et  de  la  vitesse  d'entraînement,  OC =9,  du 
système  de  comparaison.  Donc  CC  est  la  vitesse  relative  en 
grandeur  et  en  direction. 

Cette  vitesse  relative  est  encore  ce  qu'on  appelle  la  vitesse 
acquise  élémentaire.  C'est  la  vitesse  infiniment  petite  qui  se 
compose  avec  la  vitesse  t;  pour  produire  au  bout  du  temps  ô  la 
vitesse  v'. 
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ce 

Vaccélération  totale  j  est  le  quotient  —  de  la  vitesse  acquise 

élémentaire  par  le  temps  6  du  trajet  du  mobile  de  M  en  M'. 
La  direction  CC,  ou  OD,  est  la  direction  de  l'accélération  j. 
Dans  le  mouvement  curviligne,  Taccéléralion  totale  a  une  di- 
rection différente  de  la  vitesse;  elle  a  la  même  direction  que 
la  vitesse  dans  le  mouvement  rectiligne. 

La  vitesse  acquise  élémentaire  s^obtient  en  multipliant  par  0 
l'accélération  totale  j. 

L'application  de  la  théorie  du  mouvement  relatif  conduit 
donc  encore  à  décomposer  le  mouvement  réel  du  mobile  pen- 
dant un  temps  très-court  ô,  en  deux  mou- 
vements rectilignes  simultanés.  Le  premier, 

uniforme,  s'effectue  le  long  de  la  tangente ^^  -  - 

à  la  trajectoire  au  point  M  avec  la  vitesse    *        ** 
constante  v  que  le  mobile  possède  à  son  ^^' 

passage  en  M.  Le  mobile  parcourt  en  vertu  de  ce  mouvement 
l'espace  Mm  =  t;6. 

Le  second,  uniformément  varié,  fait  parcourir  au  mobile 
l'espace  rectiligne  mM',  avec  une  accélération  constante  égale 
à  j  ;  ce  second  mouvement  part  du  repos,  et  par  suite,  au  bout 
du  temps  0,  l'espace  décrit  mW  est  égal  à  j  j6'. 

Vaccélération  totale  j  se  déterminera,  en  directionj  par  la 
recherche  de  la  position  que  prend  la  droite  mM'  à  la  limite, 
lorsque  0  décroit  indéfiniment  ;  en  grandeur^  en  divisant  le 
double  de  la  distance  mW  par  0*, 

__  2mM' 

et  en  prenant  la  limite  de  ce  rapport. 

92.  L'analyse  conduit  au  même  résultat.  Soit  (fig.  83)  AM 
la  trajectoire  d'un  point  mobile,  qui  passe  en  A  à  un  certain 
instant. 

Rapportons  le  mouvenâent  à  trois  axes  coordonnés,  menés 
par  le  point  A,  AX,  AY,  AZ;  nous  prendrons  l'un  de  ces  axes, 
AX,  tangent  à  la  trajectoire  en  A,  et  dirigé  dans  le  sens  du 
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mouvement.  Les  deux  autres  axes,  AY,  AZ  seront  d'abord  di- 
rigés arbitrairement  ;  mais  nous  verrons  qu'il  y  a  intérêt  à 

adopter  pour  l'un  d'eux,  AZ,  une  direction 
particulière  qui  sera  délinic  tout  à  rbeure. 
a         Les  coordonnées  du  mobile,  j;,  j/,  z^  sont 
^^        commes  en  fonction  du  temps  t,  mesuré 
,    à  partir  du  passage  du  mobile  en  A,    par 


Kl»'/  X 

c''  trois  équations  de  la  forme 


Fi?,  s:.. 


Nous  supposerons  que  ces  fonctions  soient  dèveloppables  en 
séries,  ordonnées  suivant  les  puissances  ascendantes  du  temps 
f,  ou  moins  pour  les  très-petites  \aleurs  de  la  variable.  Le 
mouvement,  dans  les  environs  du  point  A,  sera  donc  délini 
par  les  équations 

X  '---  /'/„  -h  r/ 1/  -h  oj-  -f-  a^p  -h .  . , 
y  ---  /'u  4-  />,/  -f-  lu-  +  h:P  + . . . , 
2  ~  ^"o  -H  cj  4-  cJ"  4-  (•-/"'  -f . .  ,  . 

Or,  la  trajectoire  passant  à  Torigine,  on  a 

x  =  0.     y~0,     i  =  0  pour  ^  =  0; 

cl  par  suite 

De  plus,  elle  est  tangente  à  Taxe  des  x\  donc  pour  j'i=(), 
on  a 


hin.  -  —  0,      ot     lim  .-  —  0. 

X  X 


OU  bien,  pour  /  =  0, 


Imi .  -^- ^^— -  0, 


ce  qui  exige  qu'on  aittj==0,  <\  =  0,  avec  a^  dilférenl  de  zéro. 
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Ces  hypothèses  réduisent  les  équations  du  mouvement  aux 

termes  suivants  : 

* 

Les  composantes  de  la  vitesse  suivant  les  axes  sont  -t-i  -r^ 

dt    dt 

^;  pour  (=:0,  on  voit  que  les  composantes  jf  ct^sont 

dx 
nulles,  et  que  ^=a^.  Donc  a^  est  la  vitesse  du  mobile  à  son 

passage  au  point  A. 

Au  bout  d'un  temps  t,  très-petit,  le  mobile  est  en  B  ;  pre- 
nons sur  la  tangente  à  la  trajectoire  une  longueur  AE=a^t; 
joignons  EB,  et  menons  les  ordonnées  BC,  CD,  du  point  B.  La 
longueur  EB  est  la  résultante  des  trois  longueurs  ED,  DC,  CB, 
qui  sont  des  infiniment  petits  du  second  ordre,  et  dont  les 
valeurs  sont  : 

ED  =  2  —  ai<  =  a^^a^fi^. . ., 
CB=f^«  H- cs^ -+-.... 

Or  nous  pouvons  disposer  de  la  direction  de  Taxe  AZ,  de  ma- 
nière à  réduire  au  troisième  ordre  de  petitesse  les  éléments 
ED  et  DC.  En  effet,  il  suffît,  pour  réduire  DC  au  troisième 
ordre,  de  mener  AZ  dans  le  plan  osculateur  de  la  trajectoire 
au  point  A;  car  DC  mesure,  à  un  facteur  près,  la  distance  du 
point  B  pris  sur  la  courbe  au  plan  ZAX  mené  par  une  tangente 
à  cette  courbe  :  distance  qui  est  un  infiniment  petit  du  second 
ordre  pour  un  plan  tangent  quelconque,  et  qui  se  réduit  à  un 
infiniment  petit  du  troisième  ordre  au  moins,  lorsqu'il  s'agit 
du  plan  langent  particulier  qu'on  nomme  plan  osculateur. 
En  orientant  ensuite  convenablement  Taxe  AZ  dans  le  plan 
osculateur,  on  pourra  réduire  au  troisième  degré  de  petitesse 
la  longueur  ED;  il  suffit  pour  cela  de  prendre  pour  AZ  la  po- 
sition limite  de  la  droite  EB  quand  l'arc  AB  diminue  indéfini- 
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ment.  Si  Ton  suppose  celte  direction  particulière  de  Taxe  AZ, 
ED  etjip  seront  desinfinimenl  petits  du  troisième  ordre,  et  on 
aurajpr  conséquent  a^  =  0  et  b^=^0. 
Les  équations  du  mouvement  deviennent 

x  —  Qyt  -(-a-P  +  . . ., 

Abstraclion  faite  des  infiniment  petits  d'ordre  supérieur  au 

second,  le  mouvement  projelé  sur  Taxe  des  .r  est  un  mouvemcul 

unifonne^  dont  la  vitesse  est  a^  ;  le  mouvement  j^rojeté  sur  l'axe 

des  z  est  un  mouvement  uniformâncnt  varic^  qui  part  du  rej)us 

<l-z 
avec  une  accélération  j  =  -.  'l=^2c.^,  et  le  mouvement  projeté 

sur  Taxe  des  y  est  nul.  Le  mouvement  ré(l  du  point  est  donc 
décomposé,  pendant  un  temps  0  très-court,  en  deux  mou- 
vements reclilignes,  Tun  uniforme  suivant  la  tan|:ente, 
Tautre  unifoimément  varié,  cl  raccélération  de  ce  dernier 
mouvement  est  Vnccélcratiun  totale  du  mouvement  cursi- 
liune.  Pour  Tévaluer,  observons  (prelle  a  pour  valeur  2^,. 
Or  CB  =  c/j-,  en  se  bornant  aux  intiniment  petits  du  second 
ordre;  donc 

et  puisque  à  la  limite  CC  et  EB  se  confondent,  nous  pouvons 
poser 

.       2EB 

La  direction  de  raccélération  totale  est  d'ailleurs  la  posi- 
tion limite  de  la  droite  EB,  quand  le  temps  0  décroit  indétini- 
ment.  Nous  retrouvons  ain^i  les  régies  p(jsées  dans  lepaïu- 
grapbe  01. 
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▲CGÉLÉRATION  DAK8   LE  MOUYEMENT  CIRCnLAIRE  UNIFORME. 

93.  Comme  exemple  de  la  recherche  de  l'accélération  to- 
:ale,  proposons-nous  de  trouver  l'accélération  totale  dans  le 
mouvement  d'un  point  mobile  qui 
parcourt»  avec  une  vitesse  constante 
V,  la  circonférence  d'un  cercle  de 
rayon  R. 

Soit  M  la  position  occupée  par  le 
mobile  à  un  certain  instant,  M'  la  po- 
sition qu'il  prend  au  bout  du  temps 
Irès-court  0 .  Nous  aurons  arc  MM'  =  V6, 
puisque  le  mouvement  est  uniforme. 

Par  le  point  M,  menons  une  tangente  MT  au  cercle  ;  et  pre- 
nons sur  celte  droite  une  quantité  Mm=VO=arcMM'.  A  la 
limite,  la  droite  nùV  sera  la  direction  de  l'accélération  cher- 
chée, et  en  sera  la  grandeur,  j. 

L'arc  infiniment  petit  MM'  peut  être  confondu  avec  l'ordon- 
née H'N  abaissée  du  point  M' perpendiculairement  sur  le  rayon 
OM,  et  par  suite  la  figure  infiniment  petite  MNM'm  est  un  rec- 
tangle dans  lequel  les  eûtes  opposés  mM',  MN,  sont  égaux  et 
parallèles. 

Donc,  à  la  limite^  la  directionderaccélérationjcoîncideavec 
le  rayon  MO  ;  en  d'autres  termes,  l'accélération  est  centripète^ 
c'est-à-dire  dirigée  du  point  M  vers  le  centre  0. 

Quant  à  sa  grandeur;,  elle  est  donnée  par  l'équation 

._  2xmM^_2xMN 

•^-      e«     -     6«    • 

Prolongeons  jusqu'en  F  le  rayon  MO,  et  joignons  MT,  WH  ; 
nous  aurons,  dans  le  triangle  rectangle  PM'M, 

MÏP=MNxMP. 

Mais  la  corde  MM',  qui  est  infiniment  petite,  se  confond  avec 

1^.  C0LU65O5.  9 
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l'arc  MM',  et  par  suite  est  égale  à  YO  ;  MP  est  égal  au  diamètre  2K 
du  cercle.  Donc 

V«6«  =  MNx2R. 

On  en  déduit 

2MN  _  .  _  V« 
ô«    '~^~  R* 

Donc  enfin,  lorsqu'un  mobile  parcourt  uniformément  un 
cercle  de  rayon  R  avec  une  vitesse  V,  V accélération  totale  du 
point  est  dirigée  constamment  vers  le  centre  du  cercle,  et  est 
égale  au  carré  de  la  vitesse  divisé  par  le  rayon. 

On  remarquera  par  cet  exemple  comhienï accélération  totale 
peut  différer  de  Vaccélération  tangentielle  étudiée  dans  le 
livre  I*';  ici  la  vitesse  étant  constante,  l'accélération  tangen- 
tielle, vitesse  de  la  vitesse^  est  constamment  nulle,  tandis  que 

l'accélération  totale  est  constante  et  égale  à  jt-. 

V* 

Remarquons  aussi  que  ^  est,  abstraction  faite  du  signe, 

l'acc^/^ra/ ion  que  nous  avons  trouvée  (g  41)  pour  le  mouve- 
ment rectiligne  de  la  projection  d'un  mobile  sur  le  diamètre 
fixe  MP,  lorsque  le  mobile,  parcourant  le  cercle  avec  la  vi- 
tesse V,  atteint  l'extrémité  M  de  ce  diamètre. 

ACCÉLÉRATION  DANS  UN  MOUVEMENT  GURVIUGNE  QUELCONQUE.  —  RAPPEL 

DE  GERTAIINES  DÉFINITIONS. 

94.  Soit  AB  une  courbe  tracée  dans  l'espace.  Considérons 
0  >^  un  arc  très-petit  MN  de  cette  courbe  ; 

nous  pouvons  prendre  sur  cet  arc  trois 
points  M,  P,  N,  non  situés  on  ligne  droite 
et  par  ces  trois  points  faire  passer  un 
plan  qui  contiendra  l'arc  MN  entier, 
pourvu  que  la  longueur  MN  soit  assez 
Fig.  85.  petite  ;  ce  plan  est  le  plan  de  la  courbe 

dans  la  région  MN,  en  d'autres  termes,  le  plan  osculaUur. 


DANS  LE  MOUVEMENT  CURVILIGNE.  13t 

Par  les  trois  points  M,  P,  N,  qui  ne  sont  pas  en  ligne  droite, 
on  peut  faire  passer  une  circonférence  de  cercle,  qui  se  confon- 
dra avec  la  courbe  dans  toute  l'étendue  de  Tare  MN.  Cette  cir- 
conférence est  le  eerde  osculateur. 

Ces  définitions  supposent  que  l'arc  MN  est  infiniment  petit; 
le  plan  osculateur  et  le  cercle  osculateur  sont  le  plan  limite  et 
le  cercle  limite  que  l'on  obtient  en  un  point  M  donné  quand 
l'arc  MN  décroit  indéfiniment. 

La  normale  principale  à  une  courbe  en  un  point  M  est  la  nor- 
male élevée  à  la  courbe  au  point  M  dans  son  plan  osculateur. 
Elle  passe  par  le  centre  0  du  cercle  osculateur. 

Le  rayon  OM  du  cercle  osculateur  reçoit  le  nom  de  rayon  de 
courbure. 

Menons  deux  tangentes  à  la  courbe,  Tune  au  point  M,  l'au- 
tre au  point  N.  L'angle  de  ces  deux  tangentes,  qu'on  appelle 
angle  de  contingence,  est  la  mesure  de  la  courbure  totale  de 
Varc  M.  Cet  angle  est  le  même  pour  la  courbe  et  pour  le  cer- 
cle osculateur.  Or,  dans  le  cercle  osculateur,  il  est  égal  à 
l'angle  au  centre  NOM,  et  si  on  évalue  cet  angle,  non  en  degrés, 
mais  en  parties  du  rayon,  suivant  Vusage  de  l'analyse,  on 
pourra  poser 

arc  MN=OMx  angle  MON. 

D'où  l'on  déduit 

N  arc  MN 

OM,  ou  le  rayon  de  courbure  = — ,  -.^m* 
'  angle  MON 

Le  rayon  de  courbure  est  donc  égal  à  la  longueur  de  l'arc 
MN  divisée  par  l'angle  de  contin- 
gence, ou  plutôt  est  égal  à  la  limite 
de  ce  rapport. 

95.  Ces  définitions  rappelées, 
considérons  un  mouvement  curvi- 
ligne quelconque  :  soit  AB  la  tra- 
jectoire, '^'^-  ^' 

M  la  position  du  mobile  à  un  certain  instant, 

V  sa  vitesse  à  cet  instant. 
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M'  la  position  du  mobile  au  bout  du  temps  0  infiniment 

pelil, 

v'  la  vitesse  du  mobile  au  bout  de  ce  temps. 

Menons  la  tangente  MT,  et  prenons  sur  celle  droite,  à 
partir  du  point  iM  et  dans  le  sens  du  mouvement,  une  lon- 
gueur Mm  =  i'0.  Joignons  ?«M',  et  projetons  M'  en  m  sur  la 
tani^ente  MT. 

La  droite  nùV  est  la  résultante  des  deux  éléments  mm\  m'M; 

raccélération  totale,  égale  à  la  limite  du  rapport  - — -.—  , 
est  de  môme  la  résullante  de  deux  accélérations,  Tune  taivjen- 
tielle,  égale  à  la  limite  du  rapport  — .,— >   l'autre    normale, 

2  m'W 
et  égale  à  la  limite  du  rapport  ^ — — -.  Proposons-nous  d'éva- 
luer les  longueurs  des  éléments  mm',  m'M'. 

Menons  par  le  point  M,  dans  le  plan  osculateur,  une  droite 
MS,  parallèle  à  ?»M',  et  rapportons  le  mouvement  du  mobile 
aux  axes  MT,  MS;  nous  savons  (^92)  que  les  équations  du 
mouvement,  aux  infiniment  petits  prés  du  troisième  ordre, 
seront 

Changeons  l'axe  des  y,  et  prenons  pour  nouvel  axe  la  nor- 
male MR,  qui  n'est  autre  que  la  normale  principale.  Soit  ia 
Tangle  SMT  de  Taccélération  totale  avec  la  direction  du  mou- 
vement, et  appelons  jc'  et  if  les  nouvelles  coonlonnées  :  le 
changemerit  d'axe  substitue  l'abscisse  M//i'  à  l'abscisse  Mm,  cl 
l'oriionnée  normale,  M'm',  à  l'ordonnée  oblique  M'm  :  cela  re- 
vient à  poser 

x'=  .c  -f-  y  cos  ,a, 
y'  =  y  sin  fi, 


et  par  conséquenl 


X'  ^Vt-\-  J  jl^  cos  fXf 
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La  vitesse  du  mobile  au  bout  du  temps  t  a  pour  composantes, 
suivant  les  nouveaux  axes, 

Appliquons  ces  équations  au  passage  du  mobile  au  point 
M',  en  remplaçante  par  0,  ou  par  dt;  -^  est  alors  la  projection 

orthogonale  de  la  vitesse  v'  sur  la  tangente  MT»  et  -^  la 

même  projection  sur  la  normale  principale  MR.  Soit  donc  dta 
Yangle  de  contingence  de  la  courbe,  c'est-à-dire  l'angle  infini- 
ment petit  forme  par  la  tangente  MT  avec  la  tangente  MT  ; 
nous  aurons 

T—  ^  ir  006  a«, 

tfiK 

^  =  1^8111  do», 

OU  bien,  en  négligeant  les  infiniment  petits  d'ordre  supérieur 
au  second, 

dx' 


^=i9'd«»  =  vdot; 
tu 


on  a  donc 


«  «f- (I9  =  V +y  008 /H  (tt, 

vdùt=j  8in  fidi. 


et  enfin 


dv 

dà»       .  . 


L'accélération  totale,  ;,  a  donc  pour  composante  tangentielle 
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M' la  position  du  mobile  au  bout  du  temps  0  infiniment 
petit, 

t/  la  vitesse  du  mobile  au  bout  de  ce  temps. 

Menons  la  tangente  MT,  et  prenons  sur  cette  droite,  à 
partir  du  point  M  et  dans  le  sens  du  mouvement,  une  lon- 
gueur Mm  =  t;0.  Joignons  mM',  et  projetons  M'  en  m  sur  h 
tangente  MT. 

La  droite  mW  est  la  résultante  des  deux  éléments  mm\  m% 

l'accélération  totale,  égale  à  la  limite  du  rapport  — -^  , 
est  de  même  la  résultante  de  deux  accélérations,  Tune  tangen- 
tielle,  égale  à  la  limite  du  rapport  ,  l'autre    normale. 

et  égale  à  la  limite  du  rapport  — -j— .  Proposons-nous  d'éva- 
luer les  longueurs  des  éléments  mm\  m'M'. 

Menons  par  le  point  M,  dans  le  plan  osculateur,  une  droite 
MS,  parallèle  à  mM\  et  rapportons  le  mouvement  du  mobile 
aux  axes  MT,  MS;  nous  savons  (§92)  que  les  équations  du 
mouvement,  aux  infiniment  petits  près  du  troisième  ordre, 
seront 

Changeons  Taxe  des  y,  et  prenons  pour  nouvel  axe  la  nor- 
male MR,  qui  n'est  autre  que  la  normale  principale.  Soit  ji 
Tangle  SMT  de  l'accélération  totale  avec  la  direction  du  mou- 
vement ,  et  appelons  xf  et  y'  les  nouvelles  coordonnées  :  le 
changement  d'axe  substitue  TabscisseMm'  à  l'abscisse  Mm,  et 
l'ordonnée  normale,  M'm',  à  l'ordonnée  oblique  Wm  :  cela  re- 
vient à  poser 


et  par  conséquent 
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La  vitesse  du  mobile  au  bout  du  temps  I  a  pour  composantes, 
suivant  les  nouveaux  axes, 

Appliquons  ces  équations  au  passage  du  mobile  au  point 

dûd 
M\  en  remplaçante  par  0,  ou  par  dt;  -^  est  alors  la  projection 

orthogonale  de  la  vitesse  i;'  sur  la  tangente  MT,  et  -J-  la 

même  projection  sur  la  normale  principale  MR.  Soit  donc  dco 
Vangle  de  contingence  de  la  courbe,  c'est-à-dire  Tangle  infini- 
ment petit  formé  par  la  tangente  MT  avec  la  tangente  MT  ; 
nous  aurons 

-jT-  =  v^  oos  om, 

OU  bien,  en  négligeant  les  infiniment  petits  d'ordre  supérieur 
au  second, 


^=:tK<(w=:tMitt; 


on  a  donc 


9  •{. dv  =  9 -f  ^' C08 /Uictt, 

vdtè=^j  sin  ftdt, 


et  enfin 


dv 

de»       .  . 


L'accélération  totale,  j,  a  donc  pour  composante  tangentielle 
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^-,  et  pour  composante  normale  r-rr,  celle-ci  étant  dirigée 

suivant  la  normale  principale. 

96.  En  divisant  Tune  par  Tautre  ces  deux  équations,  oq 
élimine  à  la  fois  dt  et  j,  et  il  vient 


dv 


lo» 


V       tang^ 

Cette  équation  s'intègre  ;  l'intégrale  peut  se  mettre  sous  la 
forme 


vo      J  taiJg 


les  logarithmes  étant  pris  dans  le  système  népérien  dont  la 
base  est  e  ;  ou  encore  sous  la  forme  exponentielle 


r  du» 

=  VffiJ  tangj 


Elle  conduit  donc  à  exprimer  par  une  fonction  de  quantités 
angulaires  le  rapport  des  vitesses  d'un  point  mobile  en  deux 
points  de  sa  trajectoire. 

La  composante  tangentielle  de  Taccêlération,  -i<,  est  la  ri- 

tesse  de  la  vitesse;  c'est  ce  que  nous  avons  appelé  dans  le 
premier  livre  r  accélération  tangentielle  (g  51).  La  composante 
normale  prend  le  nom  A* accélération  centripète,  parce  qu'elle 
est  dirigée  vers  le  centre  de  courbure  de  la  trajectoire.  L'ex- 
pression -T--  peut  se  transformer.  On  a,  en  effet,  en  appelant 
p  le  rayon  de  courbure  de  la  trajectoire  au  point  M, 

pdta  =  e/s  =  vdt, 

donc 
et 

~dt  "^  a 
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L'accélération  centripète  est  donc  égale  au  carré  de  la  vi- 
tesse divisé  par  le  rayon  de  courbure. 
Si  la  vitesse  v  est  conslante,  l'accélération  totale  se  réduit  à 

l'accélération  centripète,  —  :  résultat  conforme  à  celui  que 

nous  avons  trouvé  directement  pour  le  mouvement  circulaire 
uniforme. 

Lorsque  le  mouvement  est  rectiligne,  Taccëlération  centri- 
pète disparait,  car  le  rayon  de  courbure  devient  infini,  et  Tac- 
cëlération  totale  se  réduit  à  l'accélération  tangentielle. 

En  résumé,  nous  obtenons  ce  théorème  : 

L accélération  totale  dans  le  mouvement  curviligne  est  la  résul- 
tante de  deux  accélératio7iSj  Vune  tangentielle, çui  est  égale  à  la 
vitesse  de  la  vitesse^  l'autre  centripète,  qui  est  dirigée  suivant  la 
normale  principale^  et  qui  est  égale  au  carré  de  la  vitesse  divisé 
par  le  rayon  de  courbure. 

Ces  deux  accélérations  composantes  ont  chacune  leur  rôle 
dans  le  mouvement  d'un  point.  C'est  la  première  qui  pro- 
duit à  chaque  instant  la  variation  de  vitesse  du  mobile  ;  et 
c'est  la  seconde  qui  produit  la  déviation  en  vertu  de  laquelle 
il  abandonne  une  direction  pour  en  prendre  une  autre. 


DÉMONSTRATION  DU  MÈ3IE  THÉORÈME  PAR  LA  CONSIDÉRATION  DES  VITESSES. 

97.  Soient  toujours  M,  M',  deux  positions  successives  infi- 
niment voisines  du  mobile  sur  sa 
trajectoire  AB. 

Pour  trouver  l'accélération  totale, 
nous  savons  qu'il  suffit  de  mener  par 
un  point  C  de  l'espace  deux  droites 
CD,  CE,  égales  et  parallèles  aux  vi- 
tesses Mt;,MV,  du  mobile  aux  pointsM 

DE 
et  M',  et  de  prendre  le  rapport  —  de  Pig.  87. 

la  vitesse  acquise  élémentaire,  laquelle  est  représentée  parle 
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côlé  DE  du  triangle  CDE,  au  temps  0  que  le  mobile  met  à 

aller  de  M  en  M'. 

Nous  pouvons  décomposer  la  vitesse  DE  en  deux  iritesses 

simultanées,  DF,  FE,  en  projetant  le  point  E  sur  la  direction 

DE 
CF  ;  l'accélération  —  se  décomposera  de  même  en  deux  accé- 

DF 
lérations,  Tune  -^,  parallèle  à  la  tangente  à  la  trajectoire  au 

FE 
point  M,  et  l'autre  — ,  normale  à  cette  tangente,  et  dirigée 

parallèlement  au  plan  osculaleur  qui  contient  à  la  fois  les 

deux  tangentes  Mv,  Wv'. 

L'angle  ECF  est  Vangle  de  contingence  de  l'arc  MM'  ;  il  est 

infiniment  petit,  et  par  suite  CF  diffère  infiniment  peu  de  CE. 

CE 
La  limite  du  rapport  w^  est  l'unité,  et  l'on  peut  poser 

DF  =  CF— CD  =  CE  — CD  =  »'  — ». 

Donc 

valeur  déjà  trouvée  de  l'accélération  langentielle. 

D'un  autre  côté,  EF  se  confond  à  la  limite  avec  l'arc  de  cer- 
cle EF'  décrit  du  point  C  comme  centre  avec  CE  pour  rayon; 
appelons  dw  l'angle  de  contingence  ECF  exprimé  en  parties 
du  rayon.  Nous  aurons 

L'accélération  centripète,  —,  est  donc  égale  à  — r^^. 

Mais  le  rayon  de  courbure  p  de  la  courbe  au  point  M,  multi- 
plié par  l'angle  de  contingence  du),  donne  la  longueur  de 
l'arc  MM'.  Donc 

arc  MM' 
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Enfin  Tare  MM'  est  à  la  limite  égal  à  v6.  Substituons  ces 
valeurs  de  u)  et  de  MM'  :  il  vient 


«* 


quantité  qui  doit  être  prise  à  la  limite,  c'est-à-dire  à  l'instant 
où  v'  devient  égal  à  t;  ;  elle  se  réduit  alors  à 


^    ^ 

^=7' 


comme  nous  l'avions  trouvé  par  une  autre  méthode. 


COURBE  INDICATRICE   DES   ACCÉLÉRATIONS   TOTALES. 


98.  Prenons  sur  la  trajectoire  AB  les  points  M,  Mj,  M,,  M^, 
M^,...  positions  du  mobile  à  des  intervalles  de  temps  égaux  à 
0,  c*est-à-dire  au  bout  des  temps  0,  20,  36,  40, 50,....  la  durée 
6  étant  supposée  infiniment  petite. 

Menons  en  ces  points,  dans  le  sens  du  mouvement,  des  tan- 
gentes à  la  trajectoire,  et 
prenons  sur  ces  tangentes 
des  longueurs  Mv,  M^r^,  M^v,, 
M,»,  M^v^,...  égales  respecti- 
vement aux  vitesses  succes- 
sives v,  r^,  r,,  »,,  v^,...  que 
possède  le  mobile  à  son  pas- 
sage en  ces  différents  points,     i. 

Par  un  point  C ,  pris  arbi- 
trairement dans  l'espace,  me- 
nons des  droites  CD,  CU^,  CD,, 
CDj,  CD^....  égales  et  paral- 
lèles à  M» ,  M^Vj ,  M,r, ,  M jV, , 

M^r^ Le  lieu  géométrique  Pig.  gg. 

des  points  D,  D^  D„  D,,  D^.... 

sera  une  ligne  dont  les  arcs  infiniment  petits  successifs  DD^, 

D^D„  DJ)„  D,D^,...  seront  égaux  aux  produits  des  accélérations 
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totales  parla  durée  0.  Cette  courbe  auxiliaire  donne  donc  par 
ses  arcs  les  produits  jO,  et  par  ses  rayons  vecteurs  les  valeurs 
des  vitesses  t;.  Nous  l'appellerons  la  courbe  indicatrice  des  ac- 
célérations totales. 

Lorsque  la  trajectoire  AB  est  plane,  l'indicatrice  des  accé- 
lérations totales  est  aussi  plane.  Plus  généralement,  le  plan 
mené  par  le  point  C  tangentiellemcnt  à  Tindicatrice  en  un 
point  D  est  parallèle  au  plan  osculateur  de  la  trajectoire  au 
point  M  qui  correspond  à  ce  point  D. 

Lorsque  le  mouvement  sur  la  courbe  AB  est  uniforme,  l'in- 
dicatrice des  accélérations  est  située  sur  une  sphère  décrite 
du  point  C  comme  centre,  puisque  tous  les  rayons  G),  CDp... 
sont  égaux.  Elle  devient  alors  la  ligne  qu*on  appelle  en  géo- 
métrie ïindicatrice  sphérique  de  la  courbe  AB' . 

Le  produit  CD  x  6  est  la  longueur  Mm^rô  que  le  mobile 
décrirait  sur  sa  tangente Mv,  si,  à  partir  du  point  M,  il  conser- 
vait un  mouvement  recliligne  et  uniforme.  Nous  savons  enfin 
que  mM^  =  |jô'  ;  mais jO=DDi  ;  donc  mU^  =  [^ DD^xô.  La  courbe 
indicatrice  des  accélérations  totales  fait  donc  connaître  ^es  élé- 
ments utiles  à  l'étude  du  mouvement  sur  la  trajectoire,  et  no- 
tamment les  directions  des  accélérations  totales  qui  sont  pa- 
rallèles à  ses  tangentes. 

A  mesure  que  le  mobile  parcourt  la  trajectoire  AB,  on  peut 
imaginer  qu'un  second  mobile  parcoure  l'indicatrice  DD^,  de 
manière  que  les  deux  mobiles  passent  en  même  temps  aux 
points  correspondants,  M  et  D,  M^  et  D^,  M,  et  D,,....  des  deux 
courbes.  Les  vitesses  du  mobile  auxiliaire  sur  sa  trajectoire dd^ 
seront  à  chaque  instant  égales  et  parallèles  aux  accélérations 
totales  du  mobile  réel  sur  sa  trajectoire  AB. 

L'indicatrice  des  accélérations  peut  être  définie,  sur  la  sur- 
face du  cône  que  Ton  forme  en  transportant  toutes  les  tan- 
gentes à  la  trajectoire  parallèlement  à  elles-mêmes  en  un 
même  point  C,  par  une  relation  entre  les  rayons  vecteurs  CD, 
CD^,...  respectivement  égaux  aux  vitesses  v,  et  les  angles 

A  Voy.  Calcul  différentiel  de  M.  J.  Bertrand,  p.  599. 
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DjCD,  D,CD^,...  respeclivement  égaux  aux  angles  de  contin- 
gence,  diù^  compris  entre  ces  tangentes  successives.  Appelant 
(1)  Vangle  formé  par  l  addition  des  angles  de  contingence  succes- 
sifs^ à  partir  d'un  point  de  départ  arbitraire,  l'équation  de 
l'indicatrice  sera  une  équation  polaire  de  la  forme 

et  Tangle  |a  que  fait  la  courbe  avec  un  de  ses  rayons  vecteurs 
est  alors  donné  par  la  formule  des  tangentes  aux  courbes  rap- 
portées à  des  coordonnées  polaires  : 


iang/i  = 


vdta 


d'où  Ton  déduit  la  relation  différentielle  déjà  obtenue, 


dv 


\<a 


V       tang  /A 


ACCÉLÉRATION   DANS    LE    MOUVEHENT    PROJETÉ. 


99.  Soit  AB  la  trajectoire  d'un  mobile,  et  ab  la  projection 
de  cette  trajectoire  sur  un  plan  PP,  parallèlement  à  une  droite 
donnée.  Soient  M,  M' deux  positions  successives  et  infiniment 
voisines  du  mobile  ;  M^  et  M'^  les  po- 
sitions correspondantes  du  mobile 
projeté.  Menons  la  tangente  Mm  à  la 
trajectoire  AB  au  point  M  ;  cette  droite 
aura  pour  projection  sur  le  plan  PP' 
la  tangente  M^m^  à  la  courbe  ab  au 
point  M^.  Prenons  ensuite  sur  la  tan- 
gente à  AB  une  longueur  Mm=t;e, 
V  étant  la  vitesse  du  mobile  au  point  M, 
et  0  le  temps  que  le  mobile  met  à  aller  de  M  en  M'.  La  projec- 
tion du  point  m  sur  le  plan  PP'  sera  un  point  m^  de  la  tan- 
gente M^m^,  et  M^m^  sera  égale  à  r^e,  v^  étant  la  vitesse  du 
mouvement  projeté  ;  en  effet ,  M^m^  est  la  projection  de  Mm, 
ou  de  vO.  Hais  la  projection  de  la  vitesse  v  est  égale  à  la  vi- 


Fig.  89. 
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tesse  v^  du  mouvement  projeté  (g  45);  donc  la  projection  de  r$ 
est  égale  à  v^O ,  et  par  suite  M^m^  =v^0. 

L'accélération  dans  le  mouvement  réel  est  égale  à  ,  et 

a  pour  direction  la  direction  limite  de  la  droite  mW, 

L'accélération  dans  le  mouvement  projeté  est  égale  à  — ^ 

et  a  pour  direction  la  direction  limite  de  la  droite  m^M/. 
Or  cette  droite  m^M/  est  la  projection  de  la  droite  mW. 
Donc  r accélération  du  mouvement  projeté  est ,  en  direction 
et  en  grandeur  j  la  projection  de  Vaccélération  du  mouvement 
réel. 

Le  même  théorème  a  lieu  lorsque,  au  lieu  de  projeter  le 
mouvement  sur  un  plan  parallèlement  à  une  droite,  on  le  pro- 
jette sur  une  droite  parallèlement  à  un 
plan.  La  projection  de  la  longueur  Mm, 
prise  sur  la  tangente,  et  égale  à  oO,  est 
une  longueur  Vl^m^ ,  égale  à  9^6  ;  et  la 
droite  mM',  qui,  par  sa  direction  et  sa 
grandeur,  définit  Taccélération  du  mou- 
vement dans  Tespace,  a  pour  projection 
une  longueur  m^M'^  qui  définit  de  même 
l'accélération  du  mouvement  projeté.  Ici  le  mouvement  pro- 
jeté est  un  mouvement  rectiligne,  pour  lequel  raccèlératioa 
totale  se  réduit  à  Taccélération  tangentielle. 

On  rapporte  habituellement,  comme  nous  l'avons  vu,  le  mou- 
vement d'un  point  mobile  à  trois  axes  OK,  OY,  OZ,  menés  par 
un  même  point  0  de  Tespace  (fig.  91).  Projetons  sur  ces  trois 
axes  le  contour  MmM',  formé  par  le  côté  Mm=»6,  pris  sur  la 
tangente  à  la  trajectoire,  et  le  cêté  7nM'=|jO*,  qui  ramène  à  la 
position  réelle  M'  du  mobile  sur  sa  trajectoire.  La  projection 
M^m^M/,  de  ce  contour  sur  l'axe  OX,  se  composera  de  deux  par- 
ties :  l'une  M,mj=t;,ô,  l'autre  mjM\=jj,ô*,  projection  de mM'. 
Nous  représentons  par  Vg  et  j,  la  vitesse  et  l'accélération  du 
mouvement  sur  OX. 
De  même  sur  Taxe  OT,  nous  aurons,  en  employant  des  nota- 


"V 
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tiens  analogues:  M,m,=:Vgô,  et  m,M'j,=|j,ô*;  et  sur  l'axe  OZ, 
Mjn^z^  vfi  et  mJA\=:^jfi*. 

Le  côté  mM'a  pour  projections  sur  les  trois  axes  m|M/,  m^}ll^\ 
^s^s'  >  nous  pouvons  donc  dire 
que  mM'  est  la  résultante  des  trois 
droites  wi^M/,  m,M,',  mjM/;  car  on 
prouverait ,  comme  nous  Tavons 
fait  pourla  démonstration  du  théo- 
rème relatif  aux  vitesses  (§  46], 
que  rnW  est  la  diagonale  d'un  pa- 
rallélépipède construitaupointm, 
sur  trois  arêtes  menées  à  partir 
de  ce  point,  respectivement  égales 
et  parallèles  à  mjM^,  m,M',,  wijM'^. 

Donc  raccélération  totale  du  mobile  dans  Vespace  est  la  ré- 
sultante des  accélérations  des  trois  mouvements  rectilignes  ob- 
tenus en  projetant  le  mobile  sur  les  trois  axes  coordonnés  OX, 
OY,OZ. 

Si  or,  ff,  %  sont  exprimés  en  fonction  du  temps  t,  les  projec- 
tions de  raccélération  totale  sur  les  trois  axes  seront  respec- 

Uvement  égales  à  g,  ^,  g. 


Fig.  91. 


DÉGOMPOSmON  ÀHALTriQUE  DE  l'àCCÊLÉRATION  TOTALE  SUIVANT  LA 
TANGENTE  ET  LA  NORMALE  PRINCIPALE. 


iOO.  Soient  X,  (jl,  v  les  angles  que  la  normale  principale  à 
la  trajectoire,  prise  dans  le  sens  qui  va  de  la  courbe  au  cen- 
tre de  courbure,  fait  avec  des  axes  coordonnés  rectangulaires, 
et  a,  ^,  Y  les  angles  que  fait  avec  les  mêmes  axes,  la  tangente 
prise  dans  le  sens  du  mouvement.  On  a  les  équations  : 


dy 
d% 

5=»C08y, 


m  DÉCOMPOSITION  ANALYTIQUE. 

dans  lesquelles  v  désigne  la  vitesse.  Prenant  les  dérÎTées  des 
deux  membres  par  rapport  au  temps,  il  vient 

d*x      dv  .     d.cos  a 

d*z      dv  ,     d.œsy 

-d(^=di'^'-^^'^-dr' 

Or  on  démontre  dans  le  calcul  différentiel  les  relations 
suivantes 

d.cosct 
cos  >  =  — :; —  , 

d.cos  â 
cos  u  =  — i — , 

d.cos  y 

COSv  =  — T '  , 

(lu 

d(ji  représentant  Pangle  de  contingence  pris  positivement;  on 
pourra  remplacer  dcosapar  (fcocosXydcos^  pard(i>cos|i,dcosv 
par  du)  cos  v,  ce  qui  donnera 

c/'x      dv  vd9» 

d^y      àv       ^  .   rrfoj 
dh      dv  vdù» 

Donc  l'accélération  totale,  résultante  des  trois  accélérations 

d^x    d'ti    d^%  dv 

T:r  >  -j^  ï  -ni .  est  aussi  la  résultante  d'une  accélération  -7-» 
dt*     di*     dr  dt 

dirigée  suivant  la  tangente  dans  le  sens  du  mouvement,  et 
d'une  seconde  accélération ,  —r-  ou  -,  dirigée  suivant  la  nor- 
male principale  dans  le  sens  centripète. 
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DÉrEBMINATION   DU  RATON  DE  COURBURE  DE    CERTAINES   COURBES. 

101.  Il  résulte  des  théorèmes  précédents  un  moyen  de  dé- 
terminer la  grandeur  et  la  direction  du  rayon  de  courbure 
d'une  courbe  donnée  dans  l'espace,  en  un  point  quelconque 
M  de  cette  courbe. 

Supposons,  en  effet,  que  l'on  fasse  parcourir  celte  courbe  par 
un  mobile  animé  d'une  vitesse  con- 
stante V,  L'accélération  totale  se  réduit 

alors  à  Paccélération  centripète  —  '* 

Connaissant  la  loi  du  mouvement 
du  point  mobile  sur  la  courbe  AB, 
nous  pouvons  en  déduire  la  loi  des 
mouvements  de  ses  projections  M^, 
M,,  M,,  sur  les  trois  axes  OX,  OY,  OZ.  ^*    * 

Des  courbes  des  espaces  décrits  en  projection  sur  ces  trois 
axes,  nous  déduirons  les  i;ourbes  des  vitesses  ;  de  celles-ci, 
les  courbes  des  accélérations.  Nous  connaîtrons  donc,  au 
moment  du  passage  en  M,  les  valeurs  des  trois  accélérations 
jx9  jr^isi  qui  doivent  se  composer  pour  donner  Taccélération 

totale  ~.  La  diagonale  du  parallélépipède  construit  sur  ces 

trois  accélérations  sera  la  direction  cherchée  de  la  normale 

principale  ;  la  longueur  de  cette  diagonale  sera  égale  à  —,  et 

nous  aurons  le  rayon  de  courbure  p  en  divisant  v*  par  cette 
longueur. 

Prenons  pourexemple  une  hélice  AB  (fig.  93),  tracée  à  la  sur- 
face d'un  cylindre  ACC'A',  qui  a  pour  axe  la  droite  OZ,et  dont  la 
base  dans  le  plan  XOY,  normal  à  OZ,  est  un  cercle  AC  décrit  du 
point  0  comme  centre.  L'hélice  fait  en  tous  ses  points  le  même 
angle  avec  l'axe  OZ  ;  par  suite,  le  mouvement  uniforme  d'un 
mobile  parcourant  Thélice  a  pour. projection  sur  OZ^  un  mou- 


144  RAYON  DE  COURBURE  DE  L'HÉLICE. 

vemcnt  uniforme,  dont  raccclération  est  nulle.  Nous  aurons 
doncJ2::=0.  Quant  aux  accélérations  j^, /,,,  elles  se  compose- 
ront en  une  seule,  qui  sera  l'accélération  du  mouvement  cir- 
culaire du  point  M',  projection  de  M  sur 
le  plan  XOY.  Ce  mouvement  circulaire  e<l 
aussi  uniforme  ;  si  Ton  ap|)elle  v'  la  vi- 
tesse constante  de  M'  sur  le  cercle  AC, 
l'accélération,;,  de  ce  mouvement  sera 


r 


./» 


Fi''.  93. 


,    V 


dirigée  de  M'  vers  0,  et  sei  a  égale  à  rp 

R  étant  le  ravon  du  cercle  (?  Oô).  Nous 
avons  ainsi  à  composer  au  point  M  une  ac- 

célération  égale  à  '-jr,  et  dirigée  suivant  la  droite  Ml  parallèle 

à  M'O,  avec  une  accélération  j.,  qui  est  nulle.  La  résultante  est 

Taccélération  ..-  elle-même,  diiigée  suivant  la  droite  Ml. 

La  normale  pnucipale  à  Thélice  au  point  M  est  donc  la 
perpendiculaire  Ml  abaissée  de  ce  point  sur  Taxe  OZ  de  la 
courbe.  La  longueur  du  rayon  de  courbure  se  déduira  de 
l'égalité 


V^         l.'2 


i; 


d*où  l'on  tire 


V 


r-  =  Rx   -, 


V 


Or  -est  le  rapport  constant  entre  la  longueur  AM  d'un  arc 


i; 


d'hélice,  et  la  longueur  AM'  de  Tare  de  cercle  qui  forme  sa 
projection.  Soit  o  l'angle  de  riiélice  avec  le  plan  XOV;  nous 
aurons 


V 


1 


Or 


taiiff  Q  =  - 


'cT? 


'2-K 


)  » 
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en  appelant  h  le  pas  de  l'hélice.  Donc 

PROJECTION    ORTHOGONALE    SUR    l}\  PLAN    QUELCONQUE    d'uN  MOUVEMENT 

CIRCULAIRE  UNIFORME. 

102.  La  projection  orthogonale  d'un  cercle  sur  un  plan 
oblique  par  rapport  à  son  plan  est  une  ellipse,  dont  le  grand 
axe  est  égal  au  diamètre  du  cercle,  et  dont  le  petit  axe  est 
ôgalau  produit  du  diamètre  par  le  cosinus  de  l'angle  des  deux 
pions. 

Soit  (fig.  94  et  95)  ABÂ'B'  une  ellipse,  dont  le  grand  axe 
est  AA',  et  le  petit  axe  BB';  soit  0  le  centre  delà  courbe.  Cette 
ellipse  peut  être  considérée  comme  la  projection  orthogonale, 
sur  le  plan  de  la  figure,  d'un  cercle  décrit  sur  AA'  comme  dia- 
iiiélre,  dans  un  plan  incliné  tel,  que  le  rayon  OD  mené  dans  ce 
plan  perpendiculairement  à  AA'  ait  pour  projcclion  le  demi- 
petit  axe  OB. 

Supposons  (fig.  95)  qu  un  mobile  M  parcoure  avec  une  vi- 
tesse constante  t;  la  circonférence  de  ce  cercle.  L'accélération 
totale  du  mouvement  de  ce  point  est  dirigée  de  M  vers  0,  et  est 

égale  à  — ,  o  étant  le  rayon  du  cercle,  c'est-à-dire  le  demi 

grand  axe  OA  de  l'ellipse. 

La  projection  de  l'accélération  totale  sur  le  plan  de  l'ellipse 
sera  l'accélération  totale  du  mouvement  de  la  projection  M' 
du  mobile  M;  elle  sera  donc  dirigée 
de  M'  vers  0,  suivant  la  droite  M'O, 
projection  de  MO. 

Les  aires  décrites  dans  le  plan  du 
cercle  par  le  rayon  vecteur  MO  ont 
pour  projection  sur  le  plan  de  Tellipse 
les  aires  décrites  par  le  rayon  M'O.  p.    ^^ 

Or  le  rapport  de  la  projection  ortho- 
gonale d'une  aire  plane  à  cette  aire  ne  dépend  que  de  l'angle 

VÉC.   COLUCilOX.  10 


il  :\:x  :**.  j  ir^m.^ri  i  -^ift'C  Le  :'-îa  de  projection,  el,  par 
si.-if.  jfir  LT".-^  li  iT  ^  r.ir  'j±  n::c  Ml»  dans  le  plan  de  YA- 

-  '-^e  5»:c:  rrôrortior.nelles  aux  aiii-- 

^^-^ ^       :   ir:  .5  :ar  .-  r:\on  MO  dans  le  p!:ri 

_       ^  Il  !tr:l'  :  ces  dernières  aires  croi^- 

,     -        î^î^-  rr'7«;rt:>anellement  au  tenirs, 

:c.>:.e  b   Tlîesse  du    mouTenier: 

r      -,  ••  ■  -'  '  -•  -^^  «î^î  oocstante.  Donc  les  aire< 

£-•.:'..:<  :ar  lo  n2\  n  MO  dans  le  pbi. 
ie  \i'.  >•  y:  <^ii:  11^5:  rr:r«:rt::.nneIleiEenl  au  temps;  er 
c^ii  r^'S      r:.  <.     x  -  v^^f   r-^    i -^  Jk  p.wiX  M'  autour  Ji 

y-ii^  ^  :rr:c  s  :  •  :  1  . 1  --^  .^-ll  en  est  de  même  toutes  le? 
f.is  rir*  r^.-jcn  .'1  in'ji  risi^?  c:cs!amnient  par  un  poiiiî 

Eri  -,  1j..x .  ;riL  1  •  •: jle  : 2  r-rlat  M  est  proporlionneJle  a 
la  i.>:i-c>;  \  .', 

P;cr  1.'  i.j::::.r-'r,  v:Ts:.i.r:.-sl    c.cricn-liou  lotïle  — ,  du 

a 

n.n:\e  "'::.:  •;  :-"i.re  ;  <  I,  tî^:  nHj  e^v  M  ^ers  0.  Nous  puii 
\.:;>  TcArriur  a-s»si  r»3r  ».-i»  «:n  ô-^-suTiant  par  a»  la  viles  n^ 
ar,:  I/irv  0. ■::>;;..::  ii  rjj  a  r-^  il?  OM.  L'accélération  du 
UKn.\i:u;î::  rr;»::;  ^^  1»  rr:-^  cL.»o  de  celle  accélération  sur 
le  pLia  do  IVll  r^.  ^  ^  i  c:: .:  p  ur  rcesure  ^'acos  M0M'  = 
•*'\  M  v.\  et  e>:  :vr  so;::  pr  r-  r::>naJle  à  la  dislance  M'O. 

IiCk  Si  oa  U  c;vMi:r»  se  suivant  les  raes,  on  Irouvera  sui- 
\anl  rji\e  OA  u-'o  »\v  :r-:::n  <»:'  posânle  égale  à  w'  x  mO, 
et  suixjnl  Tjive  C.-  ur.e  ivvcl.raïKn  coniposanle  égale  à 
^»'  \  M  0  ;  ces  d:  ux  Ji:cx  cri:i;-  s  sont  dirigées  vers  le  centre 
0  de  rol!:|Vk\  uc  S-»:!?  q.^si  oa  ;i'  r^lle  x  et  y  les  coordonnées 
Ow,  mM  du  jxMiU  M  ,  n  r-^;  irvs  ?i;x  axes  de  la  courbe,  le  mou- 
vomenl  du  |HMnl  M  «lisfiil  jux  équations  : 


«^ 


ELLIPTIQUE.  i47 

Réciproquement,  de  ces  deux  équations  on  peut  conclure 
que  le  mouvement  du  point  (x^y)  s'effectue  sur  une  ellipse. 
Elles  s'intégrent,  en  effet,  chacune  séparément,  et  donnent, 
en  appelant  A,  B,  A',  B'  des  constantes  arbitraires, 

X  =  A  sin  fti4  +  B  cos  A)/, 
y  =  A'sin  crf  -4-  B'  cos  &»/; 

éliminons  t  entre  ces  deux  équations  ;  nous  aurons  pour  Té- 
quatim  de  la  trajectoire, 

(B'x—  By)«-+-  (Ay  —  A'x)»=  (AB'— BA')*. 

équation  qui  représente  une  ellipse  ayant  pour  centre  le 
point  0,  sauf  le  cas  particulier  où  AB'  =  BA';  car  alors  l'é- 
quation représente  une  droite  passant  par  ce  point. 

RATO?I  DE  COURBURE  DE   L*ELLIPSE. 

10  i.  Nous  venons  de  démontrer  que  l'accélération  totale 
du  point  M'  est  dirigi'îe  vers  le  point  fixe  0  et  qu'elle  est  pro- 
portionnelle à  la  distance  M'O,  qu'enfin  les  aires  décrites  pur 
le  rayon  vecteur  OM'  sont  proportionnelles  au  temps. 

Soit  (I)  la  vitesse  angulaire  constante  du  rayon  OM  dans  le 
cercle  ADA',  qui  a  pour 
projection  l'ellipse  ABA'; 
Taccélération  totale  du 
mouvement  projeté  sera 
égale  à  w*  X  OM'.  On 
peut  déterminer  le  nom- 
bre constant  (u.  En  effet, 
fa>  étant  l'angle  décrit 
dans  l'unité  de  temps 
par  le  rayon  OM,  si  Ton  appelle  T  la  durée  du  parcours  entier 

du  cercle,  w  xT  sera  égal  à  2ic  et,  par  suite,  w  =  -^  î  l'accélé- 

ration  totale  s'exprime  donc  par  -^^X^M'. 
Si  ou  la  projette  sur  la  normale  à  l'ellipse  au  point  M',  on 


Fig.  96. 
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aura  la  composante  centripète  de  cette  accélération,  c'est-à-dire 


V* 


— ,  en  appelant  v  la  vitesse  du  point  M\  et  p  le  rayon  de  cour- 
P 

bure  de  Tellipsc. 

Pour  évaluer  la  vitesse  v,  abaissons  du  point  0  sur  la  Inu- 
génie  M'T  une  perpendiculaire  OT, 

Le  produit  ^  t;  x  OT  sera  Taire  décrite  dans  Tunité  de  temps 

par  le  rayon  vecteur  OM'  ;  or,  dans  le  temps  T,  le  rayon  vecteur 
décrit  la  surface  de  Tellipse  entière,  7:ab.  Donc 

1 

^»X0TxT=îcfl6, 

et  par  suite 


v  = 


OTxT' 

L*accélération  centripète  a  pour  valeur 

47t«a«6« 
T«X(OT)*X/>' 

et  celte  quantité  doit  être  égale  à  la  projection  sur  une  perpen- 
diculaire à  M'T  de  Taccélération  totale,  -=^  X  OM'.  Mais  OT, 

perpendiculaire  à  la  tangenle,  est  la  projection  de  OM'  s^nv 
celte  direction  ;  donc  enfin  Taccélération  normale  est  égale  à 


I* 


Tp^xOT,  et  Ton  a  l'équation 
1 


*''""^  =  *»«XOT; 


T«xUl'x.o        T* 

d'où  l'on  tire,  en  supprimant  le  fadeur  -ï=J-, 

Cette  équation  fait  connaître  le  rayon  de  courbure  p  en 
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fonction  de  la  distance  OT  du  centre  de  l'ellipse  à  la  tangente. 
Le  produit  du  rayon  de  courbure  par  le  cube  de  cette  distance 
est  constant  et  égal  au  produit  des  carrés  des  demi-axes. 

105.  Soient  F  et  F'  les  deux  foyers  de  l'ellipse.  On  sait 
que  si  Ton  joint  le  point  M'  de  la  courbe  à  F  et  à  l',  la  somme 
M'F  -hM'F'  est  constante  et  égale  à  2a,  et  que  la  tangente  M'T 
coupe  en  deux  parties  égales  l'angle  HM'F  adjacent  à  l'angle 
F'M'F.  Du  point  F  abaissons  FP  perpendiculaire  sur  la  tan- 
gente, et  prolongeons  cette  tangente  jusqu'en  S ,  point  de 
rencontre  avec  la  direction  de  l'axe  AA'.  Les  triangles  sem- 
blables OST ,  FSP  donnent  la  proportion 


0T_0S 
Fr  ~  FS 


Mais  la  bissectrice  M'S  de  l'angle  extérieur  au  triangle  M'FT 
coupe  la  base  FT  en  deux  segments  SF,  SF'  proportionnels 
aux  côtés  adjacents  M'F,  M'F';  on  a  donc  la  proportion 


H^__SF'. 
M'F"~  SF' 


d*où  Ton  déduit 


M/Fz-f-MTSF^+SF 
M'F         ""       SF      • 


Or 


M'F'-f-M'F=2a    et    SF'-f-SF  =  20S. 


Par  suite 


^F~M'F• 


Cet! e  égalité,  comparée  à  la  première,  nous  montre  que 


OT=FPx^. 


Et,  par  suite,  substituant  dans  la  relation 

/>XÔT'=fl«6«, 
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il  vient 

OU  bien 

FP 
Le  rapport  rp^  est  le  cosinus  de  l'angle  a  que  le  rayon  F  M' 

fait  avec  la  droite  FP,  ou  avec  la  normale  M'C.  L'équation  pré- 
cédente revient  donc  à  celle-ci  : 

pCOS'a=  — . 

'^  a 

Soit  C  le  centre  de  courbure.  Du  point  C,  abaissons  une  per- 
pendiculaire CR  sur  M'F;  du  pied  R  de  cette  perpendiculaire, 
abaissons-en  une  autre,  RR',  sur  M'C,  et,  enfin,  du  pied  R'  de 
celte  seconde  perpendiculaire,  abaissons -en  une  troisième, 
R'R",  sur  M'F.  Nous  aurons  les  lelalions  : 

M'R  =  ^l'C  cos  a  —  /5  cos  a, 

M'il'  =  M'Rco?a  —  pco>»a, 

h* 

M'R*  —  M'R'  cos  a  =  c  cos'  a  =  — . 

'  a 

Donc  la  longueur  [M'R"  es!  constante,  et  égale  5  -  ,  para- 
mètre de  Tellipse. 

Cette  remarque  donne  une  construction  très-simple  du 
rayon  de  courbure  en  un  point  M'  de  Tellipse. 

Menons  la  normale  M'N  et  joignons  le  point  M' à  l'un,  F,  des 
foyers.  Sur  la  droite  M'F,  prenons  une  longueur  M'R"  égale  5 

la  quantité  constante  -;  élevons  R"R'  perpendiculaire  à  M'F, 

qui  rencontre  M'N  en  R';  puis  R'R,  perpendiculaire  à  M'N,  qui 
rencontre  la  direction  de  M'F  en  R;  enfin  RC,  perpendiculaire 
à  M'F,  qui  rencontre  M'N  en  C.  Le  point  C  sera  le  centre  de 
courbure  et  M'C  le  rayon  de  courbure  de  la  courbe  au 
point  M'. 
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loi 


Des  mêmes  équations  on  déduit 


M'R' 


b* 


,  =  cos*  «  —  —  . 

M' C*  .«" 


OU  bien 


M'K* 


Donc 


'         a 


106.  La  construction  indiquée  pour  trouver  le  rayon  de 
courbure  de  l'ellipse  conduit  d*abord  à  déterminer  un  point 
R\  en  ëlc^antau  point  R''  une  perpendiculaire  sur  la  direction 
FM'.  On  peut  démontrer  par  la  géoméirie  élémentaire  que  ce 
point  R'  appartient  à  la  direction  du  grand  axe  de  rcllipsc, 
ou,  ce  qui  revient  au  mêmiî,  on  peut  prouver  que  la  projec- 
tion M'R",  sur  la  droite  M'F,  de  la  portion  M'R'  de  la  normale 
comprise  entre  le  point  M'  et  le  grand  axe  kM  est  constante  et 

égale  à  la  quantité  — . 


a 


Rappelons  que  la  demi-dislance,  c,  des  foyers  F,  F',  est 
donnée  par  réquation 


c*=  a«— 6«. 


Des  points  F  et  F'  abaissons  sur  la  t.mgcntc  M'S  des  perpen- 
diculaires FP,  F'F. 


Fig.  97. 


Les  triangles  M'R'R",  MTP,  M'F'F,  sont  semblables  comme 
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élanl  rectangles  en  R",  P,  P',  et  ayant  des  angles  égaux  en  M', 
F  et  F'.  Nous  avons  donc  la  série  d'égalités  : 

M^n*^  _  FP  _  F  P^       FP  4-  F^P^  _  FP  -h  F^P^ 
^'  M'R'~M'F~M'F'""M'F4-W'F'"~       2a-      * 

Mais  les  trois  triangles  SFP,  SR'M',  SF'P',  sont  aussi  sem- 
blables et  donnent  les  proportions  : 

FP        FS 


(2) 


M'K'       K'S  ' 
F'P'      PS 


(3) 


M'K'      R'S* 

Ajoutons  ces  deux  équations  : 

FP  4-  F^P^  _  FS -f  F^S _  20S 

M'K'     ~     ii'S     "~  irs  ■ 


Remplaçons,  dans  la  première  équation,  FP-hF'Fpar  sa  valeur 
tirée  de  la  dernière;  il  vienl,  en  résolvant  par  rapport  à  M'R% 

Mais  l'angle  R'M'S  étant  droit,  le  point  M'  appartient  à  la 
circonférence  décrite  sur  R'S  comme  diamètre  ;  de  ce.  point, 
abaissons  sur  Taxe  de  Tellipse  une  perpendiculaire  M'I  ;  nous 
aurons  Téquation 


M'R'*=  R'I  X  R'S. 


Donc 


(5)  M'R^  =  Î'^X^^ 


a 


Observons  de  plus  que  le  point  R'  est,  dans  ce  triangle  MTF', 
le  pied  de  la  bissectrice  de  Fangle  F'M'F  ;  le  point  S  est  de 
môme  le  pied  de  la  bissectrice  de  l'angle  extérieur  au  même 
triangle,  ce  qui  fournit  les  proportions  : 

F'R'_ÎI'F'  0F_-H)R' _  ITF' 

.W^^Û^'     ^"  ^'^"      OF  —  ÔR'  "  M'K  ' 
^  '      ^  Sf      M'F'  OS+OF      M' F' 


SF       AI'F  '  OS  —  OF      M'F 


fv>     » 
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et,  par  conséquent,  en  prenant  la  somme  et  la  différence  des 
termes  de  chaque  rapport  : 

on^  _  M^F^—  M^F 
OF^M'F'  — M'F* 

Les  triangles  M'IF',  M'IF,  rectangles  enl,  donnent  les  égalités  : 

(8)  MT'*— M*  =  ÎF'*  —  ÏF'=  (IF'  -f  IF)  X  (IF'— IF)  =  2cX  (IF'—  IF) 

=  2c[0F-f-0I  — (OF  — 0I)]:=4cx0I. 

De  même 

(9)  ÎFF''— iFP=  (M'F'-4-M'F)  X  (M'F'— M'F)  =  2flX  (M'F'  — M'F). 

Donc 

2«X(M'F'— M'F)  =  4cxOI, 

et 

(iO)  M'F'— M'F=-x0I. 

a 

Substituons  celte  valeur  dans  les  équations  (7)  ;  il  viendra 
en  résolvant  par  rapport  à  OR'  et  OS  : 

2c 

—  xoi  , 

0l\'  =  0Fx^i-3 =  OFxOIx''^  =  -.XOI. 

(il)  /  ^  '^    ^ 

-xoi-   "' 

a 

La  quantité  RI  étant  égale  à  la  différence  01  —  OR',  on  a 
R'i=oi-^xoi=oixfi—  ^Woix^. 

à*  \  a*/  a* 

Donc  enfin,  en  substituant  les  valeurs  de  RI  et  de  OS  dans 
Téquation  (5), 

OÏX-ïXth       m 
f12)  M'R''= ^'      ^'  =  g. 
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ACCÉLÉRATION   DANS  LE  MOUVEMENT  RAPPORTÉ  A  DES  COORDONIŒES 

POLAIRES. 

107.  Supposons  que  le  mouvement  d'un  point  M  s'accom- 
plisse dans  un  plan,  et  qu'il  soit  rap- 
I  orté  à  des  coordonnées  polaires, 
OM=:r,  et  angle  M0A  =  6.  Les  deux 
coordonnâmes  sont  exprimées  en  fonc- 
tion du  temps,  t.  On  demande  Tjc- 
célération  totale  du  mouvement  de 
ce  point. 

Du  point  M,  abaissons  une  per- 
pendiculaire MP  sur  Taxe  OA,  et  rapportons  le  point  aux 
coordonnées  rectangles 

OP  =  Jî  =  r  cos  0, 
PM  =  y  =  r  «in  0, 

L'accélération  totale  a  pour  projection  sur  Taxe  fixe  OA  In 

quantité  ;jt=^  ;  projetée  sur  Taxe  fixe  OB,  perpendiculaire  l\ 

d}u 
OX;  elle  a  pour  projection  j^=z-^.  Nous  allons  exprimer  cts^ 

deux  accélérations  en  fonction  des  coordonnées  r  et  0. 

Pour  cela  nous  prendrons  les  secondes  dérivées  de  x  et  de  // 
par  rapport  au  temps  t.  Il  vient  successivement  : 

dx      dr       ^  •    ^dB 

(hj       dr   .    ^  ,  ,  do 

'''=dt=dt''''^'^'''''dr 

'*      d(*      dl*  dl  dt  d(*  \dt  / 

d*u      d*r    .    ^  ,  ^dr        ^  dO   ,  ^d^O  ,    «/M' 

Au  lieu  de  décomposer  Taccélération  totale  parallèlemt  nt 
aux  directions  fixes  OA,  OB,  nous  pouvons  la  décomposer  sm- 


cen- 
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vant  la  direclion  OM  et  une  direction  perpendiculaire,  MN. 
Nous  aurons  pour  la  composante  suivant  le  rayon  vecteur, 

;B=;*cos6+;,sin6=-^-r|^^j, 

et,  pour  la  composante  perpendiculaire  au  rayon  vecteur, 

On   trouve  dans  ces  formules  les  termes  ^-j,   r^,  et 

—  xdi  )  '"^  représentent,  le  premier  V accélération  de  glisse- 

metit  du  point  le  long  du  rayon  ;  le  second,  Vaccéléralion  tan- 
(jeutielle  dans  le  mouvement  de  circulation  du  point  M  autour 

du  point  0;  le  troisième  enfin,  — rl-r  j  ,  Vaccélération 
tripite  dans  ce  même  mouvement  de  circulation  (§  93).  Un 
quatrième  terme,  2^-  -r-,  rcpiésente  une  accélération  complé- 
mentaire; elle  résulte  de  la  rolation  des  directions  suivant  les- 
quelles on  décompose  raccélération  totale.  Nous  retrouve- 
rons ces  formules,  quand  nous  donnerons  la  théorie  géné- 
rale de  Taccélération  dans  le  mouvement  relatif. 

108.  Supposons,  en  second  lieu,  que  le  mouvement  du  point 
s'accomplisse  dans  l'espace,  et  soit  rapporté  aux  coordonnées 
r,  0  et  (p,  définies  au  §  65. 

Passant  aux  coordonnées  rectangles,  nous  avons 

x=  r sin  0  cos ^, 
y  =  r  sin  0  sin  f, 
z  =  r  cos  0; 

et  prenant  les  dérivées  par  rapport  au  temps, 

dx      dr  .    ,  .  ^  dB  .    «   .       th 

Tj  =  |T  sin  ô  cos  y  4-  r  cos  0  cos  p  ^  —  r  sin  0  sin  y  -^  , 

dy      dr  •   i,   '       .  ^   •      d^  i       •   ^  d? 

-,,  =  ,7  sm  0  sino  H-  r  cos  0  sin  o  7;  +r  sin  0  cos  p  ^^  , 
dt       dt  ^  *  di  ^  dt 

f/s       dr       ^  .      d9 

^^-  =  g-^cosO-r9ina^; 
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^;+rcoses.oç>^ 


(do  \*  do  d? 

^  j  —  2r cos  0  sin  y  j  j  -^rcosBoK? 

—  rsinôcosç»  If^j  — r  sinOsin^-^  , 
;,,=  ^^  =  ^  sine  sin  y+2^- cosOsin  y  ^  4-2  ^  sin  acos?  ^ 

—  r  sin  0  sin  y  (  -^  j  -H  *r  cos  6  cos  ?  ^r 

—  r  sin  0  sin  9  j  tJ  j  4-  r  sin  e  cos  y  -^. 

La  théorie  de  raccélération  dans  le  mouvement  relatif  nous 
conduirait  aux  mêmes  expressions.  Remarquons  seulement 
que  Taccéléralion  totale  a  pour  composantes  les  8  accéli  ra- 
tions suivantes  : 

dh- 

Ti  f  accélération  du  mouvement  de  glissement  ; 

ai* 

d!^6 
r  -.^,  accélération  tangentiellc  dans  le  mouvement  de  circulation  en  latitude; 
«/• 

d*? ,  accélération  (angentielle  dans  le  mouvement  de  circulalion  en  Ion.:- 
'""*,»«-  tude; 

—  r  (  ^j  )*>  3<^<^^l^i*3^i<^ii  centripète  du  mouvement  de  circulation  en  latitude; 

.       /^?V'  ^^^^^^^^^^^^  centripète  du  mouvement  de  circulation  en  Ion- 
^  ""     \di  )  gitude  ; 

dt  dt 

q    àe  d^\    Accélérations  complémentaires,  ducs  aux  divers  mouvements  du 
dt  Wt  [        rayon  OM  autour  du  point  0. 

'  dt   dt 

THÊ0RÈ5IE  DES  AIRES. 

409.  Le  théorème  des  aires  consiste  dans  Ténoncé  sui- 
vant : 
On  suppose  qu'un  point  mobile  M  se  meuve  dans  un  plan. 
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de  telle  sorte  que  le  rayon  vecteur  mené  à  chaque  instant  du 
mobile  M  à  un  point  fixe  0,  pris  dans  ce  plan,  décrive  en  temps 
éjaux  des  aires  égales;  cela  posé,  V accélération  totale  du 
point  M  est  à  chaque  instant  dirigée  suivant  la  droite  Mû,  dans  un 
sens  ou  dans  Vautre. 

Cette  proposition  ayant  une  grande  importance  dans  la 
mécanique,  nous  en  donnerons  plusieurs  démonstrations. 

Première  démonstration.  —  Rapportons  le  mouvement  du 
point  M  à  des  coordonnées  polaires  en  pre- 
nantie  pointO  comme  pôle;  dans  un  temps 
inGniment  pelit  dt,  le  rayon  vecteur  MO 
décrit  autour  du  point  0  une  aire  élémen- 
taire MOM',  qui  a  pour  mesure  Jr'dô,  à 
des  inGniment  petits  d'ordre  supérieur 
près;  la  proportionnalité  des  aires  dé-  Fig.  9j. 

crites  aux  temps  employés  à  les  décrire  entraine  donc  la 
relation 

î  r^d$  =  kdt, 

A  étant  un  coefficient  constant  qui  représente  Taire  décrite 
par  le  rayon  vecteur  dans  l'unité  de  temps.  Dilférentions 
cette  équation  en  traitant  dt  comme  une  constante,  il  viendra 

ou  bien,  en  supprimant  le  facteur  r  et  en  divisant  par  |d(*, 

^didi-^'dt-^^^ 

Or  le  premier  membre  de  cette  équation  n'est  autre  chose 
que  la  composante  de  l'accélération  totale  projetée  sur  une 
perpendiculaire  MN  au  rayon  vecteur  OM  (g  107).  Celte  com- 
posante est  nulle,  et,  par  suite,  l'accélération  totale  est  diri- 
gée suivant  le  rayon  vecteur. 

Elle  a  par  conséquent  pour  valeur 


J^d^-"[dt)^ 


1S8 

el  cojuuie 


lUÉORÈMK 


on  a  aussi 


de     2\ 
di^r*' 

rf*r 

4  A»      d«r      4A« 

^  —   WrI 


L'accélération  lolale  peut  donc  s'exprimer  dans  ce  cas  en 

fonction  du  rayon  vecteur  et  de  l'accélération  de  glissement. 

HO.  Seconde  démonstration.  —  Nous  allons  rapporter  le 

mouvement  à  deux  axes  rectangulaires  menés  par  le  point  0,  et 

démontrer  la  réciproque  de  la  propo- 
sition. 

Les  composantes  de  laccélération 
totale  projetée  sur  les  axes  sont 

d*x  d^y 

F)?.  lUO. 

et  pour  exprimer  que  leur  résultante 
passe  par  le  point  0,  il  suliit  de  poser  la  proportion 


(2) 
(S) 


V 


ou  bien 


r/«M  d*x 


Le  premier  membre  est  la  différentielle  exacte  de  la  fonc- 
tion 


ày 


dx 


'Tt-Vjt' 


L'int^rale  de  celte  équation  est  donc 


iy 


dx 


dt-yji=^^' 


en  appelant  2A]  la  constante.  Or  celte  équation  nous  apprend 
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que  la  vitesse  arèolaire  du  rayon  OM  est  constanle  (§  55),  et 
le  théorème  est  démonlré. 

111.  Troisième  démonstration.  —  On  peut  déduire  la  démon- 
stration du  théorème  ou  plutôt  de  sa  réciproque,  de  l'équa- 
tion du  §  96  : 


dv 


ifû 


Soient  M,  M',  deux  positions  successives  infiniment  voisines 
du  mobile;  menons  les  rayons  OM,  OM', 
et  les  tangentes  MT,  M'T'  à  la  (rajecloire. 
Soit  I  leur  point  d'intersection.  L*anglc  \l 
est  Tangle  de  la  direction  du  mouve- 
ment avec  la  direction  de  l'accélération 
totale,  c'est-à-dire  avec  MO;  ii.-hrfjji 
sera  l'angle  de  la  tangente  M'T'  avec  le 
rayon  M'O  ;  Tangle  T'IT  est  Tangle  de 
contingence,  diù.  Exprimons  que  la 
somme  des  angles  du  quadrilatère  OMIM'  est  égale  à  4  droits  : 
il  viendra 


Fig.  iOl. 


On  en  déduit 

dta  ^  do  —  d/i, 

et  par  suite 

dv  _     de             dfi 

V       tan^'  ,u      tang  fi 

Mais 

rdO 

et 


do 


dr 


tang  M 


l'équation  devient 


dv      dv         dfn     0. 

V       T      lang  fi 


0 


if)0  THÉORÈME 

Intégrons  : 

vr  siti  ,u  =  conslaiile. 

Or  vx  rsinii.X(/^  est  le  double  de  l'aire  décrite  dans   le 

temps  clt  par  le  layon  vecleur  mené 
du  point  0  au  mobile,  car  c'est  le 
produit  de  Tare  parcouru  t'd/,  par 
la  distance,  rsin[jL=OP,  du  pôle  a 
la  direction  de  ce(  arc. 

Si  l'accélération  totale  avait  iiiv 
dirigée  suivant  le  prolongement  do 

A      OM,  la  trajectoire  aurait  tourné  sa 

fig  ^Qi  convexité  du  côté  du  pôle,  et  Ton 

aurait  eu 

OU  bien 

mais  en  même  temps 

Le  résultat  final  aurait  donc  été  le  même. 

H2.  Démonstration  géométrique.  —  Nous  commencerons 
par  établir  un  lemme  préliminaire. 

Étant  donnés  un  cercle  OB  et  un  point  0  pris  sur  ce  cercle, 
on  mène  parle  poinl  0  une  sécante  quelconque  OEqui  coupe  le 
cercle  en  un  second  point  C;  puis  on  détermine  sur  celte  sé- 
cante un  point  E  loi,  que  Ton  ait 

0CX0E=K«, 

K  élant  une  longueur  constante.  Le  lieu  des  points  E  ainsi 
déterminé  est  une  droite  perpendiculaire  au  diamètre  OB  pas- 
sant par  le  point  0  et  le  centre  du  cercle. 

Prenons  en  effet  sur  la  direction  du  diamètre  OB  un  point  D 
telqueOBxOD=:K'.  Le  poinl  D  sera  un  point  du  lieu.  Joignons 


Fig.  103. 
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DE  et  CB.  Le  quadrilatère  ECBD  sera  inscriplible  dans  un  cercle, 
en  vertu  de  l'égalité 

OCxOE=OBxOD. 

Les  angles  opposés  C  et  D  de  ce  quadrilatère  sont  sup- 
plémentaires. Or  Tangle  OCB,  inscrit  dans  la  demi-circonfé- 
rence OCB,  est  un  angle  droit;  donc 
Tangie  D  est  aussi  droit,  et  par  suite 
le  point  E  appartient  à  la  perpendi- 
culaire élevée  sur  la  direction  OB  en 
un  point  D,  déterminé  de  position.  La 
perpendiculaire  DE  est  le  lieu  cherché. 

Revenons  à  la  proposition  princi- 
pale. 

Soit  MN  la  trajectoire  plane  décrite  par  le  point  mobile,  et 
soit  0  le  centre  fixe  autour  duquel  sont  décrites  les  aires. 

Prenons  deux  positions  successives  très-voisines,  A  et  A', 
du  point  nvDbile  sur  sa  trajectoire; 
menons  à  la  courbe  des  tangentes  AT, 
AT,  en  ces  deux  points  ;  du  centre  0, 
abaissons  sur  ces  tangentes  des  per- 
pendiculaires OT,  OT'. 

Soit  t;  la  vitesse  du  mobile  à  son 
passage  en  A.  Le  produit  \vxOTiXdt 
sera  Taire  infiniment  petite  décrite 
pendant  le  temps  dt  par  le  rayon 
vecteur  AO;  la  vitesse  aréolaire  du 
point  mobile  est  donc  |vxOT;  et 
comme  elle  est  constante  en  vertu 
de  renoncé,  le  produit  v  x  OT  est 
constant.  Appelant  K*  la  valeur  con- 
stante de  ce  produit,  nous  obtien- 
drons la  vitesse  du  mobile  au  point  A, 
en  prenant  sur  la  direction  de  la  per- 
pendiculaire OT  une  longueur  OE  telle,  que 


fi 


Fis.  iOi. 


0TX0E  =  K«. 


HÉC.  G0LU6H01I. 
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•vîUi-i   u^  Jk    i-uiriiir-iLa!:.  ri    *  .iiiiut;   -a  ^— jfEt'î:-!'   >  n- 
Il  11  lit    ruU'   '^'Mu  n   ver  -i;*     •    •-  vut  ••:..•* "/Ucrç^  t..  - 
:.  »u'j»*  if*Ji  U'*  1-  JiiL  r    r    •  iiir  -f  ru   i>i   ii  }"'Uiirf   is-  .. 
r.  rtr-^iiiir^  i-    1  .r  'l'inorr  ;ii  i«ii;:r  . 

.r  -a  :.in:  îmi  rii'ii  te  a  Lj^it  IZ  tv  '^mï  i:t*ii".»ri«nnf"r  j  ^ 
:;m.-î.''U".i'fi  II-    'tuûiMr-r-  Uf'  L      c' t  uni:, .   zir.  i^m.'  i   :- 
■i.^ii.-î  'tîtiî  ii»nirri  i.iin»!^  la  i  i  ri  i  miner i^i::  la  r«    ^ 
/   i:ie  ir  lUî  .'•   ir''i>«r:nanrile  ^  lîinileiii  i  j  ^^re-î-i^  .. 
jii'f'iKe  îii  >iiu  i.  iiuiî  lîie  ir»:e  .  ï'  irjo«iintni:ie_±f  ftji- 
-i.u -e  i  Ji  rt.*--:^  t.i  niîLiili!  m  iMini  1 .  !tf  rii  f*:~im:::  j 

3»*rî»tniLirî-.i.r*»  i  .«L  .£".  -ît  ':i'  si.  *  >  -rTuir^f  ^  =>^' 
in'.'*  ru*  je  •r^^înç-i*  /T*'  n  jh  1 1*"!  *:  -li>t  j.aner  i  xz  ir^:  ; 
tj.ir.  îe  ^iiLiai*  i  î.-.ii*.  i*Mr  j*.  n^nener  •ïïiî^îi.j:?  rvtn^-  >■  - 
iii-r.-  ^  /..-^eoie-  ieaiiin^er^  i  îi>r^  r.jLToier  'e  r«:t:i.'I' i'^-.*" 

f  ,r^ 


z.^.  .T=  £  .. .:  =i^ 


rf»/:r,f  KK',  auqnel  r^'-Crl' Tîti  ri  h»  a'.et-?!  p»:rpeiijiciiîjiie,  f>l 
1  /î'Ui^'Ui^:  [i^rporiilicuîalreà  la  »/irvction  OB. 

A  h  limilc,  les  points  A  et  A'  >o  rapprochent  îndêfinimenL 
H  K»r  --i*ile  la  dir»?r  lion  OB  so  c  nfond  axec  le  rjvon  vecleur 
OA,  Lohc  U  dirt-chon  de  l'accélérai  ion  loljle  esl  la  dirocliun 
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même  du  rayon  vecteur  mené  du  point  mobile  au  centre  des 
aires. 

On  prouverait  facilement,  en  suivant  une  marche  inverse, 
la  réciproque  du  théorème  :  Quand  l' accélération  totale  d'un 
mouvement  plan  est  constamment  dirigée  vers  un  centre  fixe 
0,  la  vitesse  aréolaire  du  mobUe  par  rapport  à  ce  centre  0  est 
constante,  ou,  en  d'autres  termes^  les  aires  décrites  par  le  rayon 
vecteur  MO  croissent  proportionnellement  au  temps. 

Dans  ces  deux  propositions  réciproques,  l'accéléralion  peut 
d'ailleurs  être  dirigée  dans 
le  sens  AO  (fig.  i  05) ,  ou  dans 
le  sens  opposé  (fig.  106), 
suivant  que  le  point  0  est 
situé  dans  la  concavité  ou  j 
en  dehors  de  la  concavité  p.   ^^^ 

de  la  trajectoire. 

113.  En  appliquant  le  théorème  de  la  projection  des  accé- 
lérations sur  un  plan,  on  démontrera  facilement  les  proposi- 
tions suivantes: 

Lorsque  Faccélération  totale  du  mouvement  d'un  point  dans 
t espace  est  constamment  dirigée  de  manière  à  rencontrer  une 
droite  fixe^  la  vitesse  aréolaire  du  mouvement  projeté  orthogo- 
iialement  sur  un  plan  normal  à  cette  droite  est  constante,  le  pied 
de  la  droite  fixe  étant  pris  comme  centre  des  aires.  —  La  réci- 
proque est  vraie. 

Lorsque  Vaccélération  totale  du  mouvemefU  d'un  point  dans 
l espace  est  constamment  dirigée  vers  un  point  fixe,  les  mouve- 
ments obtenus  en  projetant  orthogonalement  ce  mouvement  sur 
trois  plans  rectangulaires  menés  par  ce  point  fixe  comme  origine 
ont  tows  trois  des  vitesses  aréolaires  constantes  autour  de  rori- 
gine,  —  La  réciproque  est  vraie. 

On  peut  ajouter  que,  dans  ce  dernier  cas,  le  mouvement 
dans  l'espace  est  nécessairement  contenu  dans  un  pian. 

En  effet,  revenons  à  la  construction  des  accélérations  to- 
tales: deux  tangentes  consécutives  AB,  A'B',  sont  situées  dans 
un  môme  plan,  qui  est  le  plan  osculateur  de  la  trajectoire; 
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ce  plan  contient  la  direction  A'B  de  l'accélération  totale,  et 
par  suite  passe  par  le  point  fixe  0.  Le  plan  des  tangentes  A'F, 

A'^B'',  passe  aussi  par  le  point  0,  et  comme 
il  a ,  outre  le  point  0,  une  droite  A'£' 
commune  avec  le  premier  plan,  il  ne 
fait  qu'un  seul  et  même  plan  avec  lui. 
On  prouverait  de  même  que  le  plan  des 
tangentes  A^B",  A^'B"',  coïncide  avec  le 
plan  des  tangentes  A'B',  A'B',  et  ainsi  de 
suite,  de  sorte  qu*en  définitive  tous  les 
éléments  successifs  de  la  trajectoire  sont 
situés  dans  un  même  plan,  qui  passe  par  le  point  0.  La  con- 
stance de  la  vitesse  aréolaire  du  point  mobile  par  rapport  h 
ce  point  0  existe  donc  aussi  pour  ce  pian,  comme  pour  les 
mouvements  projetés. 


Fig.  107. 


DÉTERMINATION   GÉOMÉTRIOUE    DE    L* ACCÉLÉRATION    TOTALE    LORSQUE    Li 

VITESSE  ARÉOLAIRE   EST  CONSTANTE. 


114.  Lorsque  les  aires  décrites  par  le  mobile  autour  du 
point  0  sont  proportionnelles  aux  temps,  l'accélération  totale 
est  constamment  dirigée  de  la  position  du  mobile  vers  le  cen- 
tre 0.  Reprenons  la  figure  qui  nous  a  servi  à  établir  ce  théo- 
rème (fig.  104  et  1U8)  ;  nous  savons  que  OE,  OE',  représen- 
tent  les  vitesses  v,  vS  du  mobile  aux  points  A  et  A'  de  la  tra- 
jectoire; EE'  est  donc  par  construction  égal  au  produit  jii<  de 
Taccélération  totale  par  le  temps  très-court  que  le  mobile 
emploie  pour  aller  de  A  en  A'.  Proposons-nous  d'évaluer  j. 

Nous  savons  que  OT  xOE=OT'x  OE'. 

Donc  les  quatre  points  T,  T,  E,  E',  sont  sur  une  même  cir- 
conférence, et  nous  avons  la  proportion 


ee; 

TT' 


OE 

or 


Remplaçons  EE'  par  ;(i/,  et  résolvons  par  rapport  ù  j 

TrxOE 


;  = 


OVXdi' 
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Dans  le  cercle  OTT'B,  Tare  TT'  correspond  à  un  angle 
inscrit,  TBT',  qui  est  Vangle  de  contingence  de  la  trajec- 
toire. Le  diamèlre  OB  de  ce  cercle 
diffère  infiniment  peu  du  rayon  vec- 
teur OA  =  r  ;  appelons  dtù  Tangle  de 
contingence,  exprimé  en  parties  du 
rayon;  l'angle  dco  a  pour  mesure 
la  moitié  de  Tare  TT'  dans  le  cercle 

TT' 
dont  le  rayon  est  |r  ;  donc  diù= — , 

et  TT'  =  rd(i).  Nous  pouvons  aussi, 

dans  l'équation  qui  nous  donne  j, 

remplacer  OT' par  OT,  avec  lequel  OT'  pj^  ,q^  ' 

se  confond  à  la  limite. 

Enfin,  OE=v,  et  iOTxOExdt=J  OTxt;df=  l'aire 
décrite  par  le  rayon  vecteur  dans  le  temps  dt,  ou  enfin  Taire 
du  secteur  infiniment  petit  OÂA'.  Donc 

_  2  (OAAQ 

Substituant  ces  valeurs,  il  vient 

_    rdt»         2(0AV)_    2r         [OAA^      d^ 


;  = 


X 


OAA' 


X 


dt 


X 


dl' 


On  peut  observer  que -^-- est  la  vitesse  de  T aire  décrilepar 
le  rayon  OA,  vitesse  qui,  par  hypothèse,  est  une  quantité  con- 
stante, et  que  -^  est  la  vitesse  de  Vangle  décrit  par  la  tangente 

û  la  trajectoire. 

Pour  transformer  cette  expression,  introduisons  le  rayon 
de  courbure  p  de  la  trajectoire  au  point  A.  Le  produit  p  X  rfu) 
est  la  valeur  de  Tare  AA'-;  et  par  suite 

/îX</wx{OT=aircOAA'. 

Donc 

2  aire  OAA' 


^"=    PXOI    ' 
rfM_2aireOAA'  i 

dt  ""    dt    ^r 


^><"xl)f 


\Ci:eiiiuT|.' 
-  la  formuli' 


-  ^,  i-onstaut  en  tous  lo?  p-jînEs  d-;-  Ij  :.- 
■i  ■  \jrio   dniK-    proportioiint-r-ni^i 


l  "-■-".!  lo  ce^ilre  do  courbure' 
.-.  :=  y  int  Ai%.  109).  Pn-j  : 
r  .-tl  >-:  !.■  JÎEX'clion  AO;  le-  ■-  ■' 

,:>■  .'.".     "4s.nl  >on  bl3l)le5,(.'ar.  ■ 
-^ i->  Sa  a  "TA  t-^ain  cûuii 

;■    '    .~  JI~i:-îlil.A_'T.i-^aUlCOIIllI 
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APPMCATION  AU  MOUVEMKMT    ELLIPTIQUE   DES   PLANÈTES. 

115.  Kepler  a  reconnu  que  chacune  des  planètes  du  système 

taire  déctit  une  eltipse  dont  le  soleil  occupe  Fun  des  foyers,  et 
le  le  rayon  vecteur  mené  du  soleil  à  cette  planète  décrit  des  aires 

aies  en  temps  égaux. 

On  conclut  immédiatement  de  cette  seconde  loi  que  Taccé- 
iration  totale  de  la  planète  est  con- 
^mment  dirigée  vers  le  soleil  ;  il 
3ste  à  mesurer  cette  accélération. 

Soit  PP'  =  2a  le  grand  axe  de 
ellipse  décrife  par  la  planète; 
,  Pun  des  foyers  de  celte  ellipse, 
elui  qu'occupe  le  soleil.  L'accélé-  ^'^'  "^' 

*ation  totale  de  la  planète  à  son  passage  au  point  A  est  dirigée 
suivant  AS,  et  elle  a  pour  valeur 

^      r*p  sin*  fi 

Dans  cette  équation,  A  désigne  la  vitesse  aréolaire,  ou  le 

ASA' 
rapport-^,  et  p=AC  le  rayon  de  courbure  de  l'ellipse  au 

point  A. 

La  vitesse  aréolaire  A  est  l'aire  déciile  par  le  rayon  vecteur 
pendant  l'unité  de  temps.  Si  donc  T  est  le  temps  d'une  révo. 
lution  entière  de  la  planète,  et  S  l'aire  de  l'ellipsi»,  ou  le  pro. 
duitxafr,  on  aura 

A  _S_na6 

La  quantité  b  est  le  demi  petit  axe  de  l'ellipse.  El!^  ost  liée 
au  demi  grand  axe  a  par  la  relation 

a»— «»«  =  a«c», 

c  étant  Vexcentricité  relative  de  l'ellipse.  On  en  déduit 
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La  formule  à  appliquer  devient  donc 

SA*xACxsiii»jâ  ^  SÏ"       AI* 

Mais  dans l*ellipse  on  a  (g  i05)  régalité  suivante: 


Ap=ÂPx-  =  A(?XaX{i— i*j; 


il  en  résulte 


^-       r       ^SA»    «{*-«•)"   T"      a» 

Donc  l'accélération  totale  j  de  la  planète  est  à  chaque  in- 
stant inversement  proportionnelle  au  carré  de  sa  distance  SA 
au  soleil. 

Kepler  a  reconnu  plus  tard  que  le  rapport  =^  ne  varie  pas 

d^unc  planète  à  Tautre,  et  il  a  formulé  ainsi  qu'il  suit  sa  troi- 
sième loi  :  Les  carrés  des  temps  des  révolutiotu  sont  entre  eux 
comme  les  cubes  des  grands  axes. 

L^accélération,  pour  toute  planète  du  système  solaire,  est 
donc  inversement  proportionnelle  au  carré  de  la  distance  de 
cette  planète  au  soleil. 

Nous  montrerons  dans  la  dynamique  comment  Newton  a  pu 
déduire  de  ce  fait  (cinématique  la  loi  de  la  gravitation  uni- 
verselle. 

RECHEIICHE  DU  RAT0!<(  DE   COI  RDI  RE  DES  COURBES  PLACES. 

116.  Une  courbe  plane,  AB,  peut  être  définie  par  une 

relation  r=f(p)  entre  le  rayon  vecleur 
OM  :=r,  émanant  du  point  fixcO,  et  la  dis- 
tance OP  =  p  du  même  point  0  à  la  tan- 
gente au  point  M.  Il  suffit  de  connaître  un 
point  de  la  courbe  pour  qu'elle  soit  entiè- 
rement déterminée.  Son  tracé  dépend  de 
l'intégration  d'une  équation  différentielle 
du  premier  ordre. 
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Gela  posé,  on  demande  d'exprimer  le  rayon  de  courbure  de 
la  courbe  au  point  M. 

Imaginons  un  point  mobile  M,  parcourant  la  courbe  de  ma- 
niâre  que  le  rayon  OM  décrive  en  temps  égaux  des  aires 
égales.  L'accélération  totale  passera  toujours  par  le  point  0, 
et  si  l'on  appelle  v  la  vitesse,  (jl  Tangle  OMP  que  fait  l'accéléra- 
tion avec  la  direction  du  mouvement,  et  diù  l'angle  de  con- 
tingence de  la  courbe  au  point  M,  on  aura  (§  96) 


dv 


(6) 


V       tang/ui* 

en  même  temps  vp  =A,  quantité  constante.  Donc 


et  par  suite 


Mais 


et  par  conséquent 


dt»_      dp 


V 


OP      p 


)/r*-p* 


rf«=-      ^^ 


Vr«— p« 


D'un  autre  côté,  l'arc  ds  multiplié  par  cos  \k  est  égal  à  —  th  ; 
donc 


A—      ^''  __       ^^^ 


C08/»  ^r"— p« 

Donc  enfin  le  rayon  de  courbure 

de rdr 

^  "~  3Si  ""  dfp  * 
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Application  à  la  parabole.  Soil  0  le  foyer,  A  le  sommet,  T!» 
la  directrice  de  la  courbe.  On  demande  le  rayon  de  cour- 
bure au  point  M.  Menons  la  tangente  MP. 
qui  divise  en  deux  parties  égales  l'angle 
OMO  formé  par  le  rayon  vecleur  OM  et 
la  perpendiculaire  MQ  h  la  directrice' 
Le  point  P,  projection  du  foyer  sur  la  tan- 
gente en  M,  est  situé  sur  la  tangente  AI' 
au  sommet,  et  la  ligne  OPQ  est  droite. 
Les  angles  MQP,  QOC  étant  égaux,  on  a 
aussi  MOP=POA,  à  cause  du  Iriangl 


Fig.  112. 


r 


isocèle  QMO,  dans  lequel  MQ=  MO.  Donc 


MO 
OP 


OP 
OA' 


La  relation  cherchée  entre  r  et  j>  est  donc 


OA' 


On  en  déduit 


_  ;•  ^  2^  ^  2;i»  ___     8p* 


^-OA^OA-QA* 


4xOA 


1» 


8p'  est  le  cube  de  2p,  ou  de  OQ  ou,  enfin,  de  la  normale  MN. 
4x  OA"  est  le  carré  de  20A,  ou  du  paramètre  de  la  courbe. 
Le  rayon  de  courbure  de  la  parabole  est  donc  égal  au  cube 
de  la  normale  divisé  par  le  carré  du  paramétre. 

THÉORÈMES    GÉNÉRAUX  SUR  l'aCCÉIIRATION   TOTALE. 


117.  Soit  AB  (fig.  113)  la  trajectoire  d'un  mobile  M. 

Considérons  les  positions  successives  M^,  M^,  H,,.;..  M'  pri- 
ses par  ce  point  au  bout  d'intervalles  de  temps  0,  20,  50,.... 
nO.  Construisons  Tindicatrice  des  accélérations  totales  mm\ 
Aux  propriétés  géométriques  de  cette  courbe  auxiliaire 
correspondent  des  propriétés  du  mouvement  du  mobile.  Les 


THÉORÈMES  GÉNÉRAUX. 
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rayons Om^^Offij,  0/n,,....  Om',sonl  rcspectivomcnl  égaux  et  pa- 
rallèles aux  vitesses  du  mobile  auxpoinls  M^,  Mj,  M,,....  M',  ri 
les  arcs  m^m^,  w^tn,,  m^m^j 
sont  parallèles  aux  accélé- 
rations totules,  et  égaux  aux 
produits  de  ces  accéléra- 
tions par  le  temps  0. 

1*  Projetons  le  point  m^ 
en|ji,  sur  la  direction  O^m,  le 
point  m,  en  |a^,  sur  la  direc- 
tion Oni),  le  point  m,  en  (a,, 
sur  la  direction  Ont,,  et  ainsi 
de  suite  jusqu'au  point  m' 
qui  sera  projeté  en  (x'.  Les 
infervalles  infiniment  petils 
'^'oP^o?  mj|x^,m,ji^,...  mV'sont 
respectivement  égaux  aux  différences  des  rayons  vecteurs, 
c'est  à-dire  des  vilesses 


Fijj.  113. 


Ils  sont  égaux  d'un  autre  côté  aux  projections  des  arcs  de 
Findicatrice,  ouà 

en  appelant  (Ao«  (^n Pu  l^^s  angles  successifs  de  raccèlération 

totale  avec  la  direction  du  mouvement  ;  faisant  la  somme  de 
ces  deux  séries,  on  aura  donc 

OU  enfin,  en  passant  à  la  limite, 

V — Vq=  j  jcits/idi. 

Donc  V accroissement  de  la  vitesse  du  mobile  entre  deux  époques 
t^,  I,  est  égal  à  l'intégrale^  entre  ces  deux  époques ^  du  produit  de 
raccélàation  tangentielle  par  l  élément  du  temps. 


17^2  TIlEOniMES  GE>KnAr\ 

On  parvient  dirocfcmcnt  à  co  tliùorùinc  en  inlégroni  iLMiiii) 
lion  (liflVrenliollo 


2"  Les  triangles  Om,»?^,  Om^m/,  Om^m,,...  donnent  suce» >■ 
sivenieiU  : 

î'*  —  ^1  -f-ii^"  -H  "^i'-JiOcoSfJ.^  , 

Ajoutant  ces  équations  membre  à  membre,  il  vient,  en  mi]» 
primant  les  termes  qui  se  détruisent, 

Or  0  étant  infiniment  petit,  les  termes  j-0'  sont  des  inliiii 
ment  petits  du  second  ordre,  dont  la  somme  est  ri^^ouriMi^^ 
ment  nulle  ;  d'un  autre  côlé,  rO  e^l  Tare  (h  décrit  sur  la  lrnj<M" 
t(Hre;  cban^eant  la  notation,  nous  arrivons  à  l'équation 


v^ 


.'5. 


Donc  Vaccnfisat  meut  du  carre  de  la  vitesse  da  mobile  en  j)a<s(inl 
d'une  position  M  à  une  position  M'  sur  sa  trajectoire  est  t'if(d  eu 
double  de  iinte'ip'ale,  prise  entre  ces  deux  positions^  du  produi' 
de  V accélération  tawjcntielle par  ï élément  d\irc  parcouru. 

On  démontrerait  diieclemenl  ce  (!»roréme,  en  partant  do 


réfjUalion 


(le 


ds 
et  en  remplaçant  dt  par  -  ;  il  vient  en  effet 

vdv 

ou  bien 

vdv  —  J  CO:r  fx  d$ , 
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(»■—  »J)  =  2  /  j  cos /idt. 


TU*  Projetons  sur  un  axe  fixe  le  polygone  Omofn'O. 

Le  côté  Om^  pris  dans  le  sensOm',  est  la  résultante  géomé- 
trique des  côlés  Om^,  m^m^^  m^nij,..,  mjjn'  ;  la  projection  sur 
Taxe  du  côté  Om'  est  donc  égale  a  la  somme  algébrique  des 
projections  de  tous  les  autres  côtés;  appelons  a^,  a^^  a,,...  a«, 
les  angles  des  côtés  m^m^y  tn^m^^...  m^m'  avec  Taxe  de  projec- 
tion ;  et  représentons  par  t;«,  t;^,^  les  projections  sur  le  môme 
axe  des  côtés  Om^,  Om',  qui  représentent  les  vitesses  du  mo- 
bile. Nous  aurons 

«'*=«'o»«+Jo^X  COSao+iiôCOSai-fiiOcosat-l-.. .  +;gOco8«|, 

ou  encore,  en  représentant  par  l'indice  x  la  projection  sur 
Taxe, 


t«  =  ro,«4-  fj*^' 


Donc  Vaca^oissemeni  entre  deux  époques  de  la  vitesse  du  mo- 
bile  projetée  sur  un  axe  fixe  est  égal  à  l  intégrale ,  entre  les 
mêmes  époques^  du  produit  de  r accélération  projetée  sur  le  même 
axe  par  Vêlement  du  temps. 

La  démonstration  directe  se  déduirait  de  la  relation 

d*x 

qui  donne,  en  intégrant, 

4"  A  ces  trois  théorèmes,  il  faut  joindre  celui  que  nous 
avons  démontré  g  96,  et  qui  consiste  dans  la  relation  différen- 
lielie 

dv  (lùè 


V       tang  /ft  ' 
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OU  dans  Téquation  intégrale 


9  =  VaC 


f 


tang^ 


riulégrale  étant  prise  sur  la  trajectoire  entre  les  positions  M^, 
M,  où  la  vitesse  est  v^  et  v. 

Nous  retrouverons  ces  théorèmes  dans  la  dynamique,  avic 
une  autre  interprétation . 

118.  Nous  avons  supposé  que  l'indicatrice  des  accéléra- 
lions  totales  était  une  courbe  continue  ;  il  est  facile  de  \o  r 
que  les  quatre  théorèmes  démontrés  subsistent  encore  lors- 
que l'indicatrice  a  des  points 
anguleux,  ce  qui  n'empéclte 
pas  les  vitesses  du  mobile 
sur  sa  trajectoire  de  varier 
d'une  manière  continue  en 
direction  et  en  grandeur. 

Mais  si  la  trajectoire  Â6C 
avait  elle-même  un  point  an- 
guleux B,  ou  si  la  vitesse  du 
mobile  variait  brusquement 
de  grandeur,  Tindicatrice  cesserait  d'être  une  courbe  conti- 
nue; elle  se  composerait  d'une  branche  ab^  correspondanle  a 
la  portion  ÂB  de  la  trajectoire,  et  d'une  branche  b'Cj  qui  cor- 
respondrait à  la  portion  BC.  Les  théorèmes  s'appliquent  aIo^^ 
séparément  aux  portions  AB,  BC  ;  prenons  pour  exemple  le 
second  théorème  :  il  donne  pour  la  partie  AB 


Fig.  114. 


?J  — dJ  =  2  /    j  cos fitl». 


et  pour  la  partie  BC 


-"-'^X 


j  cos  fidt. 


Les  vitesses  i\  et  v,  sont  égales  et  parallèles  aux  rayons  vec- 
teurs Obj  Ob',  de  rindicatrice  ;  joignons  bb';  le  triangle  CM', 
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dans  lequel  le  côté  bb'  représente  une  vitesse  «,  qui,  com- 
posée avec  v^^  a  pour  résultante  la  vitesse  v,,  nous  donne 

cl  par  suite 

La  discontinuité  des  vitesses  introduit  donc  dans  l'équation 
deux  termes  correctifs.  On  verra  dans  la  dynamique  quelle 
interprétation  on  peut  leur  donner.  Rappelons-nous  du  reste, 
qu'en  toute  rigueur  les  points  anguleux  des  trajectoires  et 
les  variations  brusques  de  vitesse  sont  inadmissibles  dans 
le  mouvement  d'un  point  matériel  (§  21). 


NOTE 

SrOR   LES  AGCELÉRÀTIOlfS   DIRIGÉES    VERS    UN   CENTRE    KIXE. 

119.  [fous  avons  (§  114)  établi  la  formule 

.^      4\« 

rjui  donne  raccélération  totale  7,  dirigée  suivant  le  rayon  vecteur  MO  =  r, 
du  mouvement  d*un  point  M  sur  une  trajectoire  MN,  quand  la  vitesse  aréo- 
laire  autour  du  centre  0  est  constante  et  égale  à  A  (fig.  115). 

La  quantité  p  est  le  rayon  de  courbure  de  la  trajectoire  au  point  M,  et 
p.  est  l'angle  que  fait  le  rnyon  OH  avec  la  direction  MT  du  mouvement. 

Supposons  ensuite  que  le  mobile  parcoure  la  même  trajectoire,  dans  le 
même  sens,  mais  que  sa  vitesse  arêolaire  soit  constante  et  égale  à  A  autour 
d'un  autre  centre,  O'.  Appelons  r'  le  nouveau  rayon  vecteur  CM,  et  f&'  Tan^le 
qu*il  forme  avec  la  direction  du  mouvement.  La  nouvelle  accélération  /  sera 
dirigée  suivant  MC,  et  elle  aura  pour  valeur 

.  4A« 
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Les  Tacteurs  A*  et  p  restant  les  mêmes  dans  ces  deux  équations ,  on  \h^\ 
les  éliminer  par  la  division.  U  vient 

j  ___  r^  sîn*  / 

Par  le  point  (V  menons  CP  parallèle  à  la  tangente  HT  à  la  trajecioir?. 

Nous  avons,  dans  le  triangle  (KPM,  Tangle  O^HP  ê..' 
à  TMP  ou  à  |t,  et  Fangle  MCKP  égal  au  suppléroeut  «ir 
TMO",  on  a  «  —  !&'.  Les  o6tés  PM,  (YU  sont  pro|  ortion- 
uels  aux  sinus  des  angles  opposés  ;  donc 

sin^^  _  PM  _  Wl . 
sin  /i  "■  (VM  *■  r*  • 

substituant  dans  Téquation  qui  donne  le  rapport  dés 
accélérations,  il  Tient    • 


Kig.  115. 


PÏ 


j^X  r'5 


PM 


Il  est  facile  de  déduire  de  cette  proportion  la  valeur  de  racoëlératioa  totale 
du  mouvement  elliptique  quand  les  aires  égales  sont  décrites  en  temps  é^i\i\ 

autour  du  foyer,  connaissant  la  loi  de  racccit- 
ration  totale  du  mouvement  elliptique  lorsque 
les  aires  égales  sont  décrites  autour  du  centre. 
Soient  F,  F'  les  deux  foyers  d'une  ellipse.  U 
somme  MF  +  MF'  dos  rayons  vecteurs  menés 
aux  foyers  d*un  même  point  de  la  oouriK  e>t 
constante  et  égale  au  grand  axe  ?a.  Pnemits 
sur  le   prolongement   de   FM   une   quantiié 
MN  =  MF'.  La  longueur  FN  sera  égale  à  Sa.  Joi- 
gnons PN.  La  tangente  MT  divise  au  point  I 
cette  droite  en  deux  parties  égales  (§  86).  Si  donc  on  joint  le  point  1  âu 
centre  0,  milieu  de  FF',  la  droite  01  sera  parallèle  à  FM  et  égale  i  la  lùoh- 
tié  de  FN,  ou  à  a. 

Soit  j  Taccélération,  dirigée  suivant  MF,  quand  la  vitesse  aréolaire  fst 
constante  autour  du  foyer  F  ;  j'  Taccélération  dirigée  suivant  MO,  quaiid  la 
vitesse  aréclaire  est  constante  autour  du  centre  0.  Menons  OF  parallèle 
à  MT  ;  nous  aurons,  en  faisant  FM  =  r  et  OM=:r', 


Fig.  116. 


PM 


Or  (§  104) 


J  _      

7'    Hxf* 


T  étant  la  durée 'd*une  révolution  entière  du  point  mobile,  durée  qui  e^t  U 
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même  dans  les  deux  cas,  puisque  les  vitesses  aréolaires  sont  égales. 
Donc 


/  = 


PM  X  ht* 

T«xr« 


Mais»  dans  le  parallélogramme  OPMI,  PM  est  égal  à  01,  c'est-^-dire  à  a. 
Par  suite 


J'  = 


T«    ^r«' 


résultat  conforme  à  celui  qu'on  a  trouvé  dans  le  §  116. 

Cette  méthode,  que  nous  empruntons  aux  Principes  mathématiquei  de  la 
philosophie  naturelle  de  Newton,  a  Tavantage  d'éviter  la  recherche  du  rayon 
de  courbure  de  la  trajectoire. 

120.  Voici  du  reste  une  démonstration  encore  plus  directe  ^ 

Supposons  que  le  mobile  parcoure  Tellipse  dans  le  sens  MM'. 

Le  lieu  des  points  N,  obtenus  en  prolongeant  chaque  rayon  FM  d'une 
quantité  MN  =  MF',  égale  au  rayon  conjugué,  est  un  cercle  décrit  du  point  F 
comme  centre  avec  2a  pour  rayon.  Nous  allons  démontrer  que  cette  circon- 
férence est  rindicatrice  des  accélérations  totales  du  mouvement  du  point  M, 
quand  on  transporte  toutes  les  vitesses  du  mobile  parallèlement  à  elles- 
mêmes  au  point  F',  et  qu'on  les  fait  toutes 
tourner  d*un  angle  droit  de  droite  à  gauche 
autour  de  ce  point.  Ce  théorème  suppose 
connue  la  proposition  suivante  :  dans  V ellipse^ 
le  produit  FP  x  F'I  des  distances  des  foyers  à 
une  même  tangente  est  constant  et  égal  au 
carré  b*  du  demi  petit  axe.  Commençons  par 
la  démontrer. 

Soit  a  langle  F'MI  =  PMF,  que  fait  une  tan- 
gente à  Tellipse  avec  les  deux  rayons  vec- 
teurs menés  à  son  point  de  contact;  appelons  r  et  K  ces  deux  rayons.  Le 
triangle  FMF',  dans  lequel  FF'  est  égal  à  Texcentricité  2c,  nous  donn^ 

4c«  =  r"  +  r^  — 2rr' cos  (ir  —  2«)  =  r*  +  r^-h2rr' cos  2«. 

Mais  Gos  2a  =  1  —  2  sin'  a  ;  substituant,  il  vient 

4c«  =  r« -h  r^ -h  2rr' —  4rr' sin«  a  =  (r  4- ?')•  —  irf  sin«  «. 

La  somme  r  +  r'  est  égale  à  2a  ;  donc 

<*^a*  —  rK  sin*  «, 


Fig.  117. 


I  Cours  de  M.  Résal  à  rficole  polytechnique,  1872. 
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et  par  suite 

ff'  sin*  a  =  r  sin  «  X  r'  sin  a  —  FP  X  F'I  =  a*  —  c'  =  b^, 

ce  qui  démontre  la  proposition.  Revenons  à  la  question  principale. 
La  vitesse  «du  mobile  M  est  donnée  par  Féquation 

i»xFP  =  A, 

A  étant  la  vitesse  aréolaire  conslante. 
Donc 

„^2A_^ 

V  —  j^,p   —    ^^^   ^^    t    I, 

et,  en  observant  que  le  double  de  F'I  est  égal  à  F'N, 

r  =  A  X  F'N. 

Le  rayon  vecteur  F'N  de  la  circonférence  lieu  des  pomb  N  est  prope*r- 
tionnel  à  la  vitesse  v  ;  il  est  de  plus  perpendiculaire  à  la  tangente  Ml,  c'e^t- 
à-dire  à  la  direction  de  cette  vitesse.  En  faisant  tourner  le  rayon  F'?i  d'iu: 
angle  droit,  de  gauche  à  droite,  autour  de  F',  on  ramènera  à  être  par?ll>  i:: 
à  la  vitesse  v;  et  par  suite  la  circonférence  lieu  des  points  N  peut,  s^n 
la  rotai  ion  d'un  angle  droit  autour  de  F',  servir  d'indicatrice  des  actéK-ij- 
tions  totales  pour  le  mouvement  du  point  M. 

Considérons  deux  positions  infmiment  voisines,  Il  et  M',  du  mobile;  dt  ji 
points  infiniment  voisins,  N  et  N',  y  correspondent  sur  Pindicatrice  ;  i  ar.: 
WN',  pris  dans  le  sens  NN',  reprêsoiile,  à  Téchelle  de  la  ligure,  la  vild.-e 
acquise  élémentaire  jdt,  et  Ton  aura 

jdl  =  ^4  X  NX'. 

D*ailleurs  la  direction  de  Taccéléraiion  j,  qui  doit  être  perpendiculaire  à  » , 
est  dirigée  vers  le  point  F. 

Il  reste  à  évaluer  NiV.Pour  cela,  abaissons  MK  perpendiculaire  en  FM'.  If 
produit  î  MK  X  FM'  représente  Taire  décrite  par  le  rayon  FM  dans  le  tenij^s 
dt,  aire  égale  à  Kdt, 

Donc 

Les  triangles  semblables  FMK,  FNN'  donnent  de  plus 


Donc 

NN'  = 


NN' 
MK' 

FN 

■"FM 

2a 
~FM 

MKx2c 
FM       " 

Udt 
FM' 

2a 
XpM" 

Akadi 
FMXFM'' 
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et  par  suite 

,      4A«a  1 


.«u<  « 


6«   ""FHxFM' 

quantité  à  prendre  à  la  limite,  quand  MM'  devient  infiniment  petit.  Donc 
enfin 


• 

4A»fl        I         4A«ii    ^  l 

"  6»     ni*""  ^*  ^'■*' 

ou  encore 

en  observant  que 

T 

121 .  Proposons-nous  de  résoudre  d'une  manière  générale  le  problème 
suivant  : 

Sachant  que  Faccélération  totale  j  d'un  point  mobile  M  est  con- 
stamment dirigée  vers  un  centre  fne  0,  et  qu'elle  est  exprimée  par 
une  fonction,  f(r),  de  la  distance  MO,  trouver  la  trajectoire  et  la  loi  du  mou- 
vement. 

Nous  avons  déjà  résolu  (§  103)  un  cas  particulier  de  ce  problème,  celui  où 
la  fonction  f{r)  est  proportionnelle  à  la  distance  r.  Dans  ce  cas,  l'emploi 
des  projections  sur  deux  axes  rectangulaires  conduit  très-rapidement  à  la 
solution,  parce  que  les  équations  du  mouvement  s'intègrent  séparément. 

11  n'en  est  pas  de  même  quand  la  fonction  f  (r)  est  plus  compliquée.  On 
peut  alors  suivre  une  des  méthodes  que  nous  allons  indiquer. 

1*  L'accélération  étant  toujours  dirigée  suivant  le  rayon  MO,  la  vitesse 
aréolaire  est  constante  ;  représentons- la  par  A,  quantité  constante  qu'on  dé- 
terminera plus  lard.  Nous  aurons  l'équation  en  coordonnées  polaires 


i  f*rfÔ  =  kdt. 


s 


De  plus  (§  109) 


._d«r_4A*. 
^~  dl*        r*  ' 


cette  équation  suppose  que  l'on  compte  positivement  l'accélération  dans  le 
sens  centrifuge  OM,  et  négativement  dans  le  sens  centripète  MO. 

Remplaçons  j  par  la  fonction  donnée  f  (r)  ;  nous  aurons,  pour  lier  les  va* 
riables  r  et  i,  l'équation  difTérentielle  du  second  ordre  : 

rfV      4A«  .   . .  . 


ISO  DETERMINATION 

fJr 
Celle  équation  s'inlt'grc  en  muiliplianl  par  2  -  -  r// le  premier  meiiibn;  et 

le  second  par  2(h';  il  vient,  en  désignanl  par  C  une  conslanle, 

el  par  suite 

(It  = —  :  . 


=v'"/(*" *^) 


Le  radical  iUnl  clie  pris  avec  le  signe  +  si^r  est  positif,  avec  le  signe  —  s'il 
est  négalif.  de  manière  que  (//  soit  toujours  positif. 

Intrgrant  une  si'cunde  fois,  et  appelant  C  une  seconde  constante,  on  j 


fh 


Celte  é(iuati(>n  f;iit  comiailre  /  en  fonction  de  r  ;  on  obtient  ensuite  réquali'ii 
de  la  trajectoire  en  renq>laçant  dt  par  sa  valeur  en  r  d.  os  réquiilion  df^ 
aires;  ce  (jui  donne 


do  =--  - 

/ 


'•=^Wj-(2/„.,.+^) 


équation  cpii  s'intègre  encore  par  une  quadrature. 
'2'  On  peut  aussi  ^e  servir  de  rèqnation  démontrée  dans  le  §  117 


7'- 


—  i'o- -  2  j  j  cosy  fis; 


u.  étant  l'angle  fait  par  raccélération  avec  la  direction  du  mouvement,  (iii 
a  f/ô*  cos{v.    -dr,   el  par  suite  ;  cosu.  (/.s  =: /"  (r)  <//•.  La  (pianlilé  r  est  iiii' 

constante,  el  ré(iualion  précédente,  dans  latpielle    /  f  (i')dr  est  une  nuu- 
velle  fonction  F,  prend  la  forme 

h  re]>résenle  nne  constante;  arbitraire. 
Mais 


1-2  ^ 


dt-  dt' 

Donc 

^^r'^^r'dr- 
dl' 

L'écjualit)!)  (b's  aires 

1  ;•«  d<J  r^  \dl 


. -A4-I'(r). 
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lermet  d'élimioer  le  temps  dL  On  en  déduit 


>u 


'    A» 


4A«dr«      4A»      .    ,  „,  , 
__^._  =  A  +  F(r), 


équation  qu^on  peut  résoudre  par  rapport  à  dO,  et  intégrer  ensuite  par 
quadrature. 

Nous  reviendrons  sur  cette  question  avec  plus  de  détails  dans  la  dyna- 
mique. 


LIVRE  III 

mV   HOUYEHENT   DES   STSTÈliES   INTARIABLE8 


CHAPITRE  PREMIER 

ÉTUDE  DES   MOUVEMENTS   D'UN  SOLIDE 


DÉFINITION  DES   SYSTÈMES  INTARUBLES. 

i22.  On  appelle  en  mécanique  système  mvariable  un  ensem- 
ble de  points  dont  les  positions  relatives  ne  peuvent  être  alté- 
rées. Un  corps  solide  naturel  esiàpeuprès  dans  ces  conditions  : 
il  y  est  à  peu  prés  seulement,  parce  que  les  forces  qui  agissent 
sur  lui,  si  petites  qu'elles  soient,  en  allèrent  légèrement  la 
forme.  Aussi  désigne-t-on  souvent  les  systèmes  invariables  sous 
le  nom  de  soUdes  géométriques  y  par  opposition  aux  solides  natu- 
rels dont  l'invariabilité  n'est  pas  absolue.  Un  système  inva- 
riable n'est,  après  tout,  qu'une  conception  de 
l'esprit,  et  l'on  n'en  rencontre  point  dans  les 
applications. 

Supposons  qu'un  système  invariable  soit 
composé  de  n  points  distincts.  Prenons  parmi 
ces  n  points  trois  points  particuliers  A,  B,  C, 
non  en  lisne  droite.  Les  distances  AB,  BC,  AC, 
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seront  des  quantités  constantes,  que  l'on  peut 
supposer  connues.  Pour  définir  la  position  occupée  dans  le 
système  par  l'un  quelconque,  M,  dcsn  —  3  autres  points,  on 
donnera  les  trois  distances  MA,  MB,  MC,  de  ce  point  aux  trois 
points  A,  B  et  C.  La  position  effective  du  point  M  reste  encore 
ambiguë  avec  ces  données;  car  les  distances  MA,  MB,  MC,  con- 
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viennent  également  au  point  M',  symétrique  de  M  par  rapport 
au  plan  ABC.  La  position  relative  des  n  points  sera  donc  en- 
tièrement définie,  sauf  celte  ambiguïté,  si  Ton  donne  :  1*  les 
trois  distances  AB,  BC,  AC,  ou  les  trois  côtés  du  triangle  ABC; 
2*  les  trois  distances  à  A,  à  B  et  à  C,  des  n  —  3  autres  points. 
Le  nombre  des  données  nécessaires  pour  définir  la  forme  d'un 
système  de  n  points  est  donc  égal  à 

3-I-5X  (n  — 3), 

OU  bien  à  3n  — 6. 

123.  Cherchons  ensuite  le  nombre  de  conditions  néces- 
saires pour  définir  la  position  d^un  système  invariable  dans 

l'espace. 

Prenons  encore  trois  points  A,  B,  C,  du  système,  non  en 
ligne  droite  :  la  position  du  système  sera  entièrement  définie, 
d^  que  les  trois  points  A,  B  et  C  seront  connus  de  position. 

On  peut  rapporter  la  position  de 
ces  points  à  trois  plans  rectangu- 
laires XOY,  YOZ,  ZOX  ;  soient,  par 
exemple,  a,  b,  e  les  projections  des 
trois  points  surFun^IOY,  desplans 
coordonnés.  La  position  du  premier 
point  A  sera  connue  par  les  trois 
coordonnées  x,  «/,  2  de  ce  point.  La 
position  du  second.  B,  n'est  plus 
alors  entièrement  arbitraire;  car,  la  distance  AB  étant  donnée, 
le  point  B  se  trouve  sur  une  sphère  décrite  du  point  A  comme 
centre,  avec  cette  distance  AB  pour  rayon.  Il  suffira  donc  de 
donner  deux  des  coordonnées  du  second  point  B,  par  exemple 
x^  et  j/p  qui  définissent  la  position  du  point  b  dans  le  plan  XOY; 
la  troisième  coordonnée  2^  du  point  B  s'en  déduira  en  cherchant 
l'intersection  de  la  sphère  avec  la  droite  menée  par  le  point  b 
parallèlement  à  OZ.  Celte  droite  coupe  la  sphère  en  deux 
points,  et  le  point  B  cherché  est  l'un  ou  l'autre  de  ces  points. 
Les  conditions  particulières  de  la  question  que  Ton  traite  indi- 
queront celle  des  deux  solutions  qu'on  doit  adopter. 


fis.  119. 
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Ce  choix  fait,  le  troisième  point  C,  dont  les  distances  CÂ, 
CB,  à  deux  points  fixes  sont  connues,  est  assujetti  à  se  trouver 
sur  une  circonférence  de  cercle  qui  a  son  centre  sur  la  droite 
AB,  et,  par  suite,  il  n'y  a  qu'une  coordonnée  à  fixer  pour  que 
la  position  de  ce  point  soit  connue.  Si  Ton  donne  la  coordon- 
née x^y  par  exemple,  le  point  C  sera  à  l'intersection  de  cette 
circonférence  avec  le  plan  mené  parallèlement  à  YOZ,  à  une 
distance  x^  de  l'origine.  Il  y  aura  encore  ici  généralement  deux 
solutions. 

En  résumé,  la  position  du  système  est  déterminée  si  l'on  fait 
connaître  : 

Les  trois  coordonnées,  x,  t/,  2,  du  point  A, 

Deux  des  coordonnées,  x^,  y^  du  point  B, 

Et  une  des  coordonnées,  x,,  du  point  C, 
ce  qui  fait  en  tout  six  conditions. 

On  prouverait  de  même  que  la  position  d'une  figure  invaria- 
ble tracée  sur  un  plan,  ou  plus  généralement  sur  une  sur- 
face, est  déterminée  quand  on  fixe  la  position  de  deux  de  ses 
points,  ce  qui  exige  trois  conditions,  et  que  n 

le  nombre  des  conditions  nécessaires  pour 
définir  les  positions  relatives  de  n  points  for- 
mant une  figure  invariable  située  sur  un  plan 
ou  sur  une  surface  est  égal  à  2n  —  3  :  savoir 
la  distance  AB  de  deux  points  A  et  B  pris  dans  ^*^'  **^* 

la  figure,  et  les  deux  distances  MA,  MB,  de  chacun  des  n  —  2 
autres  points  à  ces  deux-là  :  en  tout  1  -i-  2  (n  —  2)  =  2n  —  3. 

124.  Le  mouvement  d'un  système  invariable  dans  l'es- 
pace peut  être  entièrement  défini  par  six  équations  dis- 
tinctes : 

Trois  équations  par  exemple  définiront  le  mouvement  du 
point  A,  en  donnant  les  coordonnées  x,  y  et  s  de  ce  point  en 
fonction  du  temps  t; 

Deux  équations  définiront  le  mouvement  du  point  B,  en  fai- 
sant connaître  ses  coordonnées  x^  et  y^  ; 

Et  une  équation  définira  le  mouvement  du  point  C,  en  don- 
nant son  abscisse  x,. 
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On  reconnaitrail  de  même  que  le  mouvement  d'une  flgure 
invariable  sur  une  surface  peut  être  défini  par  trois  équations 
distint  les  au  plus. 

Il  est  essentiel  d'observer,  à  ce  propos»  que  toutes  les  surfaces 
ne  donnent  pas  une  égale  liberté  aux  figures  qui  y  sont  tra- 
cées de  se  moavoir  sans  allération  de  forme.  V  Le  plan  et  la 
sphère  permettent  des  déplacements  dans  tous  les  sens,  Tare 
infiniment  petit  AB  pouvant  être  amené  à  coïncider  avec  l'arc 
égal  A'B',  quelle  que  soil  la  position  de  celui-ci.  2"*  Le  cylindre 
droit,  h  base  circulaire,  permet  aussi  des  déplacements  de 
figures  dans  toute  direction  tangente  à  la  surface;  mm 
l'arc  AB,  pour  être  amené  sans  déformation  à  coïncider  avec 
l'arc  égal  A'B',  doit  faire  avec  les  génératrices  rectilignes  de  la 
surface  le  même  angle  que  A'B'.  ù""  Les  surfaces  de  révolution, 
les  surfaces  cylindriques  en  général,  et  les  surfaces  hélicoï- 
dales ne  permettent  que  des  glissements  dans  des  directions 
uniques  :  à  savoir  le  long  des  parallèles,  le  long  des  généra- 
trices droites,  ou  enfin  le  long  des  hélices.  4*  Les  autres  sur- 
faces ne  peuvent  servir  de  guides  aux  figures  invariables  qui 
y  sont  tracées,  et  les  fixent  dans  la  position  qu'elles  occupent. 


MOUVEMENTS  SUIPLES  DES  SYSTEMES  INVARIABLES.  —  TRANSLATION. 

125.  On  dit  qu'un  système  invariable  mobile  dans  l'espace 
a  un  mouvement  de  translation^  lorsque  tous  les  points  du 
système  décrivent  simultanément  des  portions  de  trajectoires 

.     égales  et  parallèles. 

/  f^'        La  position  du  système  à  une  époque 

_  .9^  "^^Z Ab        quelconque  est  entièrement  définie  par 

**     /  ^  ^  p^  //i        Ï6S  positions  de  trois  de  ses  points  non 

^'f\  7      ^\'  enlignedroite.  SoientM,N,P,cespoints. 

, j  Soit   AB  la  trajectoire  du   point  M, 

Fîfç.  121.  ^i  ^i  '^  trajectoire  du  second  point  K, 

A,  B,  la  trajectoire  du  troisième,  P, 
lion  en  ligne  droite  avec  les  deiix  premiers;  le  mouvement  du 
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système  sera  une  translation,  si  les  trajectoires  AB,  A^  B^  A,  B,, 
sont  trois  positions  parallèles  entre  elles  d'une  seule  et  même 
courbe. 

A  un  certain  moment,  les  trois  points  occupent  sur  ces  trois 
trajectoires  les  positions  M,  N,  P;  à  un  autre  moment,  le  point 
M  s'est  transporté  en  M',  le  point  N  en  N',  et  le  point  P  en  P'; 
Je  triangle  MPN  est  venu  en  MT'N'  sans  altération  de  ses 
côtés.  La  courbe  A\B\  n'est,  par  hypothèse,  autre  chose  que 
la  courbe  AB  déplacée  parallèlement  à  elle-même  d'une  quan- 
tité MN  ;  on  a  donc  à  la  fois  M'N'  =  MN,  et  arc  M'  =  arc  MM'. 
On  voit  de  même  que  arc  PP'  =  arc  MM'.  En  délinitive, 
le  triangle  MT'N'  a  ses  côtés  respectivement  parallèles  à 
ceux  du  triangle  MPN.  Il  en  serait  de  même  de  fous  les 
triangles  formés  en  joignant  dans  le  système  trois  points  non 
en  ligne  droite;  de  soi  te  que,  dans  ce  genre  particulier  de 
déplacement,  les  arcs  décrits  à  la  fois  par  les  divers  points 
du  système  sont  égaux  et  parallèles. 

Si,  au  lieu  de  considérer  les  positions  du  système  à  deux 
époques  quelconques,  nous  prenons  ces  positions  à  deux  épo- 
ques infiniment  voisines,  le  point  M  décrit,  dans  l'intervalle 
de  temps  infiniment  petit  qui  sépare  les  deux  époques,  un  élé- 
ment rectiligne  MM'  de  sa  trajectoire  AB  ; 
et  tous  les  autres  points  N,  P,  décrivent 
des  éléments  NN',  PP',  égaux  et  parallèles 
à  MM'.  Il  en  résulte  que  les  vitesses  de  tous 
les  pointSy  dans  le  mouvement  de  transla- 
tionj  sont  égales  et  parallèles  :  parallèles, 
parce  qu'elles  ont  pour  directions  les 
directions  des  éléments  MM',  PP',  NN'...; 
égales,  parce  qu'elles  expriment  le  rapport  de  Tespace  par- 
couru MM',  NN',  PI",  qui  est  le  même  pour  tous  les  points,  à 
l'intervalle  de  temps  dt  employé  par  le  corps  à  passer  de  la 
première  position  à  la  seconde. 


Fig.  iti. 
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126.  Le  second  mouvement  simple  d'un  système  solide  ed 
le  mouvement  de  rotation. 

Supposons  le  système  lié  invariablement  à  une  droite  Oie 
AB,  qui  sera  Vaxe  de  rotation;  si  Ton  abaisse  d'un  des  poinls 

mobiles  M  une  perpendiculaire  MP  sur  A6, 
le  mouvement  du  système   laisse  constante 

celte  longueur  MP.  Le  lieu  décrit  par  le  point  M 

jVTm^         est  donc  une  circonférence,  dont  le  centre  P 
/  est  situé  sur  Taxe  AB,  et  dont  le  plan  est 

N  perpendiculaire  à  cet  axe.  Un  autre  point  N  du 

système  décrit  une  seconde  circonférence,  dont 
Fig.  its.         le  pig^n  est  perpendiculaire  à  AB,  et  dont  le 

centre  est  un  point  Q,  projection  du  point  N  sur  Taxe.  Par  le 
point  P,  menons  PN^,  égale  et  parallèle  à  QN.  Joignons  N>\ 
et  N^M.  La  droite  QN  étant  perpendiculaire  à  Taxe  PN^ 
parallèle  à  QN,  est  aussi  perpendiculaire  à  AB,  et  appartient 
au  plan  du  cercle  décrit  par  le  point  M.  Hais  NN^  est  ^1  et 
parallèle  à  PQ,  côté  opposé  du  parallélogramme  QPN^N.  Donc 
NN^  est  perpendiculaire  au  plan  de  ce  cercle,  et  par  suite 
à  la  droite  N^M  qui  passe  par  son  pied  dans  ce  plan.  Le  trian- 
gle MNNj  est  par  conséquent  rectangle  en  N^.  Le  cAté  NN^  de 
l'angle  droit  n'est  pas  altéré  par  le  déplacement  du  solide, 
puisqu'il  est  constamment  égal  à  PQ.  L'hypoténuse  NM  ne  Test 
pas  non  plus,  puisque  la  distance  des  points  N  et  M  est  suppo- 
sée invariable  ;  donc  le  troisième  côté  MN^  est  constant  pendant 
le  mouvement.  Or  MN^  est  aussi  le  troisième  côté  d'un  triangle 
PN^M,  dans  lequel  les  côtés  PM  et  PNj=QN  restent  constants; 
et,  comme.il  est  constant  lui-même,  Tangle  MPN^  reste  con- 
stant aussi. 

Donc,  enfin,  dans  le  mouvement  de  rotation  d'un  système  solide 
autour  d'un  axe  AB,  langle  MPN^  de  deux  rayons  MP,  NQ, 
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abaissés  de  deux  points  du  système  pefyendiculairement  à  Vaxe^ 

reste  constant^ . 

Si  le  premier  rayon  MP  décrit  dans  le  plan  du  cercle  MP  un 

angle  dix  très-petit  pendant  un  temps  dt  très-court,  le  second 

rayon  NQ  décrira  dans  le  plan  du  cercle  NQ  ce  même  angle 

doL 
dx  ;  de  sorte  que  la  vitesse  angulaire  -r.  sera  la  même  pour 

ces  deux  rayons.  Donc,  dans  le  mouvement  derotation^  la  vitesse 
angulaire  de  chaque  point  autour  de  taxe  est  à  un  même  instant 
la  mime  pour  tous  les  points  du  système. 

La  vitesse  linéaire  du  point  M  s'obtiendra  en  divisant  par  dt 
Tare  très-petit  décrit  par  le  point  M  ;  or  cet  arc  de  cercle  cor- 
respond à  un  angle  au  centre  égal  à  da.  Appelons  r  la  distance 
MP  ;  da  étant  évalué  en  parties  du  rayon,  Parc  décrit  par  le 
point  M  sera  rda,  et  par  suite  la  vitesse  linéaire  du  point  M 

sera  -37=  ji  X  r  :  c'est  le  produit  de  la  vif  esse  angulaire  com- 
mune à  tous  les  points  du  système  par  la  distance  à  Taxe  du 
point  considéré. 

ï)onCj,dam  le  mouvement  de  rotation^  la  vitesse  linéaire  d*un 
point  est  le  produit  de  la  vitesse  angulaire  commune  à  tous  les 
points  du  système^  par  la  distance  de  ce  point  à  l'axe  ;  et 
les  vitesses  linéaires  de  deux  points,  à  un  même  iustant,  sont 
proportionnelles  aux  distances  de  ces  points  à  Vaxe  de  rotation. 

Ainsi,  à  un  même  instant,  les  vitesses  linéaires  des  divei  s 
points  d'un  corps  solide  animé  d'un  mouvement  de  transla- 
tion sont  égales  et  parallèles,  et  les  vitesses  angulaires  de  tous 
les  points  d'un  corps  solide  animé  d'un  mouvement  de  rota- 
tion autour  d'un  certain  axe  sont  égales;  la  vitesse  linéaire 
d'un  point  particulier  du  système  tournant  est  proportion- 
nelle à  la  distance  de  ce  point  à  Taxe,  et  sa  direction  fait  un 
angle  droit,  non-seulement  avec  Taxe,  mais  encore  avec  le 
rayon  abaissé  du  point  perpendiculairement  à  l'axe  de  rotation. 

'  On  appelle  angle  de  deux  directions  qui  ne  se  rencontrent  pas,  l'angle 
formé  par  deux  droites  menées  parallèlement  à  ces  directions  par  un  même 
point  de  l'espace. 
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127.  On  appelle  mouvement  élémentaire  d'un  système  solide 
le  mouvement  que  ce  système  subit  pendant  un  temps  inii- 
nimcnt  pelil  dt;  dans  cet  intervalle  de  temps,  chaque  point 
M  décrit  un  élément  rectiligne  HM'  sur  sa  trajectoire,  de 
sorte  que  si  Ton  considère  les  positions  de  tous  les  points  du 
système  au  commencement  et  à  la  fin  du  temps  dt^  on  pourra 
dire  que  chaque  point  M  du  système  aura  parcouru,  pendant 
cet  intervalle  de  temps,  la  droite  infiniment  petite  MM'  qui 
joint  la  première  position  M  de  ce  point  à  la  seconde  posi- 
tion M'. 

La  théorie  des  mouvements  simultanés  (g  69)  permet  de 
décomposer  le  mouvement  de  chaque  point  du  système  en 
plusieurs  autres  mouvements  ;  nous  ferons  voir  qu^on  peut  de 
cette  manière  ramener  tout  mouvement  élémentaire  d  un 
solide  à  des  mouvements  simultanés  de  rotation  et  de  transla- 
tion, tels  que  nous  venons  de  les  définir. 

LEMME  SUR  LE  DÉPLACEMENT  ÉLÉMENTAIRE  dVnE  DROITE. 

128.  Soient  AB,  A'B',  denx  positions  successives  infinimenl 
voisines  d'une  droite  mobile;  dans  le  mouvemetit  élémentaht 

qui  amène  la  droite  AB  dans  la  posi- 
tion A'fi',  chaque  point  M  décrit  un  élé- 
ment rectiligne  MM'  ;  cela  poséy  si  pour 
^     ^  ^  un  point  particulier  M ,  le  chemin  élé- 

'^'  mentaire  décrit  MM'  est  perpendicu- 

laire à  la  droite  AB ,  le  chemin  élémentaire  NN'  décrit  par  un 
autre  point  N  sera  aussi  perpendiculaire  à  AB. 

Cherchons  sur  la  droite  AB  le  point  N  qui,  dans  le  mouve- 
ment de  la  figure,  vient  occuper  la  position  N'.  Il  suffit  pour 
cela  de  prendre  sur  AB,  à  partir  du  point  M,  une  longueur 
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MN  =  M'N'.  Or  on  parvient  au  même  résultat  en  abaissant  du 
point  N'  une  perpendiculaire  N'NsurAB;  en  effet,  la  droite 
MM'  est  normale  à  AB  par  liypolhèse  ;  donc  MN  est  la  projec- 
tion, sur  la  direction  AB,  de  la  droite  M'N',  laquelle  fait 
avec  AB  un  angle  infiniment  petit,  puisque  ces  deux  droites 
sont  deux  positions  infiniment  voisines  d'une  même  droite 
mobile.  Donc  (g  Cl)  la  différence  entre  M'N'  et  MN  est  un  infi- 
niment petit  du  second  ordre,  et  Ion  a  par  conséquent  à  la 
limite  MN=M'N'. 

Le  déplacement  NN'  du  point  N  est  donc  normal  à  la  droite 
AB. 

En  d'autres  termes,  quand  un  point  d'une  droite  mobile  décrit 
une  trajectoire  normale  à  sa  direction,  les  trajectoires  de  tous  les 
autres  points  sont  aussi  normales  à  cette  direction. 

129.  Si  Ton  appelle  dt  le  (emps  infiniment  petit  que  la 
droite  met  à  passer  de  la  position  AB  à  la  position  A'B',  les 
vitesses  des  points  M  et  N  seront  représentées  par 

MM'  NN' 

dt       ®^      dt  ' 

L'arc  élémentaire  NN'  est  indépendant  de  Tare  MM',  et  par 
suite  la  grandeur  de  la  vitesse  du 
point  N  reste  indéterminée  quand  on 
donne  la  vitesse  du  point  M. 
Si,  au  contraire,  les  chemins  MM',      ^  »  "» 

Fig  1Î3 

NN',  décrits  par  les  points  M  et  N,  ne 
sont  pas  normaux  à  la  direction  AB  (fig.  125),  les  vitesses  si- 
multanées de  ces  deux  points  sont  liées  entre  elles  par  une 
relation  nécessaire.  Projetons  en  effet  M'N'  en  muj  sur  la 
direction  AB.  Nous  aurons 

mn  =  M'iV=MN, 

et  par  suite 

Mm  =  Nft. 

MM'       N\' 
Appelons  v  et  v'  les  vitesses  -j-  et  -j-,  et  9  et  9'  les  an- 
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gles  M'MB ,  N'NB  de  leurs  directions  avec  la  droite  AB  ;  on 
aura  entre  v  et  v'  la  relation 

V  COS  f  =  IK  cos  ^, 

qui  fait  connaître  le  rapport  —  en  fonction  des  angles  des 

trajectoires  des  points  M  et  N  avec  la  direction  AB. 

Cette  équation  laisse  indéterminé  le  rapport  —    lorsque 

l'angle  9  est  droit,  car  alors  9'  est  aussi  droit,  elles  cosinus  se 
réduisent  tous  deux  à  zéro. 


MOUVEMENT   D^UNE  FIGURE  PLANE    DANS  SON   PLAN.   —  CENTRE 

INSTANTANÉ. 


1 50 .  Lorsqu'une  figure  invariable  plane  se  meut  danjs  son  plan . 

on  peut  toujours  amener  cette  figure  d'une  de  ses  positions  à 

une  autre  position  par  une  rotation  unique  autour  d^nne  droite 

perpendiculaire  au  plan. 
La  position  de  la  figure  dans  son  plan  est  entièrement  dêii- 

nie  par  les  positions  particulières  de  deux  de  ses  points. 

Prenons  donc  deux  points  A  et  B  de 
la  figure  dans  sa  première  position, 
et  soient  A'  et  B'  ce  que  deviennent 
ces  mêmes  points  dans  la  seconde 
position  de  la  figure.  Nous  aurons 
AB  =  A'B',  et  si  nous  menons  deux 
droites  indéfinies  AB,  A'B',  tous  les 

Fiff    126 

points  de  la  droite  AB ,  considèrt'S 
comme  faisant  partie  de  la  figure,  viendront  occuper  les  poinls 
correspondants  de  la  droite  indéfinie  A'B',  lorsque  la  figure 
mobile  passe  de  la  première  position  à  la  seconde.  Ces  deui 
droites  AB,  A'B',  se  coupent  généralement  en  un  certain 
point  C,  qui  peut  être  considéré  à  deux  points  de  vue. 
Si  on  le  regarde  comme  appartenant  à  la  droite  A'B',  c'est 
un  point  de  la  figure  dans  sa  seconde  posiiion ,  et  pour 
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trouver  le  point  D  qui  lui  correspond  dans  la  première,  il 
suffit  de  prendre  AD=A'C.  Si  au  contraire  on  regarde  le 
point  C  comme  appartenant  à  la  droite  AB,  il  fait  partie  de  la 
figure  dans  sa  première  position,  et  par  suite  il  y^  a  dans  la 
seconde  position  de  la  figure  un  point  E  qui  lui  corres- 
pond; ce  point  E  s'obtiendra  en  prenant  sur  le  prolongement 
de  A'B'  une  longueur  B'E  =  BG.  Nous  aurons  en  définitive 
CD=GE.  Prenons  les  milieux  let  K  de  ces  deux  droites  égales 
CD,  CE,  et  élevons  en  ces  points  deux  perpendiculaires  10,  KO, 
aux  directions  des  droites  AB,  A'B'.  Le  point  0,  également 
distant  des  trois  points  D,  C,  E,  sera  le  centre  d'une  circonfé- 
rence passant  par  ces  trois  points.  Les  cordes  CD,  CE  étant 
égales,  les  angles  au  centre  DOC,  COE  sont  aussi  égaux,  de 
sorte  que  si  l'on  fait  tourner  la  figure,  prise  dans  sa  première 
position,  autour  d*un  axe  perpendiculaire  à  son  plan  mené 
par  le  point  0,  et  qu'on  lui  fasse  décrire  Tangle  DOC,  on  amè- 
nera par  cette  rotation  unique  le  point  D  à  coïncider  avec  le 
point  C,  et  le  point  C  à  coïncider  avec  le  point  E  ;  cette  rota- 
tion sufBl  donc  pour  amener  la  figure  de  la  première  position 
à  la  seconde. 

Retnar'iue.  —  Si  Ton  considère  deux  points  A,  A',  qui  se  cor- 
respondent dans  les  deux  positions  de  la  figure,  le  point  A,  par 
la  rotation  autour  de  l'axe  0,  vient  se  placer  en  A'  après  avoir 
décrit  un  arc  de  cercle  ayant  le  point  0  pour  centre.  Donc  le 
point  Oest  également  distant  des  points  A  et  A'. 

Cela  a  lieu  pour  tous  les  points  de  la  figure  plane,  de  sorte 
qu'on  peut  énoncer  le  théorème  de  la  manière  suivante  :  Les 
perpendiculaires  élevées  au  milieu  des  droites  AX'  qui  joigtient 
deux  positions  d'un  mime  point  y  concourent  en  un  même  point  0. 
On  peut  ajouter  que  Fangle  AOA'  est  le  mime  quels  que  soietit  les 
points  ccnsidérés. 

131.  Corollaire.  —  Supposons  que  les  deux  positions  de  la 
figure  soient  infiniment  voisines  l'une  de  l'autre.  Alors  cha- 
cune des  droites  AA',  qui  joignent  deux  positions  successives 
très-rapprochées  A  et  A'  d'un  même  point  de  la  figure  mobile, 
devient  un  arc  infiniment  petit  de  la  trajectoire  de  ce  point;  la 

uic,  coLUGHOsr.  13 
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perpendiculaire  élevée  surle  milieu  de  AA' devient  a  la  limiic 
la  normale  à  la  trajectoire,  et  Tangle  AOA'  est  l'angle  infini- 
ment petit  dont  on  fait  tourner  la  figure  autour  du  point  0,  ou 
plutôt  autour  de  l'axe  projeté  en  0.  I^  déplacement  considéri* 
est  enfin  le  déplacement  élémentaire  de  la  figure.  De  là  résulta 
ce  théorème  : 

Quand  une  figure  plane  invariable  se  meut  dans  son  plan, 
1"  les  normales  élevées  à  un  mime  instant  aux  trajectoires  des 
différents  points  passent  par  un  mime  point  0,  911*011  appelle  le 
ccNTnE  INSTANTANÉ  DE  ROTATION  ;  S""  pendant  un  temps  très-court 
la  figure  tourne  d'un  angle  infiniment  petit  autour  de  ce  centre  0  ; 
3"  les  arcs  décrits  pendant  un  temps  tris-court  par  les  divers 
points  de  la  figure  sont  proportionnels  aux  dislances  de  ces  points 
au  point  0, 

Ce  théorème,  l'un  des  plus  importants  de  la  cinématique, 
peut  se  démontrer  directement  de  la  manière  suivante,  en 
s'appuyant  sur  le  lemme  établi  plus  haut  (g  128).  Soient  A,  B, 
C,  divers  points  d'une  figure  plane  invariable  qui  se  déplace 
dans  son  plan. 

Soient  k'y  B',  C\  les  positions  de  ces  points  au  bout  d*un 
temps  dt  infiniment  petit,  de  sorte  que  AA',  BB%  CC,  soient 
leurs  déplacements  élémentaires  simultanés. 

Élevons  au  point  A  dans  le  plan  de  figure  une  droite  AE  per- 
pendiculaire à  l'élément  AA',  et  imaginons  que  cette  droite 
soit  entraînée  dans  le  mouvement  de  la  figure  mobile. 
En  vertu  du  lemme,  tout  point  de  la  droite  AE  subira,  dans 

ce  mouvement,  un  déplacement  nor- 
mal à  la  direction  de  cette  droite;  or 
l'un  de  ses  points,  A,  reçoit  un  dé- 
placement AA'  normal  à  cette  direc- 
tion. 

Élevons  de  même  au  point  B,  dan< 

le  plan  de  la  figure,  une  normale  DE 

j,,„  ,27.  ^"  déplacement  BB',  et  considérons 

la  droite  BF  comme  liée  invariable- 
ment à  la  figure  et  entraînée  par  son  mouvement.  Tout  point 
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de  la  droite  BF  se  déplacera  normalement  à  la  direction  de 
celle  droite. 

Le  point  0,  commun  aux  deux  directions  AE,  BF,  est  donc 
immobile.  Car  s'il  recevait  un  déplacement,  ce  déplacement 
serait  à  la  fois  perpendiculaire  aux  deux  droiles  AB,  BF, 
ce  qui  est  impossible. 

La  figure  tourne  donc  autour  d'un  de  ses  points,  el  la  droite 
OC  est  normale  à  la  trajectoire,  CC,  du  point  C. 

i  52.  Pour  définir  la  position  du  centre  inslantané  de  rota- 
tion, il  suffit  de  connaître  les  directions  AA',  BB'  des  déplace- 
ments simultanés  de  deux  points  A  et  B  de  la  figure  mobile  ; 
et  pour  définir  la  vitesse  angulaire  de  la  figure  autour  de  ce 
centre,  il  suffit  de  connaître  la  vitesse  linéaire  de  l'un  des 
points  mobiles.  On  a  en  effet,  en  appelant  v  la  vitesse  linéaire 

AA' 
du  point  A,  ou  le  rapport  -rr^  et  oi  la  vitesse  angulaire  de  la 

figure  autour  du  point  0, 


V 


OA 

BB' 
La  vitesse  v'  =  -7t  du  point  B  sera  alors  donnée  par  Téqua- 

tion 

rxOB 


v'  =  wX0B  = 


OA 


133.  Dans  tout  ce  qui  précède,  nous  avons  supposé  qu'il 
s'agissait  d'une  figure  plane  ;  il  est  facile  de  voir  que  les  mêmes 
conséquences  s^ appliquent  à  un  solide  invariable  lorsqu'il  se  meut 
paraUilement  à  un  plan  fixe  ;  dé  sorte  que  Ton  peut  dire  plus 
généralement  : 

Le  mouvement  élémentaire  d'un  solide  qui  se  meut  paraUile- 
ment à  un  plan  fixe  est  une  rotation  instantanée  autour  d'un  axe 
perpendiculaire  à  ce  plan. 

La  position  de  l'axe  se  déterminera  en  cherchant  le  centre 
instantané  de  rotation  de  Tune  des  figures  planes  obtenues  en 
coupant  le  solide  par  un  plan  parallèle  au  plan  fixe.  Cette 
figure  plane  ne  sortant  pas  de  son  plan  par  suite  du  mouvc* 
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ment  du  solide,  subit  une  rotation  infiniment  petite  autour 
d'un  point  0  de  son  plan.  Le  solide  entier  subit  donc  la  même 
rotation  autour  de  Taxe  élevé  par  le  point  0  perpendiculai- 
rement au  plan  fixe. 

AITLICATIOSIS  GCOMÊTRIQUES.   —    GOffSTRUCnON   DES   TA56EHTES 

A  CERTAINES  OOURBES. 

154.  Lorsqu'une  figure  plane  de  forme  invariable  se  meut 
dans  son  plan,  les  normales  élevées  à  un  même  instant  aux 
trajectoires  des  différents  points  decelle  figure  passent  par  un 
même  point  0,  centre  instantané  du  mouvement  de  rotation 
élémentaire.  Si  donc  on  peut  construire  les  normales  aux  tra- 
jectoires de  deux  points  A  et  B  de  la 
figure,  l'intersection  de  ces  deu". 
normales  déterminera  le  point  0, 
et  on  aura  la  normale  &  la  trajec- 
toire d'un  troisième  point  G  en  joi- 
gnant CO. 

Soit,  par  exem^)le  (fig.  128),  ua 
triangle  ABC,  de  forme  constante, 
qui  se  meut  dans  le  plan  du  papier, 
de  telle  série  que  les  deux  som- 
mets A  et  B  glissent  respectivement  sur  deux  droites  fixes 
LX,  LY;  le  point  G  décrit  dans  ce  mouvement  une  certaine 
courbe,  a  laquelle  on  propose  de  mener  une  tangente. 

On  observera  que  la  trajectoire  du  point  A  étant  la  droite 
LY,  la  normale  à  la  trajectoire  est  la  perpendiculaire,  AO,  éle- 
vée au  point  A  sur  cette  droite;  de  même  la  normale  à  la  tra- 
jectoire du  point  B  est  la  perpendiculaire,  BO,  élevée  en  B  sur 
la  droite  LX.  Le  point  0  est  le  centre  autour  duquel  la  figure 
tourne  pendant  un  temps  infiniment  petit  quand  elle  passe  de 
sa  position  ABC  à  une  position  infiniment  voisine.  Dans  ce 
mouvement,  le  point  G  décrit  un  élément  normal  à  OC.  On 
obtiendra  donc  la  tangente  à  la  courbe  décrite  par  le  point  C 
en  menant  une  droite  CD  perpendiculaire  à  OC. 
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Les  vitesses  simultanées  des  trois  points  A,  B,  C,  sont  pro- 
portionnelles aux  longueurs  OA,  OB,  OC. 

135.  Pour  second  exemph,  prenons  le  mécanisme  employé 
dans  les  machines  à  vapeur  sous  le  nom  de  transmission  par 
bielle  et  manivelle. 

Un  point  A  est  assujetti  à  sfe  déplacer  le  long  de  la  droite 
FX  ;  le  point  B  est  assujetti  à  se  mou-  ^ 

voir  le  long  d'une  circonférence 
ayant  pour  centre  un  point  F  de  cette 
droite  ;  enfin  la  longueur  AB  est  con- 
stante. 

AB  représente  la  bielle^  BF  la  ma- 
nivelle; F  est  le  centre  de  Tarbre  de 
rotation  ;  le  point  A  est  la  tête  de  la 
tige  du  piston  qui  reçoit  dans  le  cylindre  un  mouvement  al- 
ternatif; le  point  B  est  le  bouton  de  la  manivelle. 

Le  point  B  décrivant  une  circonférence,  le  centre  instan- 
tané de  la  bielle  est  situé  quelque  part  sur  le  rayon  FB 
prolongé ,  car  ce  rayon  est  normal  à  la  circonférence.  Le 
centre  instantané  appartient  de  plus  à  une  perpendiculaire 
élevée  au  point  A  sur  la  droite  FX,  trajectoire  du  point  A.  Donc 
il  est  en  0  à  Tintersection  de  ces  deux  droites,  et  la  normale 
au  lieu  décrit  par  un  point  de  AB  s'obtiendra  en  joignant  ce 
point  au  point  0. 

Les  vitesses  simultanées  du  point  B  et  du  point  A  sont  entre 
elles  co.nme  les  distances  OB  etOA.  Si  i;  est  la  vitesse  linéaire 
du  point  A,  c'est-à-dire  du  piston,  et  V  la  vitesse  linéaire  du 
boulon  de  la  manivelle,  nous  aurons 

V_0B 
V  "~  OA* 

Par  le  point  F,  menons  FK  perpendiculaire  à  FX,  et  prolon- 
geons AB  jusqu'à  la  renconire  de  FK.  les  triangles  BFK,  BOA 
sont  semblables,  et  par  suite 

OB_FB 
OA  ~  FK' 


lLk<  éâ  pt.ô:  S.  c:c.>I-i^r4  co3im«  appartenant  à  la  mani- 
^•eijf  F?.  t:ar!ie  iz.t:fir  ii  p>inî  0  avec  une  certaine  vitesse 
a'zTili.rr  ««  et  fa  ^it-^^se  libraire  V  est  égale  an  produil 
F?  xm.  tiï!i:Lb.*az.t  T  par  ceîî*  valeur  dans  l'équation  prè- 
■>*>rîiv.  ec  >-r  ?r*jr*i:it  le  £ic:eur  commun  FB,  il  vient 

r;Lj::':c  iE.':r»  li  r.if>Af  .x  i^^e  r  du  piston  et  la  vitesse  angu- 
lart  m  d>*  Tirer*  d<  ricilljn.  Si  La  vitesse  w  est  sensible- 
nitfcî  c>:c:suz.:e,  Li  messe  r  du  pislo»n  varie  proportionnelie- 
cirizi  à  Li  l:r_^i:îur  FK  ;  elle  est  nulle  quand  FK  est  nul, 
c"er5^->»-C-re  ç^^Jii  les  trc-b  poiats  A,  B  et  F  sont  en  lipe 
drviuf,  ca  ^':.iij1  It  nj-ifevlepjsse  zxtl  points  morts  (fîg.loOi; 


o. 


»     *  f.  A. 


r«i  n\ 


elle  est  niiViu.un  «j-iir.  :  FK  esl  maximum,  c'est-à-dire  quand 
h  uunntUe  FB  est  perpeiiii:uhire  à  FA.  A  ce  moment,  le 
p^>inl  0  es4  dorué  pjr  Flalerseotion  de  deux  droites  parallèles 
F^  B^»  A^l\,  et  se  tr:-u^e  indnimenl  éloigné  ;  la  rotation  instan- 
faffv  ;f^  Asy^ff  «kV'Y  rc  tr^MslatU  m  ;  car  tous  les  points  de 
la  bkllo  \  B^  oat  à  cet  instant  des  vitesses  égales,  parallèles  à 
la  droite  AF. 

En  généraU  la  transhtion  peut  être  regardée  comme  une 
rvkt^tion  int'uiment  petite  autour  d'un  axe  infiniment  éloigné. 
Toutes  Its  normales  élevées  simultanément  sur  les  trajectoires 
dos  diflorents  {v^ints  de  la  âcure,  concourant  en  un  point  in- 
Ihiinunit  éloigné,  sont  parallèles:  les  éléments  de  tnijectoires 
sont  donc  aussi  parallèles;  de  plus  les  produits  OAxw,  des 
distances  de  chaque  iH)int  par  la  vitesse  angulaire  commune 
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à  tout  le  système,  deviennent  tous  ëgaui,  lorsque  le  facteur 
OA  croît  au  delà  de  toute  limite  ;  tous  les  points  ont  donc  une 
vitesse  linéaire  égale,  limite  ou  vraidva/eur  du  produit  OAxo), 
dans  lequel  OA  croit  indéfiniment  tandis  que  (o  diminue  jusqu'à 
devenir  nul. 

136.  Tangente  à  la  concholde.  —  Une  droite  mobile  est  assu- 
jettie à  rester  tangente  à  une  courbe  donnée  MN;  elle  rencontre 
en  A  une  courbe  PQ  ;  à  partir  de  ce  point,  on  porle  sur  la 
droite  une  longueur  conslanle  ÂB.  La  conchoîde  (généralisée) 
est  le  lieu  du  point  B  (§  83). 

La  droite  ÂB  forme  une  ligure  invariable,  puisque  sa  lon- 
gueur est  conslanle  ;  le  point  de  contact  C,  intersection  de 
deux  positions  successives  de  la 
droite  BC,  peut  être  regardé  comme 
lié  à  cette  figure  pendant  un  temps 
infiniment  petit.  Son  déplacement 
s'effectue  suivant  la  direction 
même  de  la  droite  AB,  et  par  suite 
le  contre  instantané  de  la  figure 
s'obtiendra  en  élevant  en  A  et  C  les  normales  AO,  CO  aux 
courbes  PQ  et  MN .  La  normale  au  lieu  du  point  B  est  la  droite  OB. 


Fig.  131. 


DESCUIPTION   DE  l'eLLIPSS  AU  UOYEN  d'i^  MOUVEMKNT  CONTIKU. 


137.  Soient  aci  b  les  demi- 
axes  de  Tellipse  ; 

0  le  centre  de  TcUipse,  OX 
la  direction  du  grand  axe,  OY, 
perpendiculaire  à  OX,  la  direc- 
tion du  petit  axe. 

Par  le  point  0,  menons  une 
droite  quelconque  OM,  et  pre- 
nons sur  cette  droite  une  Ion- 


a-^-b 


Fig.  132. 


gucurOM  = 


,  et  une  autre  longueur  0N  = 


a  —  b 


Du  point  N  comme  centre  avec  un  rayon  égal  à  ON,  décri- 
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vons  un  arc  de  cercle  qui  coupera  OX  en  un  second  point  L  ; 
nous  aurons  NL==ON.  Joignons  NL,  et  achevons  le  parallélo- 
gramme LNMP,  en  menant  par  L  et  M  des  parallèles  à  NL,  Ml. 
Je  dis  que  le  point  P  appartient  à  l'ellipse  cherchée. 

En  efret,  prolongeons  MP  jusqu'à  la  rencontre  des  axes  01, 
OY  aux  points  X  el  Y;  nous  aurons,  à  cause  des  parallèles  MX, 
ML,  la  proportion 

NL'"ON' 

OrNL=ON  par  construction;  donc  MX=OH.  Par  consé- 
quent le  point  M  est  le  milieu  de  la  droite  \  Y,  et  cette  droite, 
double  de  la  droite  constante  MO,  a  une  longueur  constante  et 
égale  h  a  +  b.  Le  point  P,  situé  à  une  distance  constante, 
MP=NO,  du  milieu  M  de  XY,  est  fixe  sur  cetic  droite.  Le 
lieu  des  points  P  peut  donc  èlre  considéré  comme  le  lieu  des 
positions  d*un  point  particulier  d'une  droite  de  grandeur  con- 
stante XY,  dont  les  deux  extrémités  glissent  sur  les  deux  axes 
rectangulaires  OX,  OY.  On  sait  que  ce  lieu  est  une  ellipse,  et  il 
est  facile  de  voir  que  cette  ellipse  a  pour  demi  grand  axe  a,  et 
pour  demi  petit  axei^. 

Dans  la  pratique,  on  réalisera  le  parallélogramme  NMPL  avec 
quatre  régies  articulées,  dont  l'une  sera  prolongée  d'une  quan- 
tité NO=NL;  il  suffira  de  maintenir  le  point  0  par  un  pivot 
h  la  rencontre  des  axes,  et  de  faire  glisser  le  sommet  L  le  long 
dcOX,  pour  qu'un  crayon  placé  à  l'articulation  P  trace  l'el- 
lipse; cette  construction  sera  plus  commode  que  l'emploi  de 
la  droite  mobile  XY  parce  qu'elle  exige  moins  d'espace.  Elle  a 
un  autre  avantage,  c*est  de  donner  immédiatement  le  tracé  de 
la  noi  maie  en  chaque  point  de  la  courbe,  et  de  permettre  de 
tracer  du  même  mouvement  continu  une  courbe  parallèle  et 
équidistante. 

Menons  la  droite  OP,  qui  coupe  LN  en  R  ;  je  dis  d*abord  nue 
le  point  R  est  fixe  sir  le  côté  NL.  En  effet,  les  triangles  sem- 
blables  ONR,  OMP  donnent  la  proportion 

KH_ON 
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les  trois  derniers  termes  de  la  proportion  étant  constants,  le 
premier  Test  aussi.  Le  point  R  décrit  une  ellipse  semblable 
à  celle  que  décrit  le  point  P,  et  semblablement  placée  par 
rapport  au  centre  0.  Les  normales  à  ces  ellipses  aux  points  R 
et  P  sont  donc  parallèles.  Par  le  point  L  élevons  sur  OX  une 
perpendiculaire  LS,  qui  coupe  OM  en  S;  nous  aurons 
NS=:NL=ON,  et  le  point  S,  intersection  des  normales  OS  et 
LS,  menées  aux  lignes  décrites  par  les  extrémités  N  et  L  de  la 
droite  mobile  NL,  est  le  centre  instantané  de  rotation  de  cette 
droite  (§132).  Par  suite,  la  droite  RS  est  la  normale  à  la  courbe 
décrite  par  le  point  R.  La  normale  à  Tellipse  décrite  par  le 
point  P  sobtiendra  donc  en  menant  par  ce  point  une  parallèle 
àRS. 

Cela  étant,  prenons  arbitroirement  un  rapport  K  quel- 
conque, et  portons  sur  PM,  à  partir  du  point  P,  une  quantité 

et  sur  le  prolongement  de  LP,  à  partir  du  même  point  P,  une 
quantité  PV  =  NS  x  K  =  — ^-  x  K  ;  achevons  le  parallèle- 

M 

gramme QPVZ  do::t  les  côtes  seront  constants;  la  diagonale  PZ 
de  ceparallélogrammesera  parallèle  àRS.  En  efTet,  les  triangles 
PQZ  elRNS  ayant  deux  côtés  parallèles  chacun  à  chacun,  diri- 
gés dans  le  même  sens  et  proportionnels,  le  troisième  côté  PZ 
de  Tun  est  parallèle  au  troisième  côté  RS  de  Tautre. 

Donc  PZ  est  la  normale  à  l'ellipse  décrite  par  le  point  P. 

La  longueur  PZ  de  la  diagonale  du  parallélogramme  PQVZ 
varie  à  mesure  que  le  parallélogramme  se  déforme  :  il  faut  par 
conséquent  que  la  règle  PZ,  tout  en  étant  fortement  pincée 
au  point  P,  puisse  couler  sans  résistance  dans  TarticulationZ, 
qui  l'empêche  seulement  de  dévier* d'un  côté  ou  de  l'autre. 
Pour  décrire  une  courbe  équidistanle  à  l'ell'pse,  il  suffira 
de  fixer  sur  la  règle  PZ  un  crayon  I  6  une  distance  PI  du 
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point  P,  égale  à  l'intervalle  qu'on  veut  laisser  entre  les  dea\ 
courbes. 

La  construction  qui  vient  d'être  indiquée  convient  surtout 
au  tracé  des  ellipses  sur  les  chantiers  de  construction.  Les 
crayons  que  l'on  emploie  pour  le  tracé  des  épures  sont  géné- 
ralement taillés  en  biseau  et  non  en  pointe  fine  ;  on  devra  donc 
les  fixer  sur  la  régie  PZ  de  manière  que  la  direction  du  biseau 
fasse  un  angle  droit  avec  la  direction  de  cette  règle  :  alors  on 
sera  certain  que,  dans  toutes  les  positions  du  parallélogramme, 
le  tranchant  du  crayon  sera  tangent  à  la  courbe  qu'il  décrit. 

MAXIMUM  DU  QUADRILATÈRE  CONSTRUIT  SUR  QUATRE  CÔltS  HOVJSÉS. 

138.  Soit  ÂBCD  le  plus  grand  des  quadrilatères  qu'on 
puisse  construire  avec  quatre  côtés  donnés.  On  pourra  défor- 
mer ces  quadrilatères  en  laissant  fixes  les  deux  sommets  A  et 
D,  et  en  faisant  pivoter  le  contour  ABCD  autour  des  articula- 
tions A,  B,  C  et  D.  Considérons  la  posi- 
tion infiniment  voisine  de  ce  contour, 
AB'C'D.  Le  point  B  a  parcouru  un  che- 
min  élémentaire  BB\  normal  à  AB; 
le  point  C  a  parcouru  dans  le  mémo 
temps  un  chemin  élémentaireCC',  nor- 
mal à  DC.  Le  centre  instantané  de  h 
'*^  droite  BC  s'obtiendra  en  prolongeant 

les  directions  AB,  DC  jusqu'à  leur  rencontre  au  point  0;  par 
conséquent  le  triangle  OB'C  n'est  autre  chose  que  le  triangle 
OBC,  qui  aurait  tourné  d'un  angle  BOB'=COC'  autour  du 
point  0. 

Le  quadrilatère  ABCD  étant  supposé  maximum,  il  y  a  ^litê, 
aux  infiniment  petits  d'ordre  supéiieur  prés,  entre  la  surface 
ABCD  et  la  surface  AB'C'D,  qui  se  déduit  de  la  première  par 
une  altération  infiniment  petite.  Ajoutons  de  part  et  d'autn' 
les  triangles  égaux  OBC  et  OB'C  ;  nous  aurons  l'égalité 

surf.  (CAD]  =  surf.  (OB'ADC'O) , 
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et  comme  on  passe  de  la  première  surface  à  la  seconde  en 
ajoutant  le  triangle  ODC'  et  en  retranchant  le  triangle  OAB% 
ces  deux  triangles  doivent  être  égaux  : 

surf.  (0AB')  =  8urf.  (ODC). 

Mais  le  triangle  OAB'  a  pour  mesure  la  moitié  du  produit  de 
sa  base  OA  par  sa  hauteur  BB'  ;  de  même  le  triangle  ODC  a 
pour  mesure  jODxCC.  Donc 

OAxBB'=ODxCC'. 

Les  chemins  BB',  CC^  décrits  pendant  le  même  temps  par 
les  points  B  et  C  d'une  même  figure  invariable  BC,  sont  entre 
eux  comme  les  dislances  OB,  OC^au  centre  instantané  de  rota- 
tion. Donc 

UAx0B  =  0Dx0C, 

égalité  qui  montre  que  les  quatre  points  A,  B,  C,  D,  sont  sur 
une  même  circonférence. 

Le  plus  grand  quadrilatère  qu*on  puisse  construire  avec  quatre 
côtés  donnés  est  donc  le  quadrilatère  inscriptible.  On  en  dédui- 
rait facilement  que  Tare  de  cercle  tracé  d'un  point  à  un  autre 
comprend,  à  égalité  de  périmètre,  la  plus  gr  ande  aire  possible. 

Soient  donnés  les  quatre  côtés  AB=a,  BC  =  fr,  CD  =  c, 
DA=(f ,  pris  dans  Tordre  marqué  par  les  lettres,  et  proposons- 
nous  de  construire  avec  ces 
quatre  côtés  un  quadrilatère 
inscriptible.  On  y  parviendra 
par  la  simple  géométrie ,  de  la 
manière  suivante. 

Soit  ABCD  le  quadrilatère 
cherché.  Menons  la  diagonale 
AC.  L'angle  D  du  quadrilatère  Fig.  lu. 

sera  le  supplément  de  l'angle  B. 

Prenons  donc  sur  le  côté  DC,  à  partir  du  point  D,  une  longueur 
DË=BC=fr,  et  sur  le  prolongement  de  AD  une  longueur 
DF=AB=a.  Joignons  EF.  Nous  aurons  EF  =  AC.  Car  le 
triangle  EDF  est  le  triangle  CBA  lui-même,  transporté  exté- 
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rieurement  au  quadrilalère.  Sur  les  côtés  EC,  EF,  achevons 
le  parallélogramme  EFGC.  Le  côté  FG  sera  ^al  et  parallèle  à 
EC,  et  Ton  aura  ¥G=e—b;  le  côté  CC  sera  égal  à  EF,  et  par 
suite  égal  à  AC.  Joignons  AG.  Le  point  G  étant  également  dis- 
tant des  extrémités  A  et  G  de  cette  droite,  si  l'on  prend  le 
milieu  H  de  AG,  et  qu'on  joigne  CH,  la  droite  CH  sera  perpen- 
diculaire à  AG.  Prolongeons  CH  jusqu'à  la  rencontre  en  K  avec 
la  droite  AD,  puis  menons,  par  le  point  H,  une  parallèle  HI  à 
GF,  ou  à  CD.  Les  points  I  et  K  peuvent  être  construits  sur  la 
droite  AF.  En  eflct,  I  est  le  milieu  de  AF.  De  plus,  les  triangles 
semblables  K1I1|  KDC,  donnent  la  proportion 

Kl  _1H 

KD  —  DC* 

Mais  III  est  la  moitié  de  FG,  c'est-à-dire  est  égal  à  \(e — b), 
et  le  point  K  est  donc  déterminé  sur  le  prolongement  de  ID 
par  la  proportion 

Kl  _  -;  fc-6) 
KÏ)~"        c 

Les  points  I  et  K  une  fois  obtenus ,  le  point  H  se  trouve 
d*abord  sur  une  circonférence  décrite  du  point  I  comme  centre 
avec  un  rayon  III  =  {{c  —  b).  Ensuite,  Tangle  AHK  étant  droit, 
il  appartient  aussi  à  la  circonférence  décrite  sur  AR  comme 
diamètre.  Le  point  H  est  l'intersection  de  ces  deux  circonfê- 
rcnces.  Ce  point  étant  ainsi  déterminé,  on  joindra  III,  et  par  le 
point  D  on  mènera  une  parallèle  DC  à  cette  droite.  L'angle  D 
du  quadrilatère  sera  donc  connu,  et  il  sera  aisé  d'achever  la 
solution. 

On  remarquera  que,  lorsqu'on  déforme  le  quadrilalère 
ABCD,  en  laissant  le  côté  AD  immobile,  les  points  C  et  G  décri- 
vent, autour  des  points  fixes  D  et  F,  des  cercles  dont  les  rayons 
sont  connus  ;  le  point  H,  milieu  de  AG,  décrit,  autour  du 
point  I,  un  cercle  de  rayon  égal  à  la  moitié  du  rayon  FG  :  et 
le  point  F.  est  le  centre  de  similitude  des  deux  cercles  IH,  DC. 

Si  Tordre  des  côtés  n'était  pas  indiqué,  il  y  aurait  trois 
solutions  distinctes,  savoir  abcdj  acbd^  acdb  ;  pour  que  le  pro- 
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blême  soit  possible,  il  faut  d'ailleurs  et  il  suffit  que  le  plus 
graud  des  côtés  donnas  soit  moindre  que  la  somme  des  trois 
autres. 

139.  La  déformation  d'un  quadrilatère  dont  les  quatre  côtés 
sont  donnés,  et  dont  un  seul  côté  est  fixe,  est  un  exemple  de 
la  transmission  de  mouvement  par  6te//^  et  par  manivelles  iné- 
gales. Proposons  -  nous  de  trouver 
le  rapport  des  vitesses  angulaires 
simultanées  des  deux  manivelles, 
c'est-à-dire  des  deux  côtés  qui  abou- 
lissent  aux  centres  fixes. 

Soient  A  et  B  les  projections  de 
deux  axes  parallèles;    une  mani-         \   / 
relie  A6,  mobile  dans  le  plan  de  la         \/ 
figure,  est  assujettie  à  tourner  autour  ^ 

de  l'axe  A  ;  une  autre  manivelle  Bd,  j,.    j-j. 

est  assujettie  à  tourner  autour  de 
Taxe  B  ;  les  extrémités  a  et  fr  sont  réunies  l'une  à  Taulre  par 
un  lien  rigide  ou  bielle^  ab. 

Appelons  b>  h  vitesse  angulaire  de  la  première  manivelle 
au  Jour  de  Taxe  A,  et  (i)'la  vitesse  angulaire  de  la  seconde  autour 
de  Taxe  B,  ces  deux  vitesses  étant  prises  h  un  même  instant. 

Dans  son  déplacement  autour  de  A,  le  point  b  décrit  un  arc 
de  cercle  infiniment  petit,  normal  à  At,  et  égal  à  XbXiadt^ 
dt  étant  la  durée  infiniment  petite  du  déplacement. 

Dans  le  même  temps  d(,  le  point  a  décrit  un  arc  infiniment 
petit,  perpendiculaire  à  Ba,  et  égal  à  Bax^ù'dt. 

Le  point  de  rencontre  C  des  directions  Afr,  Ba,  est  le  centre 
instantané  du  système  solide  mobile  ab. 

Si  l'on  divise  les  vitesses  linéaires  des  points  aei  b  par  les 
distances  frC,  aC,  de  ces  points  au  centre  commun  de  rota- 
tion, on  obtiendra  la  vitesse  angulaire  du  système  ofr;  les  deux 
divisions  doivent  donner  le  même  résultat,  et  par  suite  on  a 
l'égalité 

rj,     "     Ca     * 
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d'où  Ton  déduit 

w  ~"  a  X  Ba' 

Prolongeons  la  direction  de  la  bielle  jusqu'à  sa  rencontre 
en  c  avec  la  droite  passant  par  les  centres  A  et  B.  Le  triangl» 
ABC  a  SCS  trois  cAtés  rencontrés  par  la  transversale  bac^  cf 
qui  donne  l'égalité 

A6  X  Cfl  X  Bg  _  ■ 
a>XB<iXAc""    ' 

donc 

o/  _  Ac 
«  ~Bc' 

Le  rapport  des  vitesses  angulaires  est  ainsi  égal  au  rappoit 
des  segments  Ac,  Bc,  interceptés  sur  la  ligne  des  centres  par 
la  direction  de  la  bielle.  La  formule  est  générale,  pourvu  que 
Ton  attribue  aux  segments  Ac,  Bc  des  signes  convenables 
d'après  le  sens  qu'ils  ont  sur  la  droite  AB,  et  que  les  vitess<^^< 
angulaires  «o,  ta'  soient  de  même  considérées  comme  aynnt 
le  môme  signe  ou  des  signes  contraires,  suivant  qu'elles  c*}v- 
respondent  à  des  rotations  dans  le  même  sens  ou  dans  des  se^^ 
opposés. 

Lorsque  les  deux  manivelles  sont  égales,  et  que  la  bielle  ah 
a  une  longueur  égale  à  la  distance  AB  des  centres,  la  droite  ab 
peut  rester  constamment  parallèle  à  AB,  et  le  point  c  se  perd 
à  l'infini.  La  formule  donne  alors 


w' 
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ce  qu'il  est  facile  de  reconnalire  directement.  Telle  est  la 
transmission  par  bielle  d'accouplement^  que  l'on  emploie  pour 
rattacher  l'une  à  l'autre  les  roues  motrices  d'une  locomo- 
tive. 
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CONSTANTE. 

140.  La  considération  du  centre  instantané  de  rotation  peut 
servir  aussi  à  déterminer  le  point  où  se  coupent  deux  positions 
successives  inflniment  voisines  d'une  ligne  qui  s6  déplace 
sans  changer  de  forme. 

Soient  MN,  M'N',  deux  positions  infiniment  voisines  d'une 
même  ligne  dans   son  plan.    Soit  A  A'  le  chemin   décrit 
par  un  point  A  de  la  ligne  pour  aller  de  sa  première  posi- 
tion A  à  sa  seconde  A'  ;  soit  BB' le  che- 
min décrit  par  un  autre  point  B.  Le 
centre  instantané  0  s'obtiendra  en 
élevant  les  droites  AO,  BO,  normales 
à  AA',  BB\  et  en  cherchant  leur  in- 
tersection 0.  Joignons  le  point  0  à  un 
Ipoint  quelconque  C  de  la  première 
position  de  la  ligne  mobile.  Si  Tangle 
du  rayon  OC  avec  la  courbe  prise  dans  '^.  \^ 

le  sens  CN  est  aigu,  le  déplacement 
du  point  C,  par  suite  de  la  rotation  de  la  figure,  s'opérera  de 
manière  à  amener  ce  point  en  C  d'un  certain  côté  de  MN,  au 
delà  de  MN  par  rapport  nu  point  0,  par  exemple.  Le  contraire 
arrivera  pour  un  autre  point  D,  si  l'angle  de  OD  avec  la  courbe, 
prise  dans  le  même  sens,  est  obtus  au  lieu  d'être  aigu  ;  ce 
point  passera  en  D',  en  deçà  de  MN  par  rapport  au  point  0. 
Donc  la  courbe  }ATi'  coupe  la  courbe  MN  en  un  certain 
point  compris  entre  les  points  C  et  D  ;  d'où  l'on  peut  conclure 
que  le  point  de  rencontre  des  deux  positions  MX,  M'N'  infini- 
ment voisines ,  est  le  pied ,  P,  de  la  normale  abaissée  du 
point  0  sur  la  courbe.  Ce  point  P,  considéré  comme  lié  à  la 
courbe^  se  déplace  suivant  la  courbe  elle-même  par  suite  de 
la  rotation  instantanée,  et  l'élément  qu'il  décrit  appartient  à 
une  ligne  tangente  à  la  courbe  MN. 
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Par  exemple,  faisons  glisser  une  droite  AB,  de  longueur  con- 
stante, dans  l'angle  droit  formé  par  deux  droites  fixes  C\, 
CY.  A  un  instant  particulier,  le  centre  instantané  de  la 
droite  AB  est  le  point  0,  intersection  des  normales  AO,  60, 

aux  trajectoires  des  points  A  et  B;  le 
point  P,  pied  de  la  perpendiculaire  abaissé 
du  point  0  sur  AB  est  un  point  du  Ueu  dts 


'\ 


-^  intersections  successives  de  la  droite  AB. 
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ou,  comme  on  dit,  de  la  courbe  envdoppe 
des  positions  de  cette  droite. 


r ,       B    - —  Y         Cha  \ue  point  de  la  droite  AB  décrit  une 
'  ellipse  normale  &  la  droite  qui  joint  le 

point  0  au  point  décrivant.  Le  point  P, 
considéré  comme  lié  à  la  droite  AB,  décrit  donc  un  élément 
d'ellipse  normal  h  OP,  c'est-à-dire  tangent  à  AB,  ou  enfin 
tangent  à  l'enveloppe  des  positions  de  AB.  Les  ellipses  décrita 
par  les  divers  points  de  la  droite  AB  sont  donc  toutes  tangentes 
à  r enveloppe  des  positions  de  celte  droite  ^  et  ont  mime  enve- 
loppe que  cette  droite  mobile;  ce  qui  résulte  aussi  de  ce  que 
l'enveloppe  des  positions  de  la  droite  est  la  limite  de  la  ré- 
gion du  plan  atteinte  par  ses  différents  points,  et  par  suite 
est  la  limite  de  la  région  du  plan  couverte  par  le  tracé  des 
ellipses  que  ces  points  décrivent,  ou,  ce  qui  revient  au  même, 
est  Tcnvi^loppe  de  toutes  ces  ellipses. 


CTCLOIDE.   —   MOUVEMENT  EPIGTGLOIOAL. 

1 41 .  La  cycloîde  est  la  courbe  EFHG,  engendrée  par  le  mou- 
vement d'un  point  F  d'une 
circonférenceOC,  qui  roule 
sans  glisser  sur  une  droite 
fixeAB. 

Il  résulte  de  cette  géné- 
ration qu'à  un  instant  quel- 
conque l'arc  CF,  compris,  sur  la  circonférence  génératrice, 
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entre  le  point  décrivant  et  le  point  de  contact  C  de  cette  cir* 
conférence  avec  la  droite  AB ,  est  égal  à  la  longueur  CE 
comprise,  sur  cette  droite,  entre  le  point  C  et  le  point  de  de- 
part  E  de  la  cycloide. 

Proposons-nous  de  mener  la  tangente  à  la  cycloîde  au 
point  F. 

Pour  y  parvenir,  remplaçons  le  cercle  OC  par  un  polygone 
d'un  très-grand  nombre  de  côtés,  et  voyons  ce  qui  se  passe 
lorsque  ce  polygone  roule  sans  glisser  sur  la  droite  AB. 

Le  polygone  vient  successivement  appliquer  ses  côtés  sur  la 
droite  AB  (fig.  159).  Soit  cd  le  côté  actuellement  en  contact; 
le  mouvement  par  lequel  le  poly- 
gone viendra  appliquer  sur  AB  le 
côté  de  à  la  suite  du  côté  cd,  sera  , 


une  rotation  autour  du  pomt  i/,         f      /X. 

sommet  commun  a  ces  deux  côtés 

consécutifs.  On  voit  donc  que  dans 

ce  mouvement  de  roulement  du  polygone  sur  la  droite,  les 

sommets  successifs  du  polygone  servent,  chacun  à  son  tour, 

de  centres  de  rotation. 

Lorsque  le  nombre  des  côtés  du  polygone  augmente  au 
delà  de  toute  limite,  le  polygone  se  confond  avec  le  cercle  OC 
(fig.  138);  la  rotation  s'opère  toujours  autour  du  sommet  du 
polygone  qui  se  trouve  actuellement  sur  la  droite  AB;  à  la 
limite,  elle  s'opère  autour  du  point  C,  point  de  contact  du 
cercle  et  de  la  droite. 

La  droite  CF  menée  du  point  C  au  point  décrivant  est  donc 
la  normale  à  la  cycloide  au  point  F,  et  la  tangente  à  la  cy- 
cloîde, qui  lui  est  perpendiculaire,  s'obtiendra  en  joignant  le 
point  F  au  point  K,  extrémité  du  diamètre  du  cercle  généra- 
teur qui  passe  au  même  point  C. 

Par  la  même  raison,  la  courbe  décrite  par  un  point  M  quel- 
conque lié  au  cercle  mobile,  et  entraîné  dans  son  mouvement 
de  roulement,  n  pour  normale  la  droite  CM. 

142.  Le  même  raisonnement  prouverait  que  quand  une 
courbe  mobile  PQ  roule  sans  glisser  sur  une  courbe  fixe  AB,  la 

Héc.  oollk:<ox.  14 
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normale  au  lieu  décrit  par  un  point  M  invariablement  lié  à  la 
courbe  mobile,  s'obtient  en  joignant  la  position  du  point  M  à 

un  certain  instant,  au  point  C  par  lequel 
les  deux  courbes  se  touchent  au  même 
instant. 

Le  mouvement  de  roulement  d'une 
courbe  plane  sur  une  courbe  fixe  Iract-e 
dans  son  plan  prend  le  nom  de  numrr- 
ment  épicyeloidaL  Vépicycloide  est,  d'une  manière  générale,  la 
ligne  décrite  par  un  point  d'une  figure  de  forme  constante  dont 
une  courbe  roule  sans  glisser  sur  une  ligne  fixe.  La  cycloîde 
est  Tépicycloîde  particulière  obtenue  en  prenant  pour  ligne 
fixe  une  droite,  pour  courbe  mobile  un  cercle,  et  pour  point 
décrivant  un  point  de  la  circonférence  de  ce  cercle. 


MOCVEMEirr  COII1IN0  d'uni  nCURE  PLAKE  DAMS  SOM  PLAM. 


143.  Le  mouvement  élémentaire  d'une  figure  plane  dans 
son  plan  est  une  rotation  autour  d'un  certain  point  0, 
centre  instantané  de  rotation.  Le  mouvement  continu  de  la 
figure  est  donc  une  suite  de  rotations  infiniment  petites,  «d. 
u>',  (!>',...  qu'on  peut  supposer  connues,  autour  de  cenfreb 

successifs  infiniment  voisins ,  dont  la  posi- 
tion est  supposée  donnée  sur  le  plan. 

Soient  0,  (y,  (y,  0"',  les  centres  succes- 
sifs autour  desquels  s'opèrent  ces  rotations. 
Considérons  l'instant  où  la  figure  mobile 
pivote  autour  du  point  0.  Cette  rotation 
amènera  un  certain  point  0^  de  la  figure,  à 
coïncider  avec  le  centre  suivant  (K;  pour 
Fig.  i4i.  trouver  ce  point  0^,  il  suffit  de  connaitre 

Tangle  a»  dont  la  figure  tourne  autour  du 
point  0.  Menons  en  effet  00^  dans  une  direction  qui  fasse 
avec  00'  l'angle  0^00' =  to,  et  prenons  00,  =  OO'.  De  cette 
construction  il  résulte  que  la  rotation  d»  de  la  figure  autour 
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de  0  amènera  le  point  mobile  0^  à  coïncider  avec  le  point  fixe  (y. 
La  seconde  rotation  s'effectue  autour  du  point  0\  avec  le- 
quel coïncide  alors  le  point  0^.  Il  sera  facile  de  trouver,  par 
une  construction  analogue,  le  point  0^  de  la  figure  mobile  qui 
'viendra  coïncider  avec  le  centre  de  rotation  0''.  Prolon- 
geons indéfiniment  dans  un  même  sens  les  côtés  0(y ,  O'O', . . . 
00^,  0^0,,...  Le  point  cherché  est  à  une  distance  du  point  0^ 
égale  à  O'O*  ;  de  plus  la  rotation  qui  amène  0,  sur  0^  s'opère 
autour  du  point  0',  et  fait  décrire  à  la  figure  mobile  un  angle 
total  égal  à  la  somme  OjOJi-f-TO'O'  ;  c'est  cet  angle  que  nous 
avons  désigné  tout  à  l'heure  par  ta.  Et  comme  TO'O^  est  donné 
par  la  figure  connue  OO'O^O*'...,  l'angle  T^O^O,  s'en  déduit  par 
Téquation 

T,0|0,=w'— TO'O». 

On  pourra  donc  construire  le  point  0,  en  faisant  l'angle 
T,OjO,=a)'— TCyO*,  et  en  prenant  0,0,=0'0^. 

Ohi  trouverait  de  même  le  point  0,  qui  ira  coïncider  avec  le 
point  (r\  enfaisantau  point  0,un  angle T,0,0,=w''—r(y(y", 
et  en  prenant  Ofi^=(y(y'. 

Le  mouvement  de  la  figure  mobile  peut  se  définir  par 
le  roulement  du  polygone  00^0,0,...,  lié  invariablement  à 
cette  figure,  sur  le  polygone  OO'O'O^'...,  fixe  dans  le  plan.  A  la 
limite,  ces  polygones  se  changent  en  des 
courbes,  dont  l'une  roule  sans  glisser  sur 
l'autre  ;  et  l'on  parvient  ainsi  h  ce  théo- 
rème :  Tout  mouvement  continu  (funeiigure 
plane  dans  son  plan  est  un  mouvement  épi- 
q/doidal. 

Lorsque,  à  la  limite,  les  côlés  00',  O'O'^, 
sont  infiniment  petils,  les  angles  TO'O'', 
YQr(y\ . . .  sont  les  angles  de  contingence  de 
la  courbe  fixe,  et  les  angles  T^O^O,,  T,0,0,, 
sont  les  angles  de  contingence  de  la  courbe 
mobile.  A  un  instant  quelconque,  la 
courbe  mobile  tourne  autour  du  point  de  contact  avec  la 
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courbe  fixe,  d'un  angle  qui  est  la  somme  des  angles  de  coniin- 
gcnœdes  deux  courbes.  On  peut  déduire  de  là  une  relâlior. 
enlrc  la  vitesse  angulaire  de  la  rotation  instantanée,  et  la  vi- 
tesse linéaire  avec  laquelle  le  point  géométrique  de  contact  se 
déplace  le  long  des  deux  courbes.  Soit  R =0A,  le  rayon  de  cour- 
bure de  la  courbe  fixe  OB  ;  p=OC,  le  rayon  de  courbure  de  h 
courbe  mobile  OD.  Soit  v  la  vitesse  avec  laquelle  le  point  gia- 
métrique  de  contact  se  déplace  le  long  de  ces  deux  courbes  con- 
stamment tangentes  Tune  à  Taulre.  Dans  un  temps  infinimer! 
petit  dtj  l'arc  00'= OOp  parcouru  sur  chacune  des  deux  cour- 
bes par  le  point  de  contact,  sera  égal  h  vdt  ;  or  kcel  arc  corri.^ 


vdl 


pond  dans  la  courbe  fixe  un  angle  de  contingence  égal  à  -,- 

vdî 

et  dans  la  courbe  mobile,  un  angle  de  contingence  égal  à  ^ 

La  courbe  mobile  décrit  donc  dans  le  temps  dt  un  angle  lobl 
égal  à  la  somme 


vdl      vdt       /i       1\ 

t^7  =  (r-^;) 


vdl. 


La  vitesse  angulaire  u)  s'obtient  en  divisant  l'angle  décrit  p 
le  temps  dt  mis  à  le  décrire;  donc 


='(}^^l)- 


Si  les  courbures  des  deux  courbes  étaient  dans  le  même  sens, 
on  trouverait  de  même 

"='{1-})' 

ou  bien 


-=''G-R> 
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formules  qui  rentrent  dans  la  première  moyennant  des  con- 
ventions particulières  sur  les  signes  des  rayons  de  cour- 
bure et  des  vitesses. 
144.  Pour  exemple  de  mouvement  épicycloidal ,  consiàè- 


Fig.  145. 
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i^ns  le  mouvement  d^une  droite  AB,  de  longueur  constante, 
dont  les  extrémités  A  et  B  glissent  respectivement  sur  deux 
droites  fixes  rectangulaires  CX,  GY.  Cherchons  comment 
nous  obtiendrons  ce  mouvement  en  faisant  rouler  sur  une 
courbe  fixe  une  courbe  liée  invariablement  à  la  droite  AB. 

A  un  instant  quelconque,  le  centre  instantané  de  rotation 
est  le  point  0,  intersection  des  deux  droites  AO,  BO,  élevées 
aux  points  A  et  B  perpendiculaire- 
ment à  ex  et  à  CV.  Le  point  0  ainsi 
obtenu  est  le  quatrième  sommet 
du  rectangle  dont  les  deux  côtés 
sont  CA  et  CB.  La  diagonale  CO  de 
ce  rectangle  est  égale  à  l'autre  dia- 
gonale BA,  laquelle  est  constante  par 
hypothèse.  Donc  CO  est  constant ,  et 
le  lieu  des  centres  instantanés  sur  le 
plan  est  par  conséquent  une  circonfé- 
rence HËF,  décrite  du  point  C  comme 
centre  avec  un  rayon  CO  égal  à  la  longueur  de  la  droite 
donnée.  Voilà  la  courbe  fixe  trouvée. 

Pour  obtenir  la  courbe  mobile,  observons  que  le  point  0, 
centre  instantané  de  rotation,  est  le  sommet  d'un  angle  droit 
AOB,  dont  les  côtés  passent  respectivement  par  les  points  A 
et  B  de  la  figure  mobile.  Il  appartient  par  conséquent  à  la 
circonférence  décrite  sur  AB  comme  diamètre.  Ce  cercle  06CA 
est  la  courbe  demandée.  Le  mouvement  de  la  droite  BA  s'ob- 
tiendra en  faisant  rouler  la  circonférence  OBCA  sur  la  circon- 
férence fixe  DEF.  Le  déplacement  élémentaire  de  la  figure  qui 
résulte  du  roulement  du  premier  cercle  sur  le  second,  équi- 
vaut au  déplacement  élémentaire  en  vertu  duquel  les  extrémi- 
tés de  la  droite  AB  glisseraient  sur  les  droites  fixes  CX,  CY. 

On  arriverait  à  la  môme  conclusion  si  Tangle  YCX  des 
droites  directrices  n'était  pas  droit. 

On  peut  observer  que  tout  point  de  la  circonférence  mobile 
OBCA  décrit  une  droite  passant  par  le  point  C  ;  que  le  point  I, 
centre  de  ce  cercle,  décrit,  autour  du  centre  C,  un  cercle  de 
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diamètre  égal  à  AB  ;  que  tout  point  de  la  droite  mobile  AB 
décrit  une  ellipse  qui  a  le  point  C  pour  centre,  et  les  droites 
ex,  CY,  pour  directions  de  ses  axes  principaux.  Enfin,  si lou 
appelle  v  la  vitesse  avec  laquelle  le  point  de  contact  parcourt 
Tune  ou  l'autre  des  courbes  OBCA,  OEFD,  et  &>  la  vitesse  an- 
gulaire de  la  courbe  mobile  au  même  instant,  Téquatiûri 
générale 


M\-h 


peut  s'appliquer. 
On  a  ici 


R  =  CO:-^AB, 
p=OI=jAi 


Nous  avons  pris  R  avec  le  signe  —  dans  Téquation,  parce 
que  les  courbures  des  deux  circonférences  dont  l'une  rouit* 
sur  l'autre  sont  ici  dans  le  même  sens,  et  que  les  angles  it 
contingence  se  retranchent  au  lieu  de  s'ajouter. 

Nous  aurons  donc 

•"""^IjAB       AU/~"AB' 

ou  bien 

9=wXAB. 

Le  point  de  contact  se  meut  par  conséquent  sur  la  circon- 
férence ED,  avec  une  vitesse  égale  à  AB  Xco,  comme  il  est 
facile  de  le  reconnaître  directement. 

i45.  Cette  manière  de  construire  l'ellipse  conduite  la  solu- 
tion d'un  problème  important  de  géométrie  :  Étant  dormi  «n 
système  de  diamètres  eofguguéSy  trouver  la  grandeur  et  la  direc- 
tion des  deux  axes. 

Considérons  d'abord  le  mouvement  épicycloidal  du  cercle 
de  diamètre  OC ,  au  dedans  de  la  circonférence  de  rayon 
OC.  Tout  point  M  du  plan  du  cercle  mobile  décrit  une 
ellipse,  et  la  normale  à  cette  ellipse  au  point  M  est  la  droite 
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OM.  Du  point  G  abaissons  CL  perpendiculaire  sur  OM  prolon- 
gée ;  cette  droite  CL  coupe  la  direction  OM  en  un  point  L  qui 
appartient  à  la  circonférence  mobile,  car  0  et  C  sont  les  ex- 
trémités d'un  même  diamètre  de 
cette  circonférence;  d'ailleurs  CL 
est  parallèle  à  la  tangente  MT  à 
l'ellipse  au  point  M.  Donc  CM,  CL, 
sont  les  directions  de  deux  dia- 
mètres conjugués  de  l'ellipse.  Je 
dis  de  plus  que  la  grandeur  du  dia- 
mètre conjugué  de  CM  est  donnée 
sur  la  figure  par  la  droite  OM.  Joi- 
gnons en  effet  le  point  M  au  centre  I 
du  cercle  mobile ,  et  prolongeons 
celle  droite  jusqu'à  la  rencontre  de  la  circonférence  en  A  et  en 
B.  Les  points  A  et  B  décriront  dans  le  mouvement  delà  circon- 
férence les  droites  fixes  aCa',  f^C^\  qui  sont  rectangulaires,  et 
qui  ne  sont  autres  que  les  directions  des  axes  de  Tellipse  lieu 
du  point  M.  On  obtiendrait  la  même  courbe  en  faisant  glisser 
la  droite  de  longueur  constante  AB  dans  Tangle  droit  ^Ca. 
Donc  BM  est  le  demi  grand  axe,  a,  et  MA  le  demi  petit  axe,  by 
de  Vellipse.  Mais  on  a,  dans  le  cercle  OACB, 

IILxOM=MBxNA  =  a^. 

ML  est  égal  au  produit  du  demi  -  diamètre  CM  =  a!  par  le 
sinus  de  l'angle  MCL=0  que  ce  diamètre  fait  avec  son  dia< 
mètre  conjugué;  on  a  donc 

OMxo'sinOrr:  ab. 

Or,  si  Ton  appelle  fr'  la  longueur  du  demi-diamètre  conjugué 
de  a',  le  théorème  d'Apollonius  donne 


a'fr'sind=a6. 


Donc 


6'  =  0N. 


De  là  résulte  la    construction   suivanle ,   indiquée   par 
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M.  Manniieim  dans  les  Nouvelles  Annales  de  mathématique^ 
(l.XVI,  p.  187).  Étant  donnes  lesdeux  demi-diamètres  CM =û  , 
CN=fc',d'uncellipse,dupointMabaissons  une  perpendiculaire 

sur  la  direction  de  NC,  et  prenons  sur  celte  droile  M0= CN=t'. 

Joignons  OC,  et  soit  I  le  mi- 
lieu de  cetle  droile.  Puis  pot- 
tons  sur  la  droite  IM,  de  part  ~! 
d'autre  du  point!,  deux  qu;i:.- 
titès  IA  =  1B=IC.  Les  dirt.- 
tions  CA,  CB,  seront  les  direc- 
tions des  axes.  Le  demi-axe  0. 
que  l'on  doit  porter  suivant  h 
direction  CA,  est  égal  à  BM,  ti 

le  demi-axe  ft,  à  porter  dans  la  direction  CB,  est  égal  à  AM 
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146.  Étant  données  dans  un  plan  deux  lignes  AB,  HN,  dc'tcr- 
mner  une  troisième  courbe  telle^  que^  si  on  la  fait  rouler  sur  kl. 
un  point  invariablemefit  lié  à  cette  ligne  engendre  r  autre  ligne  ii^ 
Soit  PQ  la  courbe  cherchée  dans  une  de  ses  positions  par- 
ticulières ;  elle  touche  en  C  h 
ligne  AB.  Du  point  C  abaissons 
la  normale  CD  sur  la  ligne  yHS. 
Le  point  D,  supposé  invariable- 
ment lié  à  PQ,  décrira  dans  le 
mouvement  de  roulement  élé- 
mentaire de  la  courbe  PQ  ud 
chemin  normal  à  CD,  et  par  suite 
se  déplacera  suivant  la  courbe  MN.  Le  point  D  est  donc  le  point 
décrivant. 

Considérons  ensuite  sur  la  courbe  PQ  un  second  point  R, 
et  prenons  sur  la  ligne  AB  un  arc  CS  égal  à  CR.  Le  point  R 
viendra,  dans  le  roulement,  coïncider  avec  le  point  S,  et 
abaissant  la  normale  SE  sur  la  courbe  )IN,  on  aura  en  E  h 


Fig.  U6. 
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position  correspondante  du  point  décrivant  sur  sa  trajectoire 
MN.  Or  ce  point  doit  6tre  encore  le  point  D,  supposé  entraîné 
par  la  courbe  mobile  PQ.  La  droite  SE  est  donc  la  position 
prise  en  vertu  du  roulement  par  la  droite  RD  ;  par  suite,  les 
longueurs  RD,  SE  sont  égales,  et  Tangle  R,  formé  par  là  droite 
DR  et  la  courbe  PQ,  est  égal  à  l'angle  S  formé  par  la  droite  SE 
et  la  courbe  AB. 

On  connaît,  d*aprés  le  tracé  des  deux  courbes  AB,  MN,  la 
relation  qui  existe  entre  l'angle  S  et  la  longueur  /  =  ES  com- 
prise entre  les  deux  courbes  sur  la  normale  h  la  courbe  MN. 
Soit 

tangS  =  n/). 

l'équation  qui  lie  ensemble  ces  deux  variables.  Cette  équation 
existera  pareillement  entre  la  tangente  de  l'angle  R  et  la  lon- 
gueur DR = r .  Prenons  donc  le  point  D  pour  pdle,  et  la  droite 
DG  pour  axe  polaire  ;  la  tangente  de  Tangle  R  est  donnée  par 
Téquation 

tang  R  =  ^. 

et  rëquation  polaire  de  la  courbe  cherchée  sera 
ou,  en  séparant  les  variables, 

r 

11  ne  reste  plus  qu'à  l'intégrer.  On  peut  remarquer  d'ail- 
leurs que  l'égalité  qui  existe  point  par  point  entre  les  angles 
R  et  S  et  entre  les  longueurs  ES  et  DR  assure  aussi  l'égalité 
entre  les  arcs  es  etCR. 

147.  Exemple.  —  On  donne  pour  lignes  AB  et  MN  deux 
droites  (fig.  147).  On  demande  quelle  courbe  il  faut  faire  rou- 
ler sur  la  droite  AB  pour  qu'un  point  lié  à  cette  courbe  décrive 
la  droite  MN. 

Menons  une  normale  ES  à  la  droite  MN.  Nous  trouvons  pour 
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Tangle  S  une  \fi\e\xv  constante  égale  à  ^^  —  a,  a  étant  Tan- 

gle  des  deux  droites. 
Donc  Téquation  de  la  courbe  cherchée  est 

ce  qui  donne  en  intégrant,  et  en  appelant  A  une  constante 
arbitraire, 


•  Ullg« 

équation  d*une  spirale  logarithmique  qui  coupe  tous  ses  rayons 

vecteurs  sous  Tangle  -^  —  a,  et  qui  a  le  pAle  pour  point 

asymplotique.  Quand  on  Tait  rouler  cette  courbe  sur  une  droite. 

le  pôle  décrit  une  autre  droite  fai- 
sant un  angle  a  avec  celle-ci.  On 
peut  déduire  de  là  cette  autre  pro- 
priété de  la  spirale  logarithmique  : 
la  longueur  de  l'arc  de  la  courbe 
ù  partir  d'un  de  ses  points  S  jus- 
qu'au pôle  autour  duquel  elle  fait  une  infinité  de  circuits,  est 

finie  et  égale  à  la  longueur  SO. 
148.  Pour  ligne  MN,  prenons 
une  chaînette ,  et  pour  ligne  di- 
rectrice AB  Taxe  horizontal  de  h 
courbe,  c'est-à-dire  ^horizontale 
menée  dans  son  plan  à  une  dis- 
tance FG  =  a  au-dessous  de  son 
point  le  plus  bas  ;  a  est  le  paramétre  de  la  chaînette,  celui 
qui  entre  dans  l'équation  de  la  courbe 


Fig.  147. 


s  B 


Fig.  148. 


=dKe  "): 


Cherchons  la  relation  entre  la  tangente  de  l'angle  S  et  la 
longueur  ES  de  la  normale. 
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Pour  cela,  difTérentions  Téquation  précédente: 


dx      2 

Onendéduil 


'!M'\e''-^c     V 


2  a 

La  normale  ES  a  pour  longueur  ^  =  ^.  Nous  ferons  donc 


a 


La  distance  HK  du  pied  de  l'ordonnée  à  la  tangente  est  égale  à 


mlz 
ds        "* 


par  suite 


sinS  =  cosKHB=-. 


Donc 


tangS= 2? -— ^ 


03|      V.-o^' 


OU  bien 


L'équation  polaire  de  la  courbe  cherchée  sera  donc,  en  rem- 
plaçant l  par  r, 


ti9  CflâI5CTTC. 

On  est  ain^i  conduit  à  chercher  Tintégrale  de  l'équation 

rf.  =  V' . 

Y  r  — «  r 

Posons 
Il  éiant  une  nouvelle  variable  ;  de  cette  relation  on  déduit 


V. 


r —  a       M 


«9=  -  . 


et  intégrant. 


6 

-  =  arc  lang  m  +  C. 


»# 


On  peut  disposer  de  la  constante  de  manière  que  0  soil  n 
pour  le  point  le  plus  bas  de  la  chatnette.  On  a  alors  r=Q,  ^: 
par  suite  tt=0.  On  prendra  donc  C:=0,  et  Téqualion  di  ! 
courbe  sera 


Ii  =  tanfr3  , 


OU  bien,  en  élevant  au  carré, 


2 


=  tang  «  i  , 


*> 


équation  d'une  parabole  rapportée  à  son  axe  et  â  son  foyer.  L 
chaînette  est  donc  le  lieu  décrit  par  le  foyer  d'une  parabo! 
qui  roule  sur  une  droite  fixe. 
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MOUVEMENT  d'uNE   FIGURE   SPHÉRIQUE   SUR  LA  SPHÈRE. 

149.  Les  raisonnements  que  nous  avons  faits  au  sujet  du 
mouvement  d'une  figure  plane  dans  son  plan,  s'appliquent 
idenliquemenl  au  mouvement  d'une  figure  sphérique  sur  la 
sphère,  et  sans  les  répéter  ici,  nous  pouvons  poser  les  théo- 
rèmes suivants  : 

l""  Deux  positions  successives  d'une  même  figure  mobile 
sur  la  sphère  étant  données,  on  peut  amener  cette  figure  de 
Tune  à  Tautre  au  moyen  d'une  rotalion  unique  autour  d'un 
diamètre  de  la  surface. 

2''  Le  mouvement  élémentaire  d'une  figure  mobile  sur  la 
sphère  est  une  rotation  infiniment  petite  autour  d*un  diamètre 
de  la  surface.  Ce  diamètre  est  appelé  axe  instantané  de  ro- 
tation, et  les  points  de  rencontre  de  la  sphère  avec  cet  axe  sont 
les  pôles  instantanés. 

Les  pôles  instantanés  de  rotation  sont  les  points  de  concours 
de  tous  les  arcs  de  grand  cercle  menés  par  chaque  point  de  la 
iigure  mobile  normalement  à  sa  trajectoire. 

3*"  Le  mouvement  continu  d'une  figure  mobile  sur  la  sphère 
est  une  suite  de  rotations  infiniment  petites,  et  peut  s'obtenir 
en  faisant  rouler  une  ligne  fixée  à  la  figure  mobile  sur  une 
ligne  fixe  tracée  sur  la  sphère.  En  d'autres  fermes,  le  mouve- 
ment continu  d'une  figure  mobile  sur  la  sphère  est  un  mou-: 
vement  épUycloidal  sphérique. 

APPLICATION.  —  CONSTRUIRE  SUR  LA  SPHÈRE  LE  QUAimiLATÊRE  MAXIMUM 

AVEC  QUATRE  CÔTÉS  DONNÉS. 

150.  Soit  0  le  centre  de  la  sphère  ; 

OA  son  rayon,  que  nous  supposerons  égal  à  l'unité; 

ABCD  le  quadrilatère  cherché,  dont  les  quatre  côtés  AB,  BC, 
CD,  DA,  sont  des  arcs  de  grand  cercle  de  longueur  connue, 
^t  qui  renferme  la  surface  la  plus  grande  possible. 


MAïunn 


Fig.  149. 


Considérons  les  sommets  A  et  B  comme  fixes,  et  déformor.s 
le  quadrilatère  inflniment  peu,  en  Taisant  tourner  les  côtés  klK 
BC,  autour  de  ces  points  ;  le  quadrilatère  prendra  la  forn.. 

AD'C'B  ;  pour  exprimer  que  so 
surface  est  maximum,  il  sut- 
fira  d'égaler  les  deux  sur- 
faces ABCD,  AB'C'iy. 

Prolongeons  les  arcs  AD,  Cl, 
jusqu'à  leur  rencontre  au  poiu: 
S.  Ce  point  sera  le  pôle  instiih- 
tané  de  la  rotation  qui  amt-n 
le  côté  DC  dans  la  position  I»  t 
(§149,  2*);  le  triangle  Sic 
n'est  autre  que  le  triangle  SDC. 
déplacé  d'un  certain  angle  inil- 
niment  petit  autour  du  point  S 
Appliquons  les  raisonnemenlï 
que  nous  avons  faits  pour  ri- 
soudre  la  même  question  sur  le  plan  (g  i58);  nous  recou- 
naltrons  que  la  condition  du  maximum  se  réduit  à  Téquivâ- 
lence  des  triangles  infiniment  petits 

SAD'=SBC'. 

Les  arcs  DD",  CC,  qui  représentent  les  déplacements  respec- 
tifs des  points  D  et  C,  partagent  chacun  de  ces  triangles  en 
deux  parties  que  nous  allons  évaluer  séparément.  Considé- 
rons d'abord  la  partie  SDD'.  Soit  d^  l'angle  au  sommet  S. 
L'arc  DD'  appartient  à  un  petit  cercle  décrit  du  pôle  S  avec  un 
rayon  sphérique  égal  à  SD.  Du  point  D,  abaissons  sur  OS  \xnc 
perpendiculaire  DE  ;  le  point  E  sera  le  centre  de  l'arc  DD',  et 
l'angle  DED'  sera  égal  à  dç.  Pour  évaluer  l'aire  SDD',  remar- 
quons que  celle  ligure  est  un  fuseau  dans  la  zone  qui  a  le 
point  S  pour  pôle,  et  pour  base  le  petit  cercle  auquel  appar- 
tient l'arc  DD'.  La  hauteur  de  cette  zone  est  la  distance  ES; 
soit  arc  SD  =  e  ;  nous  aurons  ES  =  1  —  cos  e,  et  la  surface 
de  la  zone  sera  2i:  (  1  —  cos  e)  ;  la  surface  du  fuseau  dont 
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l^angle  au  centre  est  d^j  est  par  suite  égale  à  (1  —  cose)d(p. 
On  peut  considérer  de  même  l'arc  infiniment  pelit  DD' 
comme  décrit  du  point  A  comme  pôle,  avec  un  rayon  sphé- 
rique  AD  ;  le  centre  de  cet  arc  est  au  point  G,  pied  de  la  per- 
pendiculaire abaissée  du  point  D  sur  le  rayon  OA,  et  l'angle 
DGD'  est  égal  à  l'angle  DAD';  appelons  d^  cet  angle,  et  a  Tare 
AD,  qui  est  Vuti  des  côtés  donnés.  La  surface  de  la  zone  sphé- 
rique  à  une  base  dont  fait  partie  le  fuseau  ADD'  sera  égale  à 

2ic(l  — COSa), 

et  le  fuseau  lui-même  à 

(1  —  COS  a)  d\^. 

Mais  d^  peut  s'exprimer  en  fonction  de  d?.  On  a  en  effet 

DD'  =  DE  X  angle  DED'  =  DG  X  angle  DGD', 

ce  qui  donne  la  relation 

slncX  <if  =  sina  X  d^. 

Donc 

^      sin  a 

L*aire  du  triangle  SD'A  est  par  suite  égale  à  la  somme 

(!  —  COS  «)df -f  (1  — COS  a)^</ç>. 

Opérons  de  même  pour  le  triangle  SC'B.  Soit 

arcBC  =  ^,    arcSG  =  0. 

L'angle  CSC  est  encore  égal  à  df  ;  quant  à  Tangle  CBC,  il  est 
égala 

sinO  . 
sin  p    ^ 

de  sorte  que  l'aire  du  triangle  SBC  est  mesurée  par  la  somme 

(1  —  COS  0)  (if  +  il  -  COS  p  j  ^  df. 
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La  condition  du  maximum  est,  en  supprimant  le  facteur  d-.. 
Dans  cette  équation  remplaçons 

1— C08«  par  Ssin'Jflt, 

sin  a  ptr  Ssin^acos|-c, 

1  — co6^  par  2sin*^^, 

sin  ^  par  2  sin  ^  ^  cos  |  /i. 

Il  viendra,  en  réduisant  et  en  supprimant  les  fadeurs  com. 
m  uns, 

sinl»  .  -      ^>nî^  .    il 

cos  c 2—  sin  c  =  c(h>0 7-^  ^In  0. 

cos  ^  a  cos  J  ,"3 

OU  bien,  en  renversant  les  fractions, 

cos  \  a  COS  ^  ,5 


cos,cH-lx)       cos^O  +  J/i) 

Menons  la  corde  AD,  et  prolongeons-Ia  jusqu^à  la  rencontre 
en  I,  avec  le  rayon  OS  prolongé.  Du  point  0  abaissons  sur  Al' 
la  perpendiculaire  OF,  qui  partage  l'angle  AOD = «  en  di  ji 
parties   égales.   Nous    aurons    angle  SOF  =  e  +  î  «  ^  ^• 

01  :=  — TTTrr.  =  —     *  ,  ,.  La  corde  BC  prolongée  coupe i 
cos^Or      cos  (s -h  I  a)  '^        ° 

même  le  rayon  OS  en  un  point  situé  à  une  distance  du  poinl" 

cos  -  û 

égale  à tt-^-Vtt.  Ces  deux  fractions  étant  égales,  les  deui 

^         cos  (ô  -h  ^  ^)  ^ 

directions  AD,  BC,  vont  couper  le  rayon  OS  en  un  même  point  l 

et  par  suite  les  quatre  points  A,  B,  C,  D,  sont  dans  un  ment 

plan.  Le  quadrilatère  marimum  ABCD  est  dofic  inscriptibU  éaJi^ 

un  cercle^  intersection  de  la  sphère  et  du  plan  qui  contient  so^ 

quatre  sommets. 

Il  est  facile  d'étendre  ce  théorème  a  un  polygone  sphôriquc 
d'un  nombre  quelconque  de  côtés,  puis  d'en  déduire  la  pro- 
priété du  cercle  de  contenir  la  plus  grande  surface  à  égalité  ii< 
périmètre. 

La  construction  sur  la  sphère  d'un  quadrilatère  inscripti 
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dont  quatre  côtés  soient  donnés  se  ramène  au  même  pro- 
blème sur  le  plan. 

En  effety  les  côtés  donnés  sont  des  arcs  de  grand  cercle 
dont  les  cordes  sont  connues;  ces  cordes  forment  un  quadri- 
latère plan,  inscrit  dans  le  même  cercle  que  le  quadrilatère 
sphérique.  Ayant  donc  construit  avec  les  cordes  un  quadri- 
latère plan  inscriptible  (§  138),  on  connaîtra  le  diamètre 
du  cercle  circonscrit  au  quadrilatère  sphérique  cherché  ;  le 
rayon  sphéizque  de  ce  même  cercle  est  la  moitié  de  Tare  de 
grand  cercle  sous-tendu  par  son  diamètre. 

Le  théorème  relatif  au  plan  n'est  qu'un  cas  particulier 
du  théorème  relatif  à  la  sphère;  il  suffit  de  supposer  le 
rayon  R  de  cette  sphère  infini.  A  la  place  de  e,  0,  a,  3»  nict- 

tons  les  rapports  0909096»^^  longueurs  des  arcs  SD,  SC, 

DA,  CB,  au  rayon.  L'équation  qui  définit  le  maximum  prendra 
ia  forme 

cosg  — lang|j^sinjj  =  cosg— tangtgsin^. 


a    e 


Los  «'^ngl<^Sn,n  «...sont  infiniment  petits  quand  Rcslinfiiii. 

Remplaçons  cos  ^  etcos  ^  par  1  —  ôûï  ®^  ^  —  0019  ^^  "^^"^ 

arrêtant  aux  termes  du  second  ordre,  puis  les  tangentes  et  les 
sinus  par  les  arcs  eux-mêmes,  ce  qui  correspond  au  même 
degré  d'approximation.  U  viendra 


:iw 


Donc  /    \n 

OU  enfin  ^  j  ^« 

SD  X  SA  =  se  X  SB,  ^'K-  ^50- 

équation  qui  montre  que  les  4  points  ABCD  sont  sur  une  môme 
circonférence. 

a£c.  coiUG50!i.  15 
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MaUVnEMT  D  OIC  SOLIDE  IMYARIABLE  QUI  A  UN  POilfT  HXE. 

151.  Considérons  un  solide  invariable,  mobile  autour  d'un 
point  fixe  0.  Coupons  ce  solide  par  une  surface  sphcrique  SS 
ayant  le  point  0  pour  centre.  Nous  obtiendrons  pour  inter- 
section une  certaine  figure  sphërique  A. 
qui  se  déplacera  à  la  surface  de  la  sphère  S 
quand  elle  sera  entraînée  par  le  iDoa\e- 
ment  du  solide.  Le  mouvement  élèmen- 
aire  de  la  figure  A  est,  en  vertu  de^ 
théorèmes  précédents,  une  rotation  in- 
finiment petite  autour  d'un  diamètre  àe 
la  sphère;  d:nc  le  mouvement  Aérnen- 
taire  du  solide  hé  à  la  figure  kest  une  roîati&n  infinimenipr 
iUe  autour  d'un  axe  instantané  passant  par  le  point  O.  Noii!; 
savons  de  plus  que  le  mouvement  continu  de  la  figure  A  sur 
la  sphère  S  peut  s'obtenir  en  faisant  rouler  une  ligne  L,  appar- 
tenant à  la  figure  A,  sur  une  ligne  fixe  X,  tracée  sur  la  sur- 
face de  la  sphère  S.  Ce  mouvement  de  la  figure  A  suffit  pour 
définir  le  mouvement  du  corps.  Nous  pouvons  prendre  le^ 
lignes  X  et  L  comme  les  directrices  de  deux  surfaces  coniques 
ayant  le  point  0  pour  centre  commun  ;  le  roulement  de  L  sur 
X  équivaudra  au  roulement  du  cône  (0,L)  sur  le  cône  fixe  (0, X), 
(le  sorte  qu'en  définitive  le  mouvement  continu  d'un  solide  in- 
variable qui  a  un  point  0  fixe ^  peut  s' obtemr  en  faisant  rouler  une 
surface  conique  appartenant  au  solide  et  ayant  pour  sommet  U 
point  0,  sur  une  seconde  surface  conique  ayant  également  pour 
sommet  le  point  0,  mais  restant  fixe  dans  l* espace*  L'axe  instan- 
tané  de  rotation  du  solide,  à  un  moment  donné,  est  la  gêné- 
ralricc  de  contact  OM  du  cône  mobile  avec  le  cône  fixe.  Les 
résultats  auxquels  nous  sommes  parvenus  pour  le  mou- 
vement dans  un  plan  ou  parallèlement  à  un  plan,  sont  des 
cas  particuliers  du  mouvement  d'un  solide  ayant  un  point  fixe. 
La  sphère  se  change  en  un  plan  quand  son  rayon  grandit  au 
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delà  de  toute  limite;  le  point  0  s'éloignant  indéfiniinenl,  les 
cônes  (0,L),  (0,X)  deviennent  des  cylindres,  et  les  lignes  L  et 
X  sont  les  sections  de  ces  cylindres  par  des  plans  perpendicu- 
laires à  leurs  génératrices.  Le  mouvement  continu  d'un  solide 
invariable  mobile  qui  se  déplace  parallèlement  à  un  plan^est  donc 
leré4ultat  du  roulement  d'une  surface  cylindrique  liée  au  corps ^ 
sur  une  surface  cylindrique  fixe  dans  l  espace  y  et  les  génératrices 
(le  ces  deux  surfaces  sont  perpendiculaires  au  plan  parallèlement 
auquel  s^ effectue  le  mouvement  du  solide. 


MOUVEMENT  GÉNÉRAL  d'uNE  FIGURE  PLANE  DANS  l'esPACE. 

152.  Soit  V  la  ligure  plane  mobile,  prise  dans  une  de  ses 
positions,  et  soit  F'  une  seconde  position  quelconque  de  la 
même  figure.  Cherchons  comment  on  peut  ramener  la  figure 
mobile  de  la  seconde  position  à  la  première. 

Appelons  P  et  P'  les  plans  dans  lesquels  sont  contenues  les 
deux  ligures  F  et  ¥\  Ces  plans  se  coupent  généralement  sui- 
vant une  droite  LL'.  Un  peut  donc,  en  faisant  tourner  le  plan 
P'  autour  de  cette  droite  LL',  amener  la  figure  F'  dans  le  plan 
P.  Représentons  par  P'  la  nouvelle  position  prise  dans  ce  ra- 
battement par  la  figure  mobile.  On  choisira  le  sens  dans  le- 
quel on  opère  le  rabaltemenl  du  plan  P',  de  telle  sorte  que 
les  deux  figures  égales  F  et  F'',  toutes  deux  situées  dans  le 
plan  P,  puissent  coïncider  Tune  avec  l'autre  sans  retourne- 
ment de  l'une  d'elles.  On  peut  alors  ramener  la  figure  P  sur  la 
figure  F  par  une  rotation  unique  autour  d'un  point  0  du  plan 
P)  c'est-à-dire  autour  d'une  droite  OO'  perpendiculaire  a  ce 
plan  (§130). 

Donc  on  peut  ramener  la  figure  ¥'  dans  la  position  F  au  moyefi 
de  deux  rotations  :  Vune  autour  de  l'intersection  des  deux  j)lanSj 
l* autre  autour  d*une  perpendiculaire  au  plan  de  la  figure  F. 

153.  Appliquons  ce  théorème  à  un  déplacement  infinimcitt 
petit.  Nous  on  déduirons  celle  nouvelle  proposition  : 

le  mouvement  élémentaire  dune  figure  plane  dans  l'espace  est 


.îi 
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la  résnllanle  de  deux  rotations  élémentaires^  autour  d'axes  rf.  - 
tawjulaires;  l'un  LL%  situé  dans  U  plan  de  la  fi  jure,  fasUre  <>>\ 
normal  à  ce  plan. 

L'axe  LL%  silué  dans  le  plan  P,  esl  l*interseclion  de  ce  pL' 
avec  la  position  infiniment  voisine,  P,  qu'il  occupe  au  b'.: 
d'un  temps  infiniment  petit;  c'est  donc  une  des  génératrice^ 
de  la  surface  développable  que  le  plan  P  enveloppe  dans  s.  i 
mouvement;  c'est  la  caractéristique  de  cette  surface,  ou  L 
tangente  à  son  arête  de  rebroussement. 

Le  second  axe  00'  est  perpendiculaire  au  plan  P,  et  c'r  > 
autour  de  lui  que  s'opère  le  déplacement  élémentaiio  de  la  l - 
gure  dans  ce  plan.  On  appelle /bj/er  delà  figure  plane*,  le  poii  : 
0  où  Taxe  00'  perce  le  plan  P. 

154.  Tous  les  platis  normaux  aux  trajectoires  des  rlifférer,' 
points  m  de  là  figure  mobile  passent  par  le  foyer  G. 

En  effet,  le  déplacement  élémentaire  mm'  du  point  m  est  h 
rceultanlc  de  deux  déplacements,  Tun  nui  autour  de  Taxe  11' 
ç^.  et  perpendiculaire  au  plan  P,  Taulre  mv, 

autour  du  point  0,  et  situé  dans  ce  plan 
La  droite  Om  est  perpendiculaire  à  rry 
\  elle  est  de  plus  perpendiculaire  à  m^.. 

^*  Donc  elle  est  perpendiculaire  au  plan  nm\ 

~  \7   et  par  suite  au  déplacement  effectif  mm\ 
*'^'  '*  •  Le  plan  normal  à  la  trajectoire  mm'  con- 

tient donc  la  droite  mO,  et  passe  par  le  point  0. 

155.  La  trajectoire  du  foyer  0,  considéré  comme  u»  point  de 
la  fig  re  mobile^  est  normale  au  plan  P. 

En  eflct,  le  point  0  subit  la  rotation  élémentaire  autour 
de  la  droite  LL',  sans  participer  à  la  rotation  qui  s'efTeclue 
autour  de  lui.  Donc  son  déplacement  est  normal  au  plan 
P,  et  il  est  le  seul  point  du  plan  qui  poosède  cette  propriéiô. 

150.  Lorsque  le  plan  P  et  sa  position  infiniment  voisine  P 
ne  se  rencontrent  pas,  la  caractéristique  LL'  passe  à  Tinfini. 

I  3f.  Chasles,  Propriéliê  géométriques  du  mouvement  infinimetU  peiU  dus. 
cjrps  solide  libre  datu  l'espace  (  Comptes  rendus  de  rAcadémie  des  sciescâ* 
t.  XVI,  1843). 


■^ 
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et  la  rolalion  qui  s'opérait  autour  de  cette  droite  se  change 
ea  une  translation  perpendiculaire  au  plan  P,  c'est-à-dire  pa- 
rallèle à  Taxe  00";  alors  la  figure  mobile  ^ubit  à  la  fois,  dans 
son  mouvement  èUmenliiiTey une  rotation  autour  de  l'axe  0(y 
et  une  translationfarallèleàcet  axe.  Chaque  point  m  de  la  figure 
parcourt,  en  vertu  de  ce  double  déplacement,  une  hélice  mm', 
tracée  sur  un  cylindre  ayant  pour  axe  00^  et  la  distance  om 
pour  rayon;  toutes  ces  hélices  ont  le  même  pas.  Le  mouve- 
ment élémentaire  de  la  figure  est  donc  un  mouvement  hélicoida\ 
analogue  au  mouvement  que  prend  une  vis  mobile  dans  un 
Écrou  fixe.  Nous  montrerons  directement  qu*il  en  est  tou- 
jours ainsi,  et  que  le  déplacement  élémentaire  d'un  corps  so- 
lide quelconque  est  un  mouvement  hélicoïdal,  dans  lequel  le 
corps  éprouve  une  rotation  autour  d'un  certain  axe  en  même 
temps  qu'une  translation  paraLôle  à  cet  axe. 

UOUVESIENT  ÉLÉMENTAIRE  d'uN  SOLIDE  LIBRE  DANS  l'eSPAGE. 


157.  Coupons  le  corps  solide  par  un  plan  quelconque  P, 
qui  y  détermine  une  figure  F.  Le  mouvement  du  corps  sera 
entièrement  défini  par  le  mouvement  de  cette  figure  ;  or  nous 
venons  de  démontrer  (g  153)  que  le  mouvement  élémentaire 
de  la  fijsure  plane  F  était  la  résultante  de  deux  rotations,  l'une 
autour  de  la  caractéristique  LL'  du  plan  P, 
Tautre  autour  de  la  normale  00'  au  plan  P, 
menée  par  le  foyer  0.  Le  point  0  est  un 
point  commun  à  tous  les  plans  normaux 
aux  trajectoires  des  différents  points  de  la 
figure  F. 

Considérons  dans  le  corps  solide  une 
droite  quelconque  AA';  je  disque  les  plans 
normatix  aux  trajectoires  des  différents 
f  oints  de  kk'  vont  tous  passer  par  une  même 
droite  BB'.  Menons,  en  effet,  par  la  droite 
AA'  un  planP  quelconque;  les  plans  normaux  aux  trajectoires 
de  tous  les  points  de  ce  plan  passent  par  un  certain  point  0, 
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foyer  3u  plan  P.  De  même,  les  plans  normaux  aux  trajecloin's 
de  lous  les  points  d'un  autre  plan  Q,  mené  aussi  parAA, 
passent  par  un  même  point  I,  foyer  du  plan  Q.  Les  plans 
normaux  aux  frajecloircs  dés  divers  points  de  la  droite  AA', 
qui  est  conlenuc  à  la  (ois  dans  les  plans  P  et  Q ,  passant 
donc  à  la  fois  par  les  points  0  et  I,  et  par  suite  ils  eonlieri- 
nenl  tous  la  droite  BB'  qui  joint  les  deux  foyers.  On  voit  en 
même  temps  que  le  lieu  des  foyers  de  tous  les  plans  conduits  y  jr 
une  même  droite  AA'  est  une  seconde  droite  BB'. 

Celte  propriété  est  réciproque,  c'est-à-dire  que  la  droite  AA 
est  le  lieu  des  foyers  des  plans  conduits  par  la  droite  !;£. 
Pour  le  démontrer,  il  suffit  de  faire  voir  que  si  par  les  points 
0  et  i  on  fait  passer  un  plan  Oal,  coupant  en  a  la  droite  AA. 
le  point  a  est  le  foyer  de  ce  plan.  Or  le  point  a,  comme  ap- 
partenant au  plan  P,  décrit  dans  le  mouvement  élémentaire 
du  corps  un  arc  normal  h  la  droite  Oa  (§  154);  comme  ap- 
partenant au  plan  Q,  il  décrit  un  arc  normal  à  la  droite  Ii. 
Le  déplacement  élémentaire  du  point  a,  normal  à  la  fois  aui 
droites  al  et  à  aO,  est  normal  au  plan  Oal  ;  donc  le  point  2  t^i 
le  foyer  de  ce  plan  (§155). 

Les  deux  droites  AA'  et  BB'  sont  ainsi  conjuguées,  et  la  trù- 
jectoire  de  chaque  point  de  rune  est  normale  au  plan  mené  par 
ce  point  et  Vautre, 

Cas  particuliers.  —  V  Les  deux  droites  AA'  et  BB'  peuven: 
avoir  un  point  commun  C.  La  trajectoire  de  ce  point  C,  con- 
sidéré comme  appartenant  à  la  droite  AA',  doit  être  normale  à 
un  plan  conduit  par  le  point  C  et  la  droite  BB',  c'est-à-dire  û 
un  plan  quelconque  mené  par  la  droite  BB'.Donc  le  point  C  esî 
immobile,  et  par  suite  le  mouvement  élémentaire  du  solide 
est  une  rotation  autour  d'un  axe  passant  par  ce  point  (§  151 1. 

2  '  Les  deux  droites  AA',  BB'  peuvent  coïncider  ;  c'est  ce  qui 
arrive  quand  un  point  de  la  droite  AA'  a  une  trajectoire  nor- 
male à  celle  droite  ;  on  sait  qu*alors  tous  les  points  de  la  droite 
A  A'  se  déplacent  normalement  à  la  direction  A  A'  (g  128).  Le 
lieu  des  foyers  des  plans  conduits  par  AA'  est  donc  la  droite 
A  A'  elle-même.  Le  mouvement  élémentaire  de  la  droite  AA'  est 
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dans  ce  cas  un  mouvement  hélicoïdal,  qu'on  peut  décomposer 
en  une  relation  autour  de  la  normale  commune  à  la  droite  AA' 
et  à  sa  position  infiniment  voisine,  et  une  translation  le  long 
de  cette  normale  commune. 

S""  Les  foyers  0, 1,  des  plans  P  et  Q,  peuvent  être  tous  deux 
infiniment  éloignés,  et  alors  la  droite  BB'  passe  à  Tinfini;  dans 
ce  cas,  tous  les  points  de  la  droite  AA'  ont  des  déplacements 
égaux  et  parallèles,  et  cette  droite  subit,  par  conséquent,  un 
mouvement  de  translation. 

Nous  verrons  tout  à  l'heure  que  le  mouvement  généi*al  d'un 
solide  peut  être  décomposé  d'une  infinité  de  manières,  en  deux 
rotations  simultanées  ;  les  droites  conjuguées  Kk\  BB',  sont 
les  axes  de  ces  relations. 

Si,  en  effet,  on  imprime  au  corps  autour  de  BB'  une  rota- 
tion infiaiment  petite,  chaque  point  de  AA'  décrit  dans  ce 
mouvement  un  élément  de  trajectoire  normal  au  plan  mené 
par  ce  point  et  Taxe  BB'  ;  tandis  qu'une  rotation  infiniment 
petite  autour  de  AA'  laisse  le  même  point  immobile  :  les  plans 
normaux  aux  trajectoires  des  points  de  AA'  passent  donc  tous 
par  la  droite  BB'.  De  même,  les  plans  normaux  aux  trajectoires 
des  points  de  BB'  passent  tous  par  la  droite  AA'. 

DÉGOMPOsrrioif  du  mouvement  élémentaire  d'un  solids 

EN  UNE  TRANSLATION  ET  UNE  ROTAHON. 

158.  Soient  A,  B,  C,  D,...  les  positions  à  un  certain  moment 
des  divers  points  du  système.  ^, 

Soient  A',  B',  C,  D',...  les  positions    >      *^^ î: 

des  mêmes  points  au  bout  d'un  temps  dt  n'        5! 

très- court.  ^<^     z"^ 

Le  déplacement  élémentaire  de  cha-  d*  „. 

cun  de  ces  points  est  représenté  par  /^^v^ 

les  droites  infiniment  petites  AA',  BB',  ;* 

ce,  Diy...,  lesquelles  sont  égales  aux  '*  *^ 

produits  des  vitesses  respectives  des  points  A ,  B,  C,  D. . .  par  le 
temps  A\. 
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Appliquons  à  tous  ces  points,  moins  un,  la  théorie  de  b 
composition  des  iritesses.  Nous  pouvons  regarder  la  vitesse 
du  point  B,  proportionnelle  à  BB%  comme  décomposée  er. 
deux  aulres  vitesses  BB',  B^B',  dont  Tune,  BB*,  soit  cgale  et 
parallèle  à  la  vitesse  A.V  du  point  A.  De  même,  en  memnl 
ce  égal  et  parallèle  à  AÂ\  et  joignant  C'C,  nous  pouvons 
regarder  la  vitesse  CC  du  point  C  comme  la  résulter  * 
d'une  vitesse  égale  et  parallèle  à  celle  du  point  A,  et  d'un 
seconde  vitesse  représentée  en  grandeur  et  en  direction  pr 
ce.  Faisons  de  même  pour  le  point  D  et  pour  tous  les  autres 
points  du  système. 

I!  en  résultera  que  le  mouvement  élémentaire  du  solide  peut 
être  décomposé  en  deux  mouvements  :  i*  L'un,  en  vertu  du* 
quel  tous  les  points  du  système  décrivent  dans  le  temps  dt  des 
chemins  AA%  BB',  CC,  DD',.-  égaux  et  parallèles  ;  ce  premier 
mouvement  est  donc  un  mouvement  de  tramlation  (g  125-  ; 

2"*  Le  second,  en  vertu  duquel  les  points  B,  C,  D...,  amenés 
en  B",  C'',  D^...  par  le  premier  mouvement,  décrivent  les  che 
mins  B"  B',  et  C"  C%  U"  ly...  pendant  que  le  point  A,  parvenu 
en  A%  reste  fixe.  Ce  second  mouvement  élémentaire  est  le 
mouvement  d*un  solide  invariable  quia  un  point  A  fixe;  c'est 
donc  une  rotation  infiniment  petite  autour  d'un  axe  instantané 
PP'  passant  par  le  point  A  (g  151). 

Nous  avons  donc  ramené  le  mouvement  élémentaire  du  so- 
lide à  deux  mouvements  simple",  une  translation  et  une  rota- 
tion, et  comme  nous  pouvions  faire  cette  décomposition  en 
partant  de  tout  autre  point  que  le  point  A,  on  voit  qu'elle  est 
possible  d'une  infinité  de  manières. 

Mais  on  peut,  parmi  toutes  les  décompositions  possibles,  en 
trouver  une  qui  donne  Timage  la  plus  simple  du  mouvement 
du  solide  :  on  obtient  alors  le  mouvement  hélieoldal. 

MODVBIIENT  HÉUC0ID.U.. 

159.  Décomposons  la  translation  commune  AA'  en  deui 
translations.  Tune  parallèle  à  Taxe  PP,  l'autre  'perpendîcu- 
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dtire  à  cet  axe;  il  suffit  pour  cela  (fig.  155)  d'abaisser  du  point 
J  une  perpendiculaire  A'A^  sur  Taxe  PP%  et  de  regarder  la 
il  esse  AA'  comme  la  résultante  des  >' 

I  eux  vitesses  simultanées,  AA^  et  A^A',    - — ^^  \ ^ 

»uis  de  substituer  de  même  aux  vi- 
esses  BB",  CC",  DD",...  les  vitesses  Jf'  JL^. 

'.  i  multanées  BB,  et  B.B",  CC,  et  C,C",     b  <^"^\        y^ 
>D^  et  Dj  D*, . . .  respectivement  égales  ^'  * 

?l  parallèles  h  AA^  et  A^A'.  De  cette  /\  y 

manière,  pour  chaque  point  B,  nous  ^     }i 

pourrons  remplacer  le  contour  BB"  B', 
Formé  de  deux  côtés,  par  le  contour  '^ 

BBj  B"  B',  qui  est  formé  de  trois  côtés,  représentant  trois  vi- 
tesses cimullanées. 

Or  remarquons  que  deux  de  ces  côtés  sont  à  angle  droit  sur 
Taxe  PP,  savoir  le  côté  B^B^,  qui  est  parallèle  à  A'A,,  elle  c>l6 
B^B%  qui  est  le  chemin  infiniment  petit  décrit  par  un  point 
du  solide  en  vertu  d'une  rotation  autour  de  cet  axe.  Les  deux 
vitesses  B^B^  et  B*'  B'  sont  donc  perpendiculaires  à  PP'  ;  par 
suite  leur  plan  est  aussi  perpendiculaire  à  PP  ;  il  en  est  de 
même  de  la  vitesse  résultante,  B^  B',  de  ces  deux  vitesses 
prises  en  particulier, et  de  toutes  les  vitesses  C^  C,  D^iy,...  ob- 
tenues en  composant  la  vitesse  due  à  la  rotation  autour  de  PP' 
avec  la  vitesse  ^ale  et  parallèle  à  A^  A^ 

Nous  ramenons  de  celte  manière  le  déplacement  élémen 
taire  du  solide  aux  deux  mouvements  suivants  : 
1^  Une  translation,  égale  à  AA^  et  parallèle  à  PP; 
2^  Un  mouvement  en  vertu  duquel  les  divers  points  A,  B, 
C,  D. . . ,  reçoivent  simultanément  des  déplacements  A^  A%  B^  B^ 
C,  C'y  ^^  D",  tous  parallèles  à  un  même  plannormal  à  PP.  Ce  mou- 
vement élémentaire  est  donc  une  rotation  instantanée  autour 
(Tun  axe  perpendiculaire  à  ce  plan^  c'est-à-dire  parallèle  h  PP, 
c'est-à-dire,  enfin,  parallèle  à  la  translation. 

On  donne  à  cet  axe  particulier  le  nom  à^axe  instantané  de  ro- 
tation et  de  glissement  ou,  plus  simplement,  à' axe  instantané 
glissant. 
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Le  mouvement  élémentaire  d'un  solide  mobile  dans  IV 
pace  est  donc  le  résultat  d'une  rotation  infiniment  ^'à- 
autour  d'un  certain  axe,  le  long  duquel  le  solide  subit  en 
même  temps  une  translation  infiniment  petite  ;  c^esl,  C4)mia^ 
nous  l'avons  déjà  observé  (g  156),  un  mouveaieiit  analogue  au 
déplacement  que  subit  une  vis  mobile  dans  son  ëcron,  ou,  ti 
d'autres  termes,  c'est  un  mouvement  hélic&idal. 

{GO.  De  quelque  manière  qu^on  décompose  le  mouvement  ^.r 
mentmi^e  du  solide  en  une  rotation  et  une  trofulatian ,  Fli: 
de  la  rotation  est  toujours  paraUèle  à  une  seule  et  même  direc- 
tion. 

Considérons,  en  effet,  le  mouvement  élémentaire  de  la  sec- 
tion faite  dans  le  solide  par  un  plan  N  normal  à  PP.  Le  mou- 
vement du  solide  est  entièrement  défini  par  le  mouvement 
élémentaire  de  celte  section.  On  fait  passer  le  corps  de  la  fo- 

sition  ABC  à  la  position  k'B'C  par  une 
translation  AA',  qui  n'altère  pas  le  panl- 
lélismc  du  plan  mobile,  et  par  une  rotj- 

tion  autour  de  PP  qui  ne  l'altère  pas  da- 

^'    vanlage»  puisque  Taxe  PP'  est,  par  hyp> 

(Iièsc,  normal  à  ce  plan.  U  n^en  serai; 

..    ,.^  pas  de  môme  si  Ton  considérait  le  de- 

placement  d'un  plan  oblique  à  Taxe  ;  b 
translation  conserverait  encore  le  parallélisme  de  ce  plan; 
mais  la  rotation  le  déplacerait  tangentiellement  à  un  cdne  dt 
révolution  ayant  pour  axe  la  droite  PP. 

On  peut  concevoir  le  solide  coupé  par  une  infinité  de 
plans  parallèles  au  plan  N,  dont  le  parallélisme  se  cousine 
pendant  le  mouvement  élémentaire,  tandis  que  tout  autre 
plan  cesse,  après  le  déplacement,  d*ètre  parallèle  à  sa  posi- 
tion première. 

Quel  que  soit  le  point  du  corps  par  lequel  on  fasse  passer 

l'axe  de  la  rotation  élémentaire,  ce  point  est  situé  dans  un 

des  plans  N,  et  Taxe  de  la  rotation  correspondante,  étant 

normal  au  plan  N,  est  paraUèle  à  Taxe  PP. 

La  direction  et  la  grandeur  de  la  translation  varient  qiuind 
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Fig.  157. 


on  déplace  Taxe  de  rotation.  Mais  la  direction  de  Taxe  dans 
l'espace  est  toujours  la  même.  On  peut  ajouter  que  la  vitesse 
angulaire  autour  de  Taxe  n'est  pas  non  plus  altérée;  c'est  ce 
que  nous  démontrerons  plus  lard. 

Pour  ramener  le  déplacement  du  solide  au  mouvement  héli- 
coïdal, il  suffit  de  faire  passer  Taxe  de  rotation  PP'  parle  point  0 
de  Tun  des  plans  N  qui  se  déplace  normalement  à  ce  plan,  c^est- 
à-dire  par  le  foyer  de  ce  plan  (g  155). 
La  translation  est  alors  représentée  par 
le  déplacement  0<y  de  ce  point  ;  elle 

est  égale  aux  projections  AAj,  BB^,  sur    

In  direction  PP',  des  déplacements  ^ 
totaux,  AA%  BB\  des  divers  points 
du  solide  ;  la  translation  00'  qui  cor- 
respond au  déplacement  hélicoïdal, 
est  donc  moindre  que  toute  trans- 
lation AA',  qui  correspondrait  à  une  autre  décomposition 
quelconque.  On  voit  en  môme  temps  qu'à  un  instant  donné 
le  mouvement  hélicoidal  d*un  solide  n* est  possible  que  d*une  seule 
manière. 

i61.  Proposons-nous  de  construire  l'axe  de  rotation  glis- 
sant, et  de  trouver  les  valeurs  de  la  vi-  k 
fesse  angulaire  et  de  la  vitesse  de  trans- 
lation. 

Prenons  dans  le  solide  trois  points 
A,B,  C,  non  en  ligne  droite;  le  mouve- 
ment de  ces  trois  points  suffit  pour  défi- 
nir le  mouvement  du  solide. 

Considérons  les  vitesses  V,  V,  Y"  que 
possèdent  respectivement  ces  trois  points 
à  un  moment  donné. 

On  les  suppose  connues  en  grandeur  et  en  direction. 

Par  un  point  quelconque  H  de  Pespace,  menons  trois  droites 
Ha,  Ufr,  Hc,  égales  et  parallèles  aux  vitesses  V,  V,  Y  des 
points  A,  B,  C.  Nous  pourrons  toujours  choisir  ces  points  de 
manière  que  leurs  vitesses  ne  soient  pas  parallèles  à  un  même 
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plan  \  Les  trois  points  a,fr,  c, détermineront  un  plan  ;  dup 
H  al)n!!^*sons  sur  ce  plan  une  perpendiculaire  IIM,  et  joi^nor. 
M/i,  M6,  Me.  Nous  pouvons  décomposer  la  vitesse  V  =  Ho, 
deux  vitesses  simultanées  HM,  Ma  ;  de  même  la  vitesse  V=11j 
en  deux  vitesses  HM,  M6,  et  V=Ec  en  deux  vitesses  ir., 
Me.  Nous  mménerons  de  cette  manière  les  vitesses  des  tr  i^ 
points  A,  B,C,  à  une  composante  commune  HM  et  àlroisauir^ 
C)  :  posantes  Ma,  Mfr,  Mr,  perpendiculaires  à  la  première,  rt 
parallèles  à  un  même  plan  abc^  normale  HM.  La  droite  HM  str- 
ia vitesse  de  translation  du  système  mobile  parallèlement  -^ 
Taxe  instantané  glissant.  Nous  déterminons,  par  cette  c>>c- 
siruclion,  la  direction  de  Taxe  et  la  vitesse  de  la  fransbtior.. 
n  reste  a  trouver  la  position  vraie  de  Taxe  et  la  grandeur  d 
la  vitesse  angulainî  de  la  rotation. 

On  y  parviendra  en  coupant  le  solide  par  un  plai;  normal  j 
la  direction  HM,  et  en  cherchant  le  foyer  0  de  ce  plan.  Il  sui- 
fit  pour  cela  de  prendre  deux  points  du  plan,  et  de  mener  Ie^ 
plans  normaux  à  leurs  trajectoires;  ces  deux  plans  normal!^ 
couperont  le  plan  mobile  au  point  0  cherché.  On  aiènerd  p^r 
le  point  0  une  normale  00'  au  plan  mobile,  ou  une  paralIJ 
à  HM,  et  ce  sera  Taxe  instantané  glissant. 

La  vitesse  de  rotation  du  s\  stème  autour  de  l'axe  est  égale  on 

Ma 

rapport  -r-  ^^  '^  composante  Ma  à  la  distance  Ax.  En  eiït  (. 

Ma  est  la  vitesse  linéaire  du  point  A  dans  la  rotation  autour 

Ma 
de  OO',  et  -.-  la  vitesse  angulaire  commune  à  tous  les  rayoi  ^ 

Aa,  B3,  Cv. 

Le  problème  est  donc  entiëi*ement  résolu. 

La  construction  que  nous  venons  de  faire  montre  bien  que 
le  mouvement  élémentaire  d'un  solide  libre  dans  l'espace  ne 
peut  être  ramené  que  A^ttne  seule  manière  à  la  coexistence  d'une 
translation  et  d'une  rotation  autour  d'un  axe  parallèle  à  la 

*  Autrement,  toutes  les  Titesses  des  p(>ints  du  '  ystème  étant  panlltiec  è  on 
plan  fixe,  le  mouvement  du  corps  serait  parallëlr  à  ce  plan,  et,  au  lieu  du  C3S 
général,  on  retroa\  .*rait  un  cas  déjà  eiaminé  (g  152). 
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ranslation.  L'axe  instantané  glissant  est  celui  pour  lequel  la 

itesse  de  translation  est  la  moindre,  car  elle  est  mesurée  par 

a  longueur  de  la  perpendiculaire  HM,  tandis  que  toute  autre  dé- 

;omposition  (fig.  159)  donnerait  lieu  «^  une 

ranslation  HM\  plus  grande  que  HM,  et  à 

rois  vitesses  M'a,  M'ft,  M'c,  parallèles  au 

ilan  abcet  correspondant,  par  conséquent, 

i  une  rotation  autour  d'un  autre  axe  per- 

)endiculaire  à  ce  plan.  On  peut  observer 

lussi  que  si,  par  un  point  H  de  l'espace,  on  f       • 

nène  des  droites  Ha,  égales  et  parallèles 

lux  vitesses  des  divers  points  d'un  système  mobile  à  un  mo- 

iient  donné,  les  extrémités  a  de  ces  droites  seront  toutes  si- 

uées  dans  un  même  plan. 

MOUVEMENT  CONTINU  d'uN  SOUDE  INVARIABLE  DANS  l'eSPACE. 

162.  Le  mouvement  continu  d'un  so!ide  invariable  est  une 
suite  de  mouvements  élémentaires  qu'on  peut  ramener  cha- 
cun à  une  rotation  autour  d'un  certain  axe  instantané  et  à  une 
translation  le  long  du  même  axe.  Considérons  la  surface  ré- 
glée, lieu  des  positions  successives  de  Taxe  instantané  glissant 
dans  l'espace;  considérons  déplus  les  positions  successives  de 
Taxe  instantané  dans  le  corps  solide;  ces  positions  successives 
y  dessineront  une  seconde  surface  réglée  appartenant  au  so- 
lide et  entraînée  dans  son  mouvement.  Le  mouvement  continu 
du  système  sera  donc  un  roulement  de  la  surface  mobile  sur 
la  surface  fixe,  en  vertu  duquel  la  surface  mobile  viendra  ap- 
pliquer successivement  ses  génératrices  rectilignes  sur  les  gé- 
nératrices reclilignes  de  la  surface  fixe  en  tournant  autour  de 
chacune  d'elles;  mais,  outre  ce  roulement,  la  surface  mobile 
éprouvera  le  long  de  chaque  génératrice  de  contact  un  glisse- 
ment ou  Vnnslatian.  Nous  venons  de  remarquer  que  la  vitesse 
correspondante  à  ce  dernier  mouvement  est  moindre  que  pour 
toute  autre  décomposition  du  mouvement  du  solide  en  une 
translation  et  une  rotation. 
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On  peut  aussi,  en  choisissant  un  point  particulier  du  sy^ 
tèrae,  décomposer  le  mouvement  continu  du  solide  en  ul 
translation  égale  au  mouvement  total  de  ce  point,  et  une  ro- 
tation aulour  d'une  série  d'axes  instantanés  qui  passeront  to:> 
par  ce  point.  C'est  là  la  décomposition  la  plus  commode  f>«v 
résoudre  les  problèmes  de  dynamique.  Le  mouvement  con(u 
comprend  alors  la  translation  d'un  point,  et  le  mouvement  >1 
corps  aulour  de  ce  point, c'est-à-dire  le  roulement  d'un  c^neii: 
invariablement  au  corps,  sur  un  cône  d'orientation  constarû 
dans  l'espace,  entraîné  par  le  mouvement  du  point  (§  151 . 

COMPOSITION  I>ES  MOUVEMErrrS   ÉLÉMERTAntES. 

165.  Nous  avons  vu  (§69)  que  quand  un  point  mobik  )' 
est  animé  à  la  fois  de  deux  vitesses,  MA,  MB,  la  vitesse  cor- 
respondante au  mouvement  efTeclif  de  a 
—         -      point  est  représentée  en  grandeur  el  en 
direction  par  la  diagonale  MC  du  parallc'o- 
^    -      -      ^  gramme  MACB,  construit  sur  ces  deux\i- 

Fi".  itîo.  tcsses ,  ou  ptfr  le  troisième  côté  MC  de 

triangle  MAC,  dans  lequel  le  côté  AC,  éi.3i 
el  parallèle  à  la  vitesse  MB ,  est  mené  par  l'extrémité  A  de  là 
vitesse  MA. 

Nous  nous  proposons  ici  d'étendre  aux  mouvements  simpK' 
d'un  corps  solide  cette  théorie  de  la  coexistence  des  mouve- 
ments établie  d'abord  pour  un  point  unique. 

Les  mouvements  simples  sont  la  translation  et  la  rotation. 
Une  translation  est  donnée  quand  on  en  connaît  la  direction 
et  la  vitesse  linéaire.  Une  rotation  est  connue  quand  on  donne 
la  position  vraie  de  Taxe  autour  duquel  elle  s'accomplit,  et  la 
vitesse  angulaire.  De  plus,  il  faut  avoir  soin  de  fixer,  pour 
la  translation  comme  pour  la  rotation,  le  sens  dans  leq^ei 
ces  mouvements  s'opèrent. 

Pour  la  translation,  le  sens  est  indiqué  par  le  sens  même 
de  la  droite  pai^llèle  à  la  translation;  de  sorte  qu'une  droite 
lime  AB,  prise  dans  le  sens  AB,  définit  complètement  la  gran- 
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leur,  le  sens  et  la  direction  d'une  translation.  On  saura,  en 
(fTet,  que  cette  translation  s'opère  parallèlement  à  AB,  dans 
e  sens  AB,  et  avec  une  vitesse  égale  à  AB  (g  1 1  ),  de  sorte  que, 
lans  un  temps  infiniment  petit  dt,  le  système  considéré  décrit 
m  vertu  de  ce  mouvement  le  chemin  AB  x  dt.  La  droite  AB 
>eut  d'ailleurs  être  déplacée  comme  on  voudra  dans  l'espace, 
>ourvu  qu'on  n'altère  ni  son  parallélisme,  ni  son  sens,  ni  sa 
grandeur. 

On  peut  représenter  de  même  par  une  droite  finie  LM,  prise 
dans  un  sens  particulier  LM,  la  grandeur  et  le  sens  d'une  ro- 
tation. La  direction  indéfinie  LM  est  l'axe  de  cette  rotation  ; 
la  position  de  cette  droite  doit  être  ici  fixée  d'une  manière  pré- 
cise, et  il  ne  suffirait  plus  de  donner  son  parallélisme. 
La  longueur  LM  est  la  mesure  de  la  vitesse  de  la  rotOr 
tian;  c'est  la  longueur  de  l'arc  décrit  dans  l'unité 
de  temps  par  un  point  du  corps  tournant  situé  i  Tu*     i 
nité  de  distance  de  l'axe.  On  connaît  ainsi  la  position     ^  '^ 
de  l'axe  et  la  vitesse  angulaire  du  corps,  et  il  reste  à     *  ^^ 
fixer  le  sens  dans  lequel  le  corps  tourne.  On  convient  p.    ^^^ 
pour  cela  d'attribuer  à  l'axe  LM  le  sens  dans  lequel 
un  observateur,  couché  le  long  de  cet  axe,  verrait  la  rotation 
s'efTectuer  de  gauche  à  droite,  ou  dans  le  sens  du  mouvement 
ordinaire  des  aiguilles  d'une  montre.  Dire  que  l'axe  a  la  direc- 
tion LM,  c'est  dire  que  l'observateur  devrait  avoir  les  pieds 
en  L  et  la  tète  en  M;  comme  il  voit  toujours  le  mouvement 
s'opérer  de  gauche  à  droite,  le  sens  de  la  rotation  est  défini  : 
elle  a  le  sens  indiqué  par  la  flèche  F. 

C'est  tout  cela  que  nous  entendrons  désormais  par  l'exprès* 
sion  axe  d^une  rotation  ;  l'axe  sera  poumons  une  longueur  fi- 
nie, prise  sur  l'axe  géométrique  autour  duquel  tourne  un  sys- 
tème, égale  à  la  vitesse  angulaire  de  ce  système,  et  enfin  diri- 
gée dans  un  sens  tel,  que  l'observateur  couché  le  long  de  cet 
aie  voie  le  système  tourner  de  gauche  à  droite. 

Cette  convention  permet  d'attribuer  des  signes  aux  rota- 
lions  effectuées  autour  d'axes  rectangulaires  coordonnés,  OX, 
OY , OZ  (fig.  i  62) .  Si  la  rotation  s'effectue  autour  deOX,  le  sens  de 
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Taxe  sera  le  sens  OX  lorsque  la  relation  s'opérera  de  Y  vers  Z; 
car  alors  Tobservateur ,  pour  la  voir  s'eflectuer  de  gauche  à 

droite,  se  couchera  les  pieds  en  0,  la  télé 
cnX;  la  direction  del'axe  est  dans  c«  cs^ 
celle  des  abscisses  positives,  et  on  dira 
par  analogie  que  la  rotation  estposilin. 

Si,  au  contraire,  elle  s'effectuait  de  l 

vers  Y,  le  sens  de  Taxe  serait  OX',  du 
côté  des  abscisses  négatives,  et  la  rot;:- 
tion  serait  dile  négative.  On  reconnai- 
Irait  de  même  quavecladirectitii  don- 
née habiluellemenl  aux  parties  positives  des  trois  axes  coor- 
donnés ,  la  rotation  est  positive  autour  de  l'axe  GY  quci!.: 
elle  s'opère  de  Z  vers  X,  et  autour  de  Taxe  OZ,  quand  ell: 
s'opère  de  X  vers  Y. 

Ces  préliminaires  posés,  nous  allons  chercher  les  r^les  de 
la  composition  des  mouvements  simples  définis  par  des  druiir^ 
données  de  position,  de  sens  et  de  grandeur.  Les  cas  à  esami- 
ner  suce  ssivement  sont  les  suivants  : 


Fig.  16i. 


Composition  de  deux  traiislalions. 


Composition  de  deux  rotations. 


Composition  d'une  translation  et  d'une  rotation. 


Autour  d'axes  ptraDëies. 
Autour  d'axes  concouraniv 
Autour  d'axes  qui  De  9e  n  ib 

contrent  pas. 
Perpendiculaires  entre  cJl.: 
Quelconque*. 


/ 


s 


COMPOSITION    DE   DEUX   TRANSUTIONS. 

liii.  Soient  MA,  NB,  deux  translations  simultanées,  dori 

la  grandeur,  la  direction  et  le  sens  sont 
donnés. 

Pour  trouver  le  mouvement  résultant. 
considérons  un  point  quelconque  P  du 
système  qui  subit  ces  deux  translations. 
Ce  point  est  animé  à  la  fois  de  deux  n- 
tcises,  Tune  PQ,  égale  et  parallèle  à  la 
vitesse  MA  de  la  première  translation ,  Tautre  PR  égale  et 


N* 


»i 


Fig.  163. 
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parallèle  à  la  vitesse  NB  de  la  seconde.  Ces  deux  vitesses  se 
composent  en  une  seule  PS,  diagonale  du  parallélogramme 
construit  sur  les  deux  vitesses  PQ,  PR.  La  même  construction 
s'applique  à  tous  les  points  du  système  mobile,  et  la  vitesse 
résultante  qu'elle  détermine  sera  pour  chacun  égale  et  paral- 
lèle à  PS.  Tous  les  points  sont  donc  animés  de  vitesses  égales 
el  parallèles  ;  le  mouvement  du  système  est  par  suite  une 
Iranslation  (g  125),  déterminée  en  grandeur,  en  direction  et 
en  sens,  par  la  droite  PS,  diagonale  du  parallélogramme 
construit  sur  les  deux  translations  données. 

De  là  résulte  la  règle  suivante  : 

Pour  composer  deux  translations  données^  on  mine  par  un 
point  quelconque  de  F  espace  deux  droites  égales  et  parallèles  à 
ces  translations^  et  on  achève  le  parallélogramme  compris  sous 
ces  deux  droites  ;  la  diagonale  du  parallélogramme  est  la  trans- 
lation résultante  cherchée. 

On  peut  inversement  décomposer  d^une  it^imté  dt  manières 
une  translation  donnée  en  deux  translations  simultanées.  Il 
suftit  que  la  Iranslation  donnée  soit  la  diagonale  d'un  paral- 
lélogramme dont  1  iz  cùtés  représentent  les  trar  :>lations  cher- 
chées. 

COMPOSmON    DE    DEUX   ROTATIONS   TARALLÈLES. 

165.  On  appelle  rotations  parallèles  des  rotations  dont  les 
axes  sont  parallèles  ;  on  appelle  de  même  rotations  concou- 
rantesy  des  rotations  dont  les  axes  concourent  en  un  même 
point. 

Soit  0  et  0'  les  traces,  sur  le  plan  du  papier,  des  axes  des 
deux  rotations  données,  qu'on  suppose  «o 

I .  rpendic  laires  à  ce  plan  ;  soit  tù  la  vi-      "^      ^     ^^ 
tesse  angulaire  de  la  première  ;  w'  la  i 

vitesse  angulaire  de  la  seconde;  nous  ^       ^'    ^ 

supposerons  d'abord  que  les  rotations  ^^^'  *^*" 

soient  de  même  sens,  c'est-à-dire  que  les  axes  soient  dirigés 
dans  le  même  sens  à  partir  des  points  0  et  CK. 

■ÉC.    C01UG.>03(.  IC 
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Le  système  qui  subit  ces  deux  rotations  simultanées  se  dé- 
place en  vertu  de  chacune  parallèlement  au  plan  de  la  figure 
le  mouvement  résultant  consiste  donc  aussi  dans  un  déplace- 
ment parallèle  à  ce  plan,  et  par  suite  le  raouvement  résul- 
tant est,  soit  une  translation  parallèle  au  même  plan,  soit  une 
rotation  autour  d'un  axe  perpendiculaire  (§  133).  Dans  ce  der- 
nier cas ,  nous  devons  trouver  dans  le  plan  de  la  figure  ud 
point  qui  reste  fixe  en  vertu  de  deux  rotations  simultanées  ; 
ce  point  sera  le  pied  de  Taxe  cherché. 

Prenons  sur  la  droite  W  un  point  C  quelconque.  Ce 
point,  considéré  comme  subissant  seulement  la  rotation  w, 
s'abaissera  au-dessous  de  00',  pendant  le  temps  infiniment 
petit  d^  d'une  quantité  égale  àcocftxOC;  considéré  comme 
subissant  uniquement  la  rotation  iù\  il  s'élèvera,  pendant  le 
même  temps,  de  la  quantité  «o  dt  x  O'C  ;  et  par  suite  ce  point 
C  restera  immobile  en  vertu  de  la  coexistence  des  deux  rota- 
tions, si  Ton  a  Pégalité 

«d/ X  oc = fti'i// X  (yc, 

ou  la  proportion 


oc     M 


O'C 


« 


On  obtient  donc  un  point  C  qui  reste  fixe  dans  le  mouvement 
résultant,  en  partageant  la  distance  OO'  en  deux  segments  ré- 
ciproquement proportionnels  aux  vitesses  angulaires  m,  b/.  Ce 
point  est  le  pied  de  Taxe  de  la  rotation  résultante,  lequel 
est  perpendiculaire  au  plan  du  papier. 

Il  reste  à  trouver  la  grandeur  Q  de  cette  rotation  résul- 
tante. 

On  la  déterminera  en  considérant  le  mouvement  du  point 
0'  qui  coïncide  avec  Tun  des  axes.  Ce  point  étant  situé  sur 
Taxe  0'  ne  subit  aucun  déplacement  par  suite  de  la  rotation 
(I)'  :  son  mouvement  est  donc  entièrement  dû  à  la  rotation  q^ 
et,  en  vertu  de  cette  rotation,  il  s'abaisse  au-dessous  de  00', 
dans  le  temps  dt,  d'une  quantité  égaleàcodCxOO'.  On  substi- 
tue aux  deux  rotations  u et  ci»'  une  rotation  unique  Q  autour  de 
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Taxe  C  ;  en  vertu  de  ce  nouveau  mouvement,  le  point  (V  s'a- 
baisse au-dessous  de  00'  pendant  la  durée  infiniment  petite  dt 
d'une  quantité  û  dt  X  O'C.  D'où  résulte  l'égalité 

«c/^x0O'=nrf/xO'C, 
ou  la  proportion 


noo^ 

u  ""  U'C' 


Mais  nous  avons  déjà  la  proportion 

w'  _  oc 
u  "~  Û'C' 

el  par  suite 

wH-w  _  OC-fO^  _  00; 
ùt     ~~       O'C       ~0'C" 

Comparant  cette  proportion  à  la  première,  nous  en  dé- 
duisons 

La  rotation  résultante  est  donc  la  somme  des  deux  rotations 
composantes  ;  elle  est  d'ailleurs  de  même  sens  que  chacune 
d^elIes. 

Supposons  en  second  lieu  que  les  rotations  parallèles  soient 
de  sens  contraires. 

Cherchons  encore  sur  la  direction  00'  un  point  C  qui  reste 
immobile  en  vertu  de  la  simulta-  .^^^        w 

néité  des  deux  déplacements  cor-  '^'^^^ 

respondants  è  chacune  des  rota-   — ; 5 ;; — 

lions  données.  Ce  point  se  trouvera  ^^    ^^ 

sur  le  prolongement  de  00',  et  du 

côté  de  la  rotation  la  plus  grande;  il  sera  défini  par  Tégalité 

»</<  X  oc  =  f^'dt  X  O'C, 

ou  par  la  proportion 

oc_m; 

O'C      »* 

Le  point  C  est  encore  déterminé  par  la  condition  que  ses 
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dislances  aux  centres  0  el  0^  i3ient  en  raison  inTerse  des  r..:- 
lions  correspondanles. 

Le  mouvement  résultant  est  une   rotalion    mtour  c .. 
axe  perpendiculaire  au  plan  du  papier  et  passant  par  le  pi 
C.  Appelons  û  la  grandeur  de  cette  relation  unique.  > 
déterminerons  Û  en  considérant  le  mouvement  du  poiiîi  0 
comme  il  ne  reçoit  aucun  déplacement  de  la  rotation  bi\  ^ 
déplacement':  doivent  être  les  mêmes,  qu*on  le  con^id.; 
comme  entraîné  par  la  rotation  ci)  autour  de  0,  ou  par  la  iuL- 
lion  Q  autoar  de  C.  Donc 


ÛX0'C  =  «'X00', 

et  par  suile 

Il  _  (>0' 

Mais 

t/     oc 

et 

^  —  w'      O'C  —  oc      00' 

M      ~       O'C       ""ÔC 

Done 

enfin 

û  =  fti  —  w'. 

La  rotalion  résultante  est  la  différence  des  deux  rotatioib 
composantes,  et  a  le  sens  de  la  plus  grande. 

CAS  PAKTICULIER  DE  DEUX  ROTATIONS  PARALLÈLES,  ÉGALES 
ET  COnTRAmES.  —  COUPLE  DE  ROTATIONS. 

i  66.  Supposons  que  les  deux  rotations  o)  et  ta'  soient  égales. 
mais  contraires.  Les  formules  précédentes  deviennent 

oc  _  û/  _ 

O'C  -   61   "" 

et 

a  =  w  —  «'  =  0. 
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La  première  équation  nous  indique  que  le  point  C  est  in(i- 

xiiment  éloigné;  car  O'C  surpasse  OC  d'une  quantité  con- 

OC 
stante  0(y,  c(  pour  que  le  rappoit^p^  puisse  ùtrc  considéré 

eorûme  égal  à  Punilé,  il  faut  et  il  suffit  que  la  distance  OC  soit 
infiniment  grande  par  rapport  à  la  dislance  constante  00'.  La 
seconde  équation  nous  apprend  que  Q  est  nui  ;  de  sorte  que 
le  mouvement  résultant  est  une  rotation  nulle  autour  d'un  axe 
infimment  éloigné. 

Nous  avons  déjà  fait  pressentir  (g  1.55)  que  ce  mouvement 
particulier  était  l'équivalent  d'une  translation.  Il  est  facile  de 
le  vérifier. 

Prenons  un  point  quelconque  M  du  plan  ;  la  rotation  (*>  autour 
de  G  imprime  à  ce  point  un  déplacement  MA,  perpendiculaire 
à  la  droite  MO,  et  égal  htadtx  MO.  La  rotation  (i>  autour  de  O' 
lui  imprime  un  déplacement  MB  =  o)  d/  x  M0%  et  le  déplace- 
ment résultant  est  représenté  par  la  dia- 
gonale MN  du  parallélogramme  MANB, 
construit  sur  les  côtés  HA,  MB.  Le  triangle 
MAN  a  son  côté  MA  perpendiculaire  et 
proportionnel  à  MO;  le  côté  AN=MB 
est  perpendiculaire  et  proportionnel  à 
MO'  ;  l'angle  MAN  est  égal  à  OMO'  ;  par  ^5^,  ^^e. 

suite  Ij  triangle  MAN  est  semblable  à 
OMO',  et  MN,  homologue  de  00^,  lui  est  proportionnel  et  nor- 
mal. 

Les  déplacements  résultants  des  points  du  système,  tous 
perpendiculaires  à  une  môme  direction  00',  sont  parallèles 
entre  eux.  On  a  de  plus  la  proportion 

ÏIN  _  MA  _     .. 

Donc 

MN  =  «*//  X  OC, 

quantité  constante.  Les  déplacements  résult:ints  des  points  du 
système  sont  donc  égaux  et  parallèles,  ce  qui  caractérise  le 
mouvement  de  translation. 


2 10  ROTATION 

Le  rapport  -r-  est  la  yitesse  linéaire  de  cette  translation. 

Elle  est  égale  bnùX  00',  ou  au  produit  de  la  rotatioa  com- 
mune par  la  distance  OO'  des  deux  centres  de  rotation. 

En  résumé,  deux  rotatUms  parallèles^  égales  et  de  sens  oppo- 
sés j  se  composent  en  une  translation  perpendiculaire  à  la  dro'tU 
qui  joint  les  centres  de^t  rotations,  et  égale  au  produit  de  la  rota- 
tion commune  par  la  distance  de  ces  centres. 

On  a  donné  le  nom  de  couple  de  rotations  à  rensemble  à* 
deux  rotations  égales,  parallèles  et  de  sens  opposés  ;  un  cou- 
ple de  rotations  équivaut  à  une  translation  ;  la  mesure  de  celle 
translation  est  le  produit  de  la  vitesse  angulaire  commune  sui 
deux  rotations  par  la  distance  des  centres,  qu'on  nomme  brai 
de  levier  du  couple. 


COMPOSmON   d'une  ROTAnON  ET   d'uRE   TRANSLATION   PERPEICDICrLADlI 

A   LA   ROTATION. 

467.  Soit  0  le  pied  de  Taxe  de  la  rotation  u) ,  et  soit  AB  L 
droite,  perpendiculaire  à  cet  axe  par  hypothèse,  qui  repré- 

^,  sente  en  grandeur,  en  direction  et  en 
sens  la  vitesse  V  de  la  translation  don- 
née. 


tù 


D 

A 


Du  point  0  abaissons  une  perpendi- 
^^^'  *•'•  culaire  OD  sur  la  direction  AB,  et  cher- 

chons sur  cette  droite  un  point  C  qui  reste  immobile  en  vertu 
de  la  coexistence  des  deux  mouvements  qu*il  subit. 

En  vertu  de  la  rotation,  le  point  C  s'abaisse  au-dessous  de 
OD,  perpendiculairement  à  OC,  d'une  quantité  a»  drx  OC;  et, 
en  vertu  de  la  translation,  il  s'élève  au-dessus,  dans  une  direc- 
tion perpendiculaire  à  OC,  d'une  quantité  ydt.  Il  reste  im- 
mobile si  l'on  a 

«xoc=v, 
ou 

oc=-. 
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Le  point  C  est  Taxe  de  la  rotation  résultante. 

La  grandeur  Û  de  cette  rotation  se  déduit  du  déplacement 
du  point  0.  Ce  point,  ne  subissant  que  la  translation,  s'élève 
au-dessus  de  OD  de  la  quantité  \dt  ;  la  rotation  Q  autour  de  C 
rélève  de  QdtxOC.  Donc  0  x  OC  =  V,  et  par  suite  Q  =  u>. 

La  composition  de  la  translation  Y  avec  la  rotation  perpen- 
diculaire u>,  a  donc  pour  seul  effet  de  déplacer  Taxe  de  rota- 

V 
tion  d'une  quantité  0C=  -i  sans  altérer  ni  la  grandeur,  ni  le 

sens  de  cet  axe. 

On  pourrait  parvenir  à  ce  résultat  en  employant  un  couple 
de  rotations.  En  effet,  après  avoir  déterminé  le  point  C  sur  la 
droite  OD,  par  l'équation 

«xoc  =  v. 

nous  pouvons  considérer  la  translation  V  comme  remplacée 
par  deux  rotations  simultanées,  égales  à  (i>,  parallèles,  et  de 
sens  contraires  :  Tune  o>',  ayant  lieu 
autour  de  Taxe  C,  l'autre  co'',  autour  de 


(!>' 


-A. 


Taxe  0,  et  contraire  à  la  rotation  don- 
née (â.  Nous  savons,  en  effet,  que  le    . 
couple  ((ùjîù"),  équivaut  à  la  translation  i,.    ^^ 

ci>  X  OC,  ou  V,  dans  le  sens  de  la  flèche. 
Or  les  rotations  co  et  o>',  ^alcs  et  contraires  aulour  du  même 
axe,  se  détruisent,  et  il  reste  une  rotation  &>'  autour  de  C, 
égale  et  de  même  sens  que  la  rotation  o). 


coaiPOsmoN  de  deux  rotations  concourantes. 

168.  Soient  Oâ,  OB,  les  deux  axes  de  rotation.  Ils  représen- 
tent chacun,  comme  on  sait,  la  position  de  l'axe  fixe  autour 
duquel  tourne  le  corps ,  la  grandeur  de  la  vitesse  angulaire, 
enfin  le  sens  du  mouvement.  Le  point  de  concours  0  des  deux 
axes  restant  fixe  dans  les  deux  mouvements  composants,  reste 
encore  fixe  dans  le  mouvement  résultant  ;  ce  mouvement  est 
donc  une  rotation  aul  our  d*un  axe  passant  par  le  point  0  (g  1 51 .) 
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Construisons  le  parallélogramme  OACB  sur  les  deux  axesOA. 
OB,  et  menons  la  diagonale  OC.  Je  dis  que  cette  diagonale 

représente  en  direction,  en  grandeur  et 
en  sens,  Taxe  de  la  rotation  rèsullanle. 
Nous  commencerons  par  prouver  que 
*axe  OC  reste  immobile  par  suite  dô 
déplacements  simultanés  dus  aux  rota- 
tions &>  autour  de  OA,  et  tù'  autour  de  OB. 
11  suffit  pour  cela  de  montrer  que  le 
point  C  reste  fixe. 

En  vertu  de  la  rotation  w ,  le  poin'  C 
se  déplace  perpendiculairement  au  plan 
de  la  figure,  et  s'enlonce  derrière  ce  plan  d'une  quantité  cgii\' 
à  (a>dl  X  Ca,  en  appelant  Ca  la  perpendiculaire  abaissée  du 
point  C  sar  la  direction  OA. 

En  vertu  de  la  rotation  b>',  le  point  C  se  déplace  en  avant  du 
même  plan  et  perpendiculairement  à  ce  plan,  d'une  quantité 
it/dt  X  Cby  C6  étant  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  C  ^ur 
le  côté  OB  prolongé. 
Le  point  C  reste  donc  immobile  si  l'on  a  Tégalité 

ftiXCa  =  ii'xCft. 

Mais  les  vitesses  a»  ol  u»'  sont  représentées  sur  la  figure  par 
les  longueurs  OA,  OB  des  axes  de  rotation.  L'égalité  précédente 
devient  donc 

OAxCfl-OBxCfc, 

et  sous  cette  forme,  on  reconnaît  qu'elle  est  satisfaite,  car 
OA  X  Ca  mesure  le  double  de  Taire  du  triangle  OAC,  et 
OB  X  Cb  mesure  de  même  le  double  de  l'aire  du  triangle 
OBC,  qui  est  égal  au  triangle  OAC. 

Le  point  C  restant  fixe  ainsi  que  le  point  0,  OC  est  la  direc- 
tion de  Taxe  de  la  rotation  résultante. 

Appelons  Q  la  grandeur  de  celte  rotation.  Pour  la  déter- 
miner,  c  ^nsidérons  le  mouvement  d'un  point  quelconque  D 
de  TaxeOB;  ce  point  ne  subit  aucun  déplacement  en  vertu 
de  la  rotation  iù\  puisqu'il  est  situé  sur  l'axe  de  cette  rota- 
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tion.  Ses  déplacements  doivent  donc  être  les  mêmes,  qu'on  les 
déduise  de  la  rotation  ci>  autour  de  OÂ»  ou  de  la  rotation  Q  au- 
tour de  OC.  Du  point  B  abaissons  sur  OA^et  OC  des  perpendi- 
culaires BE,  BF.  En  vertu  de  la  rotation  OA,  le  point  B  se  dé- 
place perpendiculairement  au  plan  du  papier,  en  arrière  de  ce 
plan,  d'une  quantité  égale  à  tadt  x  BE;  en  vertu  de  la  rotation 
autour  de  OC,  il  se  déplace,  dans  la  même  direction  et  dans  le 
même  sens,  d'une  quantité  Qdt  xBF,  et  nous  avons  Tégalité 

«XBE=:ÛXBF. 

Mais  la  vitesse  a>  est  représentée  sur  la  ligure  par  la  longueur 
OA  de  Taxe  autour  duquel  s'effectue  la  rotation  «>.  Le  produit 
II)  X  BE,  ou  OA  X  BE,  mesure  l'aire  du  parallélogramme  OACB. 
Le  produit  OC  x  FB  mesure  le  double  de  l'aire  du  triangle 
OCB,  c'est-à-dire  Taire  du  même  parallélogramme.  Donc 


0AxBE  =  0CxFB. 


Or 


donc 


u 


=  0A; 


a=oc. 


u 


La  rotation  résultante  de  deux  rotations  concourantes  est  donc 
représentée  en  direction^  en  grandeur  et  en  senSj  par  la  diago- 
nale OC  du  parallélogramme  construit 
sur  les  axes  OA  et  OB  des  deux  rota- 
tions données. 

169.  Ce  théorème  de  cinématique 
fournil  une  démonstration  d'un  théo- 
rème de  géométrie. 

Prenons,  dans  le  plan  du  parallélo- 
gramme OACB,  un  point  M  quelcon- 
que, que  nous  supposerons  animé  de 
deux  mouvements  simultanés  de  rotation  autour  d^s  axes  OA 
et  OB,  avec  des  vitesses  angulaires  respectivement  propor- 
tionnelles aux  longueurs  OA  et  OB.  Le  mouvement  résultant 
du  point  M  sera  ur.e  rotation  autour  de  l'axe  OC,  av{c  une 


Fig.  170. 


à 
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vitesse  angulaire  proportionnelle  à  la  longueur  OC.  D'aiUeurs 
les  déplacements  du  point  M  dans  ces  trois  rotatiims  sor.l 
normaux  au  plan  de  la  figure,  et  par  suite  le  déplacement 
résultant  est  la  somme  algébrique  des  déplacements  oompv 
sants.  Abaissons  du  point  M  les  perpendiculaires  Mm,  Mvi,  M/. 
sur  les  côtés  du  parallélogramme  et  la  diagonale,  nous  au- 
rons, en  omettant  le  Tacteur  dij  l'équation 

OA  X  Mm -f  OB  X  Mn  =  oc  X  M/?. 

Or  OA  X  Mm  est  la  mesure  du  double  de  la  surface  du 
triangle  MOA  ;  de  même  OB  x  Mn  est  le  double  do  triandr 
MOB,  et  OC  X  Mp  le  double  du  triangleMOC.  Le  triangle  MOC. 
fait  sur  la  diagonale,  est  donc  la  somme  (algébrique)  des 
triangles  faits  sur  les  côtés  OA  et  OB  ;  ce  théorème,  connu  ec 
géométrie  sous  le  nom  de  théorème  de  Varignan^  sert  en  sla- 
tique  à  établir  la  théorie  des  moments. 

COMPOSmON  DE  DEUX  BOTATIONS  NON  CONCOURANTES  ET  NON  PARALLÈLES. 
ET  COMPOSITION  d'uNE  ROTATION  AVEC  UNE  TRANSLATION  QUELOOHQtE. 

170  Soient  OA,  O'B,  les  axes  de  deux  rotations  qui  ne  sont 
ni  parallèles,  ni  concourantes. 
Par  le  point  O'  menons  une  droite  O'A',  égale  et  parallèle  ii 
f,       OA,  mais  dirigée  en  sens  contraire,  puis  ache- 
vons le  parallélogramme  dont  O'A'  est  le  côU 
cl  O'fi  la  diagonale.  Il  suffira  pour  cela  de 
joindre  BA',  et  de  mener  par  les  points  Ù 
et B des  parallèles O'C, BC,aux côtés BA\ O.V. 
La  ligne  O'B  étant  la  diagonale  du  paral- 
lélogramme construit  sur  les   deux  cùtî's 
C'A',  O'C,  la  rotation  O'B  est  la  résultante 
(le  deux  rotations  O'A'  et  O'C ,  et  nous  pou- 
vons substituer  à  la  rotation  donnée  Fen- 
semblc  de  ces  deux  nouvelles  rotations. 

Mais  les  deux  rotations  OA,  0'A\  sont  égales,  parallèles  et 
de  sens  opposés.  Donc  (g  166)  elles  équivalent  à  une  transla- 
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tion,  perpendiculaire  au  plan  des  parallèles  OA,0'A',  et  égale 
au  produit  de  la  rotation  OA  par  la  distance  DE  des  deux  axes 
parallèles . 

Le  problème  est  ainsi  ramené  à  la  composition  d'une  rota- 
lion  &C  avec  une  translation  donnée  MN  (fig.  172). 

Nous  pouvons  décomposer  la  translation  MN  en  deux  com- 
posantes MP,  MQ,  par  la  règle  du  parallélogramme,  en  faisant 
en  sorte  queMQ  soit  parallèle  à  O'C,  et  que  MP  soit  perpendi- 
culaire à  MQ  ou  à  O'C.  11  suffit 
pour  cela  de  mener  par  le  point  M 
une  droite  MS  indéfinie,  parallèle 
à  (VC,  et  un  plan  RR%  perpendi- 
culaire à  OT  ;  puis  par  les  deux 
droites  MN,  MS ,  de  faire  passer 
un  plan  qui  coupera  le  plan  RR' 
suivant  une  droite  indéfinie  ML  ; 

cette  droite  sera  la  direction  de  la  seconde  composante.  On 
achèvera  le  parallélogramme  en  menant  NP  parallèle  à  MQ, 
et  NQ  parallèle  à  MP;  de  cette  façon,  nous  aurons  substitué  à 
la  translation  unique  MN  deux  translations  simultanées  rec- 
tangulaires MP,  MQ. 

La  translation  MP,  perpendiculaire  à  la  rotation  (yC , 
peut  se  composer  avec  cette  rotation  (§167),  et  donne  pour 
résultante  une  rotation  0'  C,  qui  n'est  autre  que  la  rotation 
O'G,  déplacée  d'une  certaine  quantité  CKO',  parallèlement  à  elle- 
même,  suivant  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  0'  sur  la 
vitesse  MP.  On  obtient  donc  une  rotation  (yC  et  une  translation 
MQ  parallèle  à  la  rotation.  Le  système  qui  subit  à  la  fois  ces 
deux  mouvements  élémentaires,  glisse  avec  une  vitesse  MQ  le 
long  de  Taxe  O^C,  autour  duquel  il  tourne  avec  une  vitesse  an- 
gulaire O'a.  Donc  enfin  (g  159)  la  direclion  (TC  est  Vaxe  ins- 
tmtmié  glissant  du  système. 

171.  On  pourrait  procéder  différemment.  Substituons  (fig. 
175)  à  la  rotation  OA  une  rotation  O'A',  égale  et  parallèle,  ren- 
contrant Taxe  O'B  en  un  point  0'  quelconque,  et  une  transla- 
tion perpendiculaire  au  plan  des  parallèles  OA,  O'A,  et  égale 


I 
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à  b)X  DE  (g  167).  Les  deux  rotations  (VA'  et  O^B  sont  concou- 
rantes :  elles  se  composent  donc  en  une  rotation  unique  OC, 

qu'on  obtient  par  la  règle  du  parallélo- 
gramme  (g  165).  On  ramène  ainsi  les  deu\ 
rotations  à  une  rotation  et  une  translation 
puis  on  peut  continuer  comme  tout  à  Theurt 
I^a  translation  sera  décomposée  en  dtui 
translations  rectangulaires,  Tune  paralicl^'. 
l'autre  normale  à  Taxe  de  la  rotation  ;  et  L 
translation  normale,  composée  avec  la  roU* 
1  ion ,  aura  pour  effet  de  déplacer  Taxe  d" 
celte  rotation  parallèlement  à  lui-mt^nie, 
sans  altérer  sa  grandeur.  En  définitive,  on  obtiendra  une  rotj- 
tion  et  une  translation  parallèles. 

172.  La  composition  des  niouvements  élémentaires  simul- 
tanés nous  amène  h  retrouver  et  à  compléter  les  théorèuir^ 
relatifs  au  déplacement  élémentaire  d'un  système  solide. 

Nous  avons  reconnu  d'abord  que  le  mouvement  élémentjiri* 
d'un  solide  pouvait  être  décomposé  en  une  translation  é^i! 
et  parallèle  au  mouvement  élémentaire  d'un  point  A,  et  er. 
nne  rotation  û  autour  d'vn  axe  passant  par  ce  point  A  (g  15.^ 
Si  la  translation  est  normale  à  la  rotation,  les  deux  moi- 
vements  se  composent  en  une  seule  rotation  égale  et  parallcli 
à  la  rotation  primitive  û  (g  167). 

Si  la  translation  est  oblique  à  la  rotation,  on  peut  décomp^ 
ser  la  translation  en  deux  nouvelles  translations,  l'une  paral- 
lèle à  la  rotation,  l'autre  normale;  celle-ci,  composée  aveik 
rotation  Q,  donne  une  rotation  égale  autour  d'un  axe  parallcK. 
de  sorte  que  le  mouvement  élémentaire  est  ramené  à  une  ro- 
tation et  à  une  translation  parallèle,  c*est-à-dire  enfin  au  mou- 
vement hélicoïdal  (g  170). 

Dans  toutes  ces  transformations,  la  rotation  primitive  û  n'est 
altérée  ni  en  grandeur  ni  en  direction. 

On  peut,  au  lieu  de  composer  la  rotation  Q  avec  la  conip  • 
santé  de  la  translation  qui  lui  est  normale,  substituer  û  la 
translation  un  couple  de  rotations  (u),  tù')  autour  de  deux  aies 
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parallèles,  dont  Tun  rencontre  Taxe  de  la  rotation  0  ;  les  deux 
rotations  concourantes,  en  et  û,  peuvent  se  composer  en  une 
seule  û'  (§  i68);  et  le  mouvement  élémentaire  du  solide  est 
ramené  à  detix  rotations  tû\  Ûf^  autour  de  deux  axes  non  con- 
courants. 

Ces  deux  axes  sont  des  droites  conjuguées  (§157);  chacune 
est  située  ù  la  fois  dans  les  plans  normaux  menés  aux  Ira- 
jectoires  des  points  de  l'autre. 

175.  Supposons  qu'on  définisse,  à  un  certain  instant,  le 
mouvement  élémentaire  d'un  système  solide  par  la  vitesse 
de  translation  OP  d*un  point  0,  appartenant  à  ce  système,  et 
par  la  grandeur  et  la  direction  OR  de  Taxe  de  la  rotation 
instantanée  aulDur  d'un  axe  passant  par  ce  même  point.  On 
mène  par  le  point  0  des  axes  rectan- 
gulaires OX ,  OY ,  OZ,  suivar.l  les- 
quels on  peut  décomposer  les  mou- 
vements élémentaires  ainsi  définis  ; 
projetons  OP  et  OR  parallèlement 
aux  axes  ;  soient  V  et  û  la  vitesse  OP 
et  la  rotation  OR  ;  a,  p,  y»  les  angles  p.    ^.  j 

que  OP  fait  avec  les  trois  axes,  et 
X,  |A,  V,  les  angles  de  OR  avec  les  mêmes  axes.  Appelons  en- 
fin tt,  V,  w,  les  composant  3S  de  Y  suivant  les  axes,  et  p,  9,  r, 
les  composantes  de  û  ;  en  sorte  qu'on  ait 

ii  =  0»  =  Vcosa,  ;)=0»=Qcos), 
v=nm=y  cos^,  q  =  gl  =z  Ci  cos /a, 
to=:mP  =  Vcos7,        r  =  /R=Qcosv. 

Remarquons  en  passant  qu'au  lieu  de  donner  Y,  Q  et  leurs 
directions,  on  peut  donner  les  six  composantes  u,  v,  w,  p,  9, 
'*;  ce  qui  revient  à  décomposer  le  mouvement  élémentaire  du 
solide  en  trois  translations  parallèles  aux  axes  coordonnés,  et 
en  trois  rotations  autour  des  m^mes  axes. 

Proposons-nous  de  déterminer  l'axe  instantané  glissant. 

On  sait  d'abord  qu'il  est  parallèle  à  OR  (§  172).  Décompo- 
sons la  translation  OP  en  deux  composantes  OF,  FP,  en  abais- 
sant du  point  P  la  perpendiculaire  sur  OR.  La  droite  OF  sera 
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la  vitesse  de  translation,  ou  de  glissement,  dans  lemouTemcitt 
hélicoïdal  ;  elle  est  égale  au  produit  de  Y  par  le  cosinus  6. 
Tangle  de  OP  avec  OR  ;  le  cosinus  de  cet  angle  est  égal  à 

COS  K  COS  X -h  COS  ^  COS /»  +  006  y  COS  y, 

OU  à 

up  -f  P^  «4-  ter 

vn        * 
donc  la  vitesse  du  glissement  est  égale  à 

wp-hgy-f  ifr, 
Q ' 

elle  fait  avec  les  axes  les  mêmes  angles  a,  |i,  v,  quelarobfîon 
donnée. 

Pour  trouver  la  position  de  l'axe  glissant,  on  pourrait  coru 
poser  la  rotation  Û=OR  avec  la  translation  normalePF  (^110 . 
Mais  on  arrive  plus  simplement  par  la  marche  suivante  au 
résultat  cherché. 

Considérons  un  point  quelconque  M  du  système  solide,  t' 
soient  x,  y,  %  ses  coordonnées  ;  cherchons  quelles  variation^ 
CCS  coordonnées  éprouvent  par  suite  des  sii  mouvements  êle 
mentaires  subis  simultanément  par  le  solide.  Il  suffit  poui 
cela  de  considérer  successivement  ces  six  mouvements,  à 
déterminer  les  variations  correspondantes  des  coordonnét^s, 
et  de  faire  la  somme  algébrique  des  résultats  ainsi  obtenir 

La  vitesse  u  augmente,  pendant  le  temps  dtj  la  coordonnîvx 
de  udt  sans  rien  changer  à  y  ni  à  s. 

De  môme ,  la  vitesse  v  augmente  y  de  vdt  sans  altérer  j 
ni  %; 

Et  la  vitesse  w  augmente  z  de  wdt  sans  altérer  x  ni  jf. 

Chacune  des  rotations  p,  9,  r,  altère  à  la  fois  deux  coordon- 
nées,  en  laissant  sa  valeur  à  celle  qui  est  parallèle  a  Ta^e 
autour  duquel  cette  relation  s'opère. 

Ainsi  p  altère  y  et  2  sans  altérer  x  ;  q  altère  x  ei%  sans  allé- 
rer  y,  et  y  altère  x  et  y  sans  altérer  %. 

Pour  évaluer  les  variations  de  y  et  de  2  dues  à  la  rolaiion 
Pj  projetons  le  point  M  sur  le  plan  Y02  (flg.  175);  la  ruta- 
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lion  p  y  supposée  positive,  amène,  pendant  le  temps  dt ,  le 
point  M  en  M\  par  une  rotation  dans  le  sens  ¥Z  autour  de  Taxe 
projeté  en  0  ;  menons  MN,  M'N'  parallèles 
à  OZ,  et  ML  parallèle  à  OT  :  le  %  du  point 
augmente  de  LH',  et  la  coordonnée  y  dimi- 
nue de  ML.  Or  le  triangle  MM'L  est  semblable 
au  triangle  OMN,  dont  les  côtés  sont  respec- 
tivement perpendiculaires  aux  côtés  du  pre- 
mier ;  on  a  donc  la  série  de  rapports  égaux 


Fig.  175. 


et,  observant  que 


on  en  déduit 


MN  ■"  ON  ~  OX  ' 


MM'  =  p  X  OUdl, 
MK  =  3, 
0N  =  y, 

IW  =  pydt. 


m 

La  variation  de  y  due  à  la  rotation  p  est  donc  égale  à 
-p» dtj  et  la  variation  de  %  égale  k+py  dt.  On  reconnaît  de 
même  que  la  rotation  q  autour  de  OY  fait  varier  2  de  —  qx  dt, 
eixie  +  q%dt;  qu'enfin  la  rotation  p  autour  de  OZ  fait  varier 
X  de— ry  dt  ety  àe  +  rx  dt. 

Réunissant  tous  ces  résultats,  on  forme  le  tableau  sui- 
vant : 


MOUVEMENTS 

VARIATIONS  CORRESPONDANTES 

iLlHKIITAIUS. 

t 

DIS  GOOUOHRi» 

ac 

^^w                                 ^ 

3 

y 

U 

^udi 

0 

0 

V 

0 

-^vdt 

0 

10 

0 

0 

■i-wdl 

p 

0 

—  pzdl 

-^-pudi 

9 

4-?«tt 

0 

—  qxdt 

r 

—  rydi 

^rxdt 

0 
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Les  variations  des  coordonnées  dues  à  tous  ces  mouvements 
pris  ensemble  sont  donc 

/  (U  =^  [il  -f  7:  —  ry  (U, 
[\\         <   (hj  ---  [v  —  pz-\-  l'j-  (II, 

On  pourrait  décomposer  la  vitesse  V  en  deux  ou  plnsieuis 
composantes,  el  opérer  sur  chacune  de  ces  composantes  prises 
séparément  ;  on  trouverait  toujours  le  même  résultat  en  réu- 
nissant les  variations  correspondantes  par  voie  d'addition  algé- 
brique. Arrangeons-nous  pour  que  Tune  des  composantes  de 
la  vitesse  V  soit  la  vitesse  OF  de  glissement  ;  les  composantes 
de  cette  vitesse  sont: 

Suivant  Taxe  OX, 

up  -4-  j'7  4-  ur      p  _  j///-  -4   »7"/  -\-  ii'lh' 

Suivant  l'axe  OY, 

up  -f-  ïv/  -|-  irv       r/       iip(f  -f-  r/-  -h  ivfp' . 

Suivant  Taxe  OZ, 

up  4-  }•(/  -+-  irr       r  _   ;//.r  -h  lup'  4-  wr- 
a  ^'"^  il  ^  '    "7^4-  7'~TT^ 

Les  composantes  suivant  les  mêmes  axes  de  la  vitesse  FP 
seront  les  différences 

up*  -f  vp(/  -f-  npv  _  ïi  7-  -f-  »■')  —  /' (t'7  -f  wr) 

"  "  "  7;^  ^  7- 4^^^-~  "         y^-P?-  +7^  ' 

T//>7  -j-  lïy-  -f-  ^''7'"       ''  ; P'  +  z*!  —  7  ('//'  -f-  MT) 


r  — 


r-f  7'  +  '-  y>- 4-7-4- '• 


;//;•  -f-  /v/r  -f-  trr-  __    w'  p-  -\-  7-1  —  "  np  ~{-  tv/ 


y^  -f  7-'  +  '•'  y-  +  r  -+-  r'î 

et  par  suite,  abstraction  faite  île  la  vitesse  de  (jUssementy  les  va 
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îalions  des  coordonnées  dues  à  la  rotation  [0  et  a  la  transla- 
on  FP  seront 

tes  formules  étant  obtenues  en  remplaçant  dans  les  équa- 
ions  (1)  les  composantes  ti,  v,  w  de  la  vitesse  totale  V,  par  les 
composantes  de  sa  composante  FP. 

Or  l'axe  instantané  glissant  reste  immobile  quand  on  sup- 
prime le  glissement  qui  s'opère  le  long  de  sa  direction  ;  les 
^uations  de  cet  axe  s'obtiendront  donc  en  égalant  à  zéro 
les  variations  do/,  dy'^  d%\  L'axe  instantané  glissant  est  ainsi 
la  droite  définie  par  les  trois  équations  : 


.3) 


Ces  trois  équations  ne  sont  pas  incompatibles;  en  effet,  si 
l'on  élimines  entre  les  deux  dernières,  on  retombe  sur  la  pre- 
mière en  vertu  de  l'identité  : 

rtriup-hrç)  — w(p*-f  9«)]-»-;^b(tg-h«rr)  — ii(^«  +  r«)] 
-H  ^  b  (ii/i-f  trr)  —  »  {p«  -H  r«)]  =  0. 

174.  Cherchons  quelles  variations 
de  coordonnées  produit  sur  un  solide 
une  rotation  co  autour  d'un  axe  AP,  qui 
ne  passe  pas  par  l'origine. 

Pour  définir  la  position  de  l'axe  AP, 
nous  donnerons  les  coordonnées  Ç,  v],  (, 
d'un  de  ses  points  A,  et  les  compo- 
santes p',  9",  r',  de  la  rotation  ta  décomposée  parallèlement  aux 
trois  axes. 


Fig.  176. 


«Bc  GOLuemNr. 


n 
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Par  le  point  0,  menons  un  axe  OP,  parallèle  à  AP  ;  \m^ 
pourrons  supposer  la  rotation  u>  transportée  à  cel  axe,  en  ^ 
joignant  une  translation  perpendiculaire  au  plan  des  d  i\ 
droites  AP,  OP'.  Soient  u\  t/,  w%  les  composantes  de  oA. 
translation  ;  nous  aurons  d'abord 

puisque  Tangle  de  la  translation  avec  la  rotation  OF  est  dm 
les  équations  de  l'axe  AP  seront  les  équations  (3),  savoir  : 

Remplaçant  u'p'  -h  vY  par  —  wV,  r'^  -f-  irV  par  —  «>',  •' 
tt'p'  H-  tt/r'  par  —  v'q'^  il  vient 

p'y— 9'*  — —  «^. 

fx — ji'a  =  —  tK, 

et  ces  équations  déterminent  les  composantes,  u\  v\  w\  d' 
translation.  L'axe  AP  passant  en  effet  au  point  A,  dont  I 
coordonnées  Ç,  t;,  Ct  sont  des  quantités  connues,  on  aura 

Î«'  =  r'„  — ç'Ç, 

ces  relations  pourraient  se  déduire  des  équations  (1),  en  y  fai 
sant  dx,  dy,  da;  égaux  à  0.  Nous  pouvons  ensuite  appliquent^ 
mêmes  équations  à  la  recherche  des  variations  descoordonnio 
X,  y,  z  d'un  point  quelconque,  sous  l'influence  de  la  tiDibl< 
lion  (u\v\w')  et  de  la  rotation  (p\  g',  r')^  passant  parlr; 
gine  \  et  nous  aurons  par  conséquent  : 

dx  =  i"!,  -  7'Ç  +  T'a  —  T'y)  di, 
«'y  =  (;^Ç  -  ^4  -f  r'j: — p'a)  <//, 
dt  =  (g'i  -  />'n  -i-i/y  -  ç'x)  d/. 
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OU  bien 

(5)  j  rfy=[r'{«-ç)-/>'(a-Ç)Jr//, 

formules  auxquelles  conduirait  directement  un  changement 
de  coordonnées,  résultant  du  transport  de  l'origine  au  point 
A,  sans  altération  du  parallélisme  des  axes. 

175.  Enfin,  nous  allons  déterminer  les  équations  de  deux 
lignes  canjtiguées;  elles  seront  définies,  l'une  par  les  coordon- 
nées  Ç,  r^,  Ç  de  l'un  de  ses  points  et  les  composantes  p',  g',  r', 
de  la  vitesse  angulaire,  l'autre  par  les  coordonnées  ^,  vj',  (', 
et  les  composantes  jp'%  /',  r". 

Appelons  toujours  u,  v,  w,  et  p,  g,  r,  les  composantes  don- 
nées de  la  translation,  et  de  la  rotation  autour  d'un  axe  pas- 
sant par  Torigine. 

Les  variations  dx,  dj/,  ds  des  coordonnées  d'un  même  point, 
dues  aux  mouvementjs  composants,  s'obtiendront  en  faisant 
les  sommes  algébriques  des  variations  partielles  dues  à  chaque 
mouvement  en  particulier;  appliquons  donc  les  équations  (1) 
et  |5),  et  nous  aurons,  en  divisant  par  dtj 

I  «  +  93  — ry  =  ç'(3  — O-r'ly-,?)-!-^!^  — Ç')  — »^(y— *»')» 

Ces  équations  doivent  être  vérifiées  par  toutes  les  valeurs  pos- 
sibles de  X,  y,  s;  et  par  suite,  les  multiplicateurs  de  ces  va- 
riables et  le  terme  indépendant  doivent  être  séparément  nuls; 
ce  qui  conduit  aux  neuf  équations 

I  r  —  r'— 1^  =  0. 

»  -f  ''Ç  — />'Ç  +  r'Ji'  — |>^Ç'  =  0. 
(7)  ^  r  — f  — 1^  =  0, 

w+p'yi  —  7'Ç 4- /'"»»'  —  9"^'*=-  «» 
ç— T'  — ç^  =  0. 
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Ce  groupe  de  neuf  équations  ne  contient  que  cinq  relations  li- 
tinclcs. 

Il  y  en  a  d'abord  trois  qui  sont  écrites  deux  fois,  ce  qui  in- 
duit le  nombre  elTectif  d'équations  à  six  ;  de  plus,  multiplia  ib 
la  première  parp",  la  quatrième  par  ff\  la  septième  par  •• 
et  ajoutons  :  nous  aurons  pour  résultat 


ç  =  0. 


"l. 


Remplaçant  dans  cette  équation  p",  ç",  r",  par  p — p',  q  — 
r  —  r't  il  vient 

ou  bien 

équation  qui  lie  entre  elles  les  six  quantités  p\  (f^  t'  et  \,  t;,  !. 
Si  donc  on  donne  u,  v,  w,  p,  9,  r,  on  pourra  prendre  arbi 
trai rement  un  point  Ç,  tj,  Ç,  pour  y  faire  passer  l'axe  de  l'un: 
des  deux  rotations;  Téquation  (8)  établit  une  condition  a 
laquelle  doivent  satisfaire  les  composantes  p',  <(^  r',  d 
cette  rotation  ;  deux  seulement  sont  donc  arbitraires,  et  b 
troisième  se  déduit  de  l'équation  (8).  On  peut  prendre  arbi- 

trairement,  par  exemple,  les  rapports  3»  3»  qui  définissent 

entièrement  la  direction  de  l'axe  ;  Téquation  (8)  donne  en- 
suite les  valeurs  des  rotations  composantes,  et  par  suite  de 
la  rotation  totale. 

Une  fois  ce  choix  fait,  les  équations  (7)  font  conDaitre,  les 
unes  les  composantes  de  la  rotation  conjuguée  p",  g",  r",  le^ 
autres  les  équations  de  l'axe  autour  duquel  elle  s'effectue. 
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APPLICATION  DE  LA  THÉORIE  DES  MOUVEMENTS  SIMULTANÉS  AU  MOUVE- 
MENT DE  LA  TERRE  DANS  L^ESPACE.  —  THÉORIE  SOMMAIRE  DU  PEN- 
I>ULE    DE   FOUCAULT. 

17G.  Le  mouvement  de  la  (erre  dans  l'espace  fournil 
un  exemple  de  la  coipposition  des  mouvements  simulta- 
nés. On  sait  que  le  globe  terrestre  parcourt  dans  Tannée 
une  ellipse  dont  le  soleil  occupe  un  des  foyers;  ce  mouve- 
ment représente  le  mouvement  de  transla- 
tion. En  même  temps,  le  globe  terrestre  est 
animé,  de  l'ouest  à  l'est,  d'un  mouvement 
de  rotation  uniforme  autour  de  la  ligne  des 
pôlesj  ou  de  Faxe  du  monde;  la  durée  de 
\a  révolution  est  de  24  heures.  Voilà  donc  „.    ,.. 

rig.  li7. 

le  mouvement  de  la  terre  décomposé  en 
deux    mouvements  simples,  la  translation  et  la  rotation, 
et  a  chacun  de  ces  mouvements  correspond  une  période  par- 
ticulière :  à  la  translation  Vannée,  à  la  rotation  le  jour. 

La  durée  du  jour  solaire,  prise  entre  deux  passages  consé- 
cutifs du  soleil  au  méridien  du  même  point  du  globe,  est  lé- 
gèrement variable  aux  différentes  époques  de  l'année,  bien 
que  la  vitesse  de  rotation  du  globe  soit  constante.  Il  est  facile 
de  se  rendre  compte  de  cette  inégalité.  Soit  S  le  centre  du 
soleil,  etT  la  terre  en  un  point  de  son  orbite  LL'  (fig.  177). 
Joignons  le  centre  T  de  la  terre  au  centre  du  soleil;  la  ligne 
TS  rencontre  en  A  la  surface  terresire,  de  sorte  qu'à  l'époque 
que  nous  considérons,  il  est  midi  vrai  pour  le  point  A. 

Vingt-quatre  heures  après,  la  terre  s'est  transportée  en  T' 
en  vertu  de  son  mouvement  de  translation.  En  même  temps, 
le  globe  a  subi  une  rotation  autour  de  son  centre!  et  a  accompli 
un  tour  entier;  mais  ce  tour  entier  n'a  pas  ramené  le  point  A 
dans  la  direction  du  soleil,  car  le  tour  est  entièrement  accom- 
pli dès  que  le  point  A  est  arrivé  en  A"  sur  une  parallèle,  T'A", 
à  TA.  L'intervalle  de  temps  compris  entre  deux  retours  con- 
sécutifs d'un  même  point  A  dans  des  directions  parallèles 


202  JOUR  SIDÉRAL. 

TA,  T'A",  est  nommé  jour  sidéral,  parce  qa'on  peut  suppo- r 
que  ces  directions  TA,  T'A"  aboutissent  à  une  même  étoile  in- 
Uniment  éloignée  de  la  terre;  le  jour  suléral  mesure  la  vên- 
table  période  du  mouyement  de  rotation  uniforme,  et  a  u:; 
durée  constante.  Le  jour  solaire  surpasse  le  jour  sidérai  d 
tout  le  temps  que  le  globe  met  à  décrire  le  petit  angle  A'I  \ 
ce  petit  déplacement  angulaire  (pendant  lequel  le  œntre  T'  d 
la  terre  avance  d'une  certaine  quantité  sur  sa  trajectoire)  :.• 
mène  le  point  A  en  A'  et  complète  la  durée  du  jour  solain. 
intervalle  de  temps  qui  s*écoule  entre  deux  midis  vrais  cens.- 
cutiis  en  un  même  point  du  globe. 

La  durée  du  jour  solaire  est  donc  variable,  car  elle  dé[^r  : 
de  la  vitesse  de  translation  de  la  terre,  laquelle  n^est  pii^  r 
même  pour  tous  les  points  de  Torbite,  c'est-à-dire  pour  tou^ 
les  jours  de  Tannée. 

Le  jour  moyen  ou  jour  civil j  est  la  moyenne  des  jours  so- 
laires pendant  l'année.  C'est  une  période  constante  qu'on  par- 
tage en  24  heures.  Cherchons  le  rapport  du  jour  sidéral  .1. 
jour  solaire  moyen.  La  durée  de  la  révolution  entière  de  L 
terre  autour  du  soleil,  ou  l'année,  est  d'environ  565  joir^ 
moyens}.  Or,  en  un  jour  moyen,  la  terre  fait  autour  u 
son  axe  un  tour  entier  pour  amener  le  point  A  en  A",  r- 
elle  décrit  de  plus  un  angle  A'TA',  égal  à  T'ST  ;  appelons  i 
la  durée  du  jour  sidéral  rapportée  au  jour  moyen  :  la  va- 

leur  moyenne  de  l'angle  T'ST  est  égale  à  la  frac  ion  -^^ft  ^* 

tour  entier,  et,  par  suite,  le  temps  que  met  la  terre  à  décriri» 
cet  angle  est 


Donc 


l[  i  -|-  rrrrî  )  =  24 hcures  solaires  moyennes  =  8G400 secondes, 

cl  enfin 

= 5(}p — ^  =  ^^^  secondes,  ^ 
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Le  jour  sidéral  est  donc  plus  court  que  le  jour  solaire 
moyen,  de  86400  —  86164  =  236  secondes  =  5"  56*,  ou 
d'environ  4  minutes  (de  jour  moyen). 

177.  La  translation  annuelle  et  la  rotation  diurne  sont  les 
principaux  mouvements  de  la  terre.  Mais  ce  ne  sont  pas  les 
seuls.  Les  astronomes  ont  découvert  que  notre  globe  participe 
à  d'autres  mouvements  beaucoupplusdiflicilesà  étudier.  Nous 
avons  admis  jusqu'ici  que  l'axe  de  la  terre  se  déplaçait  dans 
l'espace  parallèlement  à  lui-même.  Ce  n'est  pas  le  mouvement 
le  plus  général  d'un  corps  solide.  Nous  avons  décomposé 
le  mouvement  de  la  terre  en  une  translation  et  une  rotation 
autour  d*un  axe  passant  par  son  centre.  Faisant  abstrac- 
tion du   premier  mouvement,  le  second,  qui  s'accomplit 
autour  d'un  même  point  fixe,  peut  consister  dans  une  série 
de  rotations  instantanées  autour  d'axes  successifs  passant  par 
ce  point,  et  nous  avons  vu  (g  162)  que  ce  mouvement  continu 
de  rotation  équivalait  au  roulement  d'un  cdne  lié  au  corps 
mobile,  sur  la  surface  d'un  second  cône  fixe  dans  l'espace.  La 
translation  parallèle  de  l'axe  de  rotation  n'étant  pas  le  mou- 
vement le  plus  général  d'un  corps  libre,  il  est  probable  que  la 
terre  est  animée  d'un  mouvement  plus  compliqué. 

On  constate,  en  effet,  que  l'axe  de  la  terre  n'est  ni  rigou- 
reusement fixe  dans  le  globe,  ni  rigoureusement  parallèle  à 
une  direction  fixe  dans  Tespace.  llipparque  a  reconnu  le 
premier  que  Taxe  de  la  terre  décrit  en  26000  années  un  cône 
droit  autour  d'une  perpendiculaire  au  plan  de  Tècliptique  :  ce 
mouvement,  extrêmement  lent,  déplace  d'environ  50  secondes 
sexagésimales  par  an  la  ligne  d'intersection  de  Técliptique 
avec  Téquateur  ;  il  est  connu  en  astronomie  sous  le  nom  de 
précession  des  équinoxes.  Bradiey  a  démontré  plus  tard  que 
Taxe  de  la  terre  ne  suit  pas  exactement  la  surface  du  cône 
droit  indiqué  par  Hipparque,  mais  qu'il  oscille  de  quelques 
secondes  de  part  et  d'autre  de  cette  surface  dans  une  période 
de  18  années  environ  :  c'est  ce  mouvement  qu'on  appelle  la 
nnlation.  On  rend  compte  de  ces  mouvements  en  imaginant 
un  cône  très-peu  ouvert,  ayant  son  sommet  au  centre  même 
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de  la  terre  et  Taisant  corps  avec  elle,  puis  un  second  o'i 
ayant  même  sommet ,  mais  fixe  dans  l'espace,  et  en  supp 
sant  que  le  premier  cône  roule  sur  le  second  de  monià' 
h  faire  chaque  jour  un  tour  entier.  Si  Ion  néglige  la  nul:- 
tion,  balancement  trës-resireint  de  l'axe  de  part  et  d'aulx 
d'une  position  moyenne,  et  si  Ton  se  borne  au  mouvemeM 
moyen  de  précession>,  on  peut  définir  le  mouvement  ain! 
simplifié  en  prenant  pour  cône  mobile  et  pour  cône  fixe  deui 
cônes  de  révolution.  Le  pôle  réel  du  globe ,  au  lieu  d\'/re 
un  point  rigoureusement  fixe  sur  la  surface  de  la  terre,  t^l 
un  point  mobile  qui,  dans  cette  hypothèse,  décrirait  chaqu'> 
jour  autour  du  pôle  moyen  un  cercle  d'environ  26  cenlimètns 
de  rayon. 

178.  Pendule  de  Foucault.  La  décomposition  desrotatioib 
fournit  une  explication  sommaire  du  mouvement  apparaît 
observé  dans  Texpérience  de  M.  Foucault. 

On  attache  à  un  point  A  très-élevé  un  fil  AB  d'une  granc-: 
longueur  ;  à  Textrémité  B  on  suspend  une  lentille  pesante.  Or 
écarte  le  pendule  ainsi  formé  de  la  position  verticale  AC,  pul' 

on  le  laisse  osciller  de  AB  en  AB'.  Quand  Teipi^ 
rience  est  faite  avec  toutes  les  précautions  an 
venables,  on  ne  tarde  pas  à  remarquer  que  le 
plan  d'oscillation  du  pendule  prend,  par  rap 

\port  aux  objets  fixes  environnants,  un  mouve- 
,    ment  à  peu  près  uniforme  autour  de  la  yorù- 
cl  cale,  dans  le  sens  du  mouvement  apparent  du 

p.    ^^g         soleil,  comme  si  ce  plan  ne  subissait  pas  l' 
mouvement  d'entraînement  qui  correspond  a 
la  rotation  de  la  terre. 
Voici  comment  on  peut  se  rendre  compte  de  ce  phénomène 
Soit  (fig.  179)  PEP'E'  la  sphère  terresirc;  0,  son  cenlre; 
PP\  la  ligne  des  pôles  ou  Taxe  de  la  sphère,  qui  conserve 
dans  Tespace  une  direction  sensiblement  fixe;  EÊ',  le  plan  de 
Téqualeur. 

Suspendons  d'abord  le  fil  au  poml  A,  sur  la  verticale 
du  pôle  nord,  écartons  la  lentille  B  de  la  verticale,  et  laissons 
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Fig.  179. 


osciller  le  pendule.  Rigoureusement,  roscillation  ne  s'effec- 
luerait  pas  dans  le  plan  vertical  PAB,  parce  qu'en  écartant  la 
lentille,  la  main  de  l'observateur  lui  communique  au  point  B, 
perpendiculairement  à  ce  plan,  la  vitesse  qu'elle  possède  elle- 
même  en  ce  point,  et  qui  est  le  produit  de  sa  distance,  BP, 
à  Taxe  de  la   terre,  par  la  vitesse 
angulaire  du  globe.  Mais  cette  vitesse 
est  très-faible,  parce  que  la  distance  BP 
est  Irès-petite,  et  nous  admettrons 
qu'on  peut  n'en  pas  tenir  compte,  ou, 
plus  rigoureusement,  qu'on  a  eu  soin 
de  la  détruire,  en  imprimant  à  la  len- 
tille, au  moment  où  on  Tabandonne, 
une  vitesse  égale  et  contraire.  Alors  le 
mouvement  s'accomplit  dans  le  plan 
PAB.  On  s'assure,  par  une  expérience 
préalable,  que  la  torsion  du  fil  AB  ne  déplace  pas  le  plan  d'os- 
cillation. La  pesanteur  ne  contribue  pas  d'ailleurs  à  modi- 
fier la  position  de  ce  plan.  Il  restera  donc  fixe  dans  l'espace, 
el  comme  le  globe  fait  en  vingt-quatre  heures  un  tour  entier 
de  l'ouest  à  l'est  autour  de  l'axe  PA,  Tobscrvateur,  entraîné 
dans  ce  mouvement,  attribuera  au  plan  d'oscillation  du  pen- 
dule un  mouvement  de  rotation  de  l'est  à  l'ouest,  égal  et  con- 
traire au  mouvement  dont  il  est  lui-même  animé;  le  plan  du 
pendule,  pour  l'observateur  placé  les  pieds  en  P,  la  tète  en  A, 
tournera  donc  de  gauche  à  droite,  dans  le  sens  de  la  marche 
apparente  du  soleil. 

On  reconnaîtrait  de  même  que,  si  l'observât  ion  se  faisait  au 
pôle  sud,  P\  le  plan  du  pendule  paraîtrait  tourner  de  droite  à 
gauche  autour  de  PP,  car  l'observateur  aurait  au  point  Fia 
position  inverse  de  celle  qu'il  a  en  P. 

On  peut  donc  prévoir  qu'en  un  point  pris  au  hasard  à  la  sur- 
face de  la  terre,  le  plan  du  pendule  prendra  un  certain  mou- 
vement apparent;  mais  quelle  relation  ce  mouvement  appa- 
rent aura-t-il  avec  le  mouvement  de  rotation  de  la  terre? 
Pour  résoudre  cette  question,  remarquons  d'al)ord  que  si 
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l'on  fait  rexpôrience  en  deux  points  N  cl  N',  égalemenl  J  >• 
tantsdcréqualeur  EE\  Tun  dans  riiémisphère  boréal,  Vaii.:' 
dans  l'hémisphère  austral,  on  verra,  en  N,  le  plan  du  pem  ul 
tourner  autour  de  la  verticale  dans  le  sens  est'Snd'Ouesl-n>  ' 
tandis  qu'en  N%  il  tournera  autour  de  la  verticale  du  lieu«  d  : 
le  sens  est-nord-ouest-sud.  A  Téquateur,  par  conséquent.  !• 
plan  du  pendule  restera  immobile,  carTéquateur  estia  liiii 
commune  des  deux  régions  où  les  mouvements  observés  su 
contraires. 

Nous  avons  ainsi  reconnu  les  lois  du  mouvement  appaien 
au  pôle  et  à  Téquateur  :  au  pôle,  rotation  qui  fait  accunip  i 
au  plan  du  pendule,  de  Test  à  louesl,  un  tour  entier  de  lion 
zon  en  24  heures  ;  à  l'équateur,  immobilité  du  plan.  11  re  ' 
à  savoir  ce  qui  se  passe  en  un  point  C,  intermédiaire  entr  1 
pôle  P  et  l'équateur. 

Joignons  OC,  et  élevons  sur  OC  une  perpendiculaire  i^l- 
puis  prenons  sur  l'axe  OP  une  longueur  OD  pour  représcf  i^' 
la  vilcsse  de  rotation  du  globe.  Décomposons  cette  rolali 
en  deux  autres,  autour  des  axes  OC,  OH;  pour  cela  ilsulïilii 
projeter  le  point  D  en  F  et  en  G,  sur  les  droites  rcclangubii 
OC  et  OH.  Les  longueurs  OFet  OG  représenteront,  à  la  nui 
échelle,  les  vitesses  de  rotation  composantes,  et  en  appel ' 
fa)  la  rotation  de  la  terre  et  X  la  latitude,  COE,  du  point  CI 
rotation  OF  sera  égale  à  fa>  sin  X,  et  la  rotation  OC  à  wcos  h 

Considérons  successivement  ces  deux  rotations.  A  régani'' 
la  rotation  OG,  le  point  C  se  trouve  comme  à  Téquateur  df  i- 
sphère  dont  le  point  H  est  le  pôle.  Si  celte  rotation  exi^l-i" 
seule,  elle  ne  produirait  aucun  déplacement  apparent  J' 
plan  d'oscillation  du  pendule,  et  par  suite  nous  n'avons  p 
ix  tenir  compte  de  la  composante  OG. 

A  l'égard  de  la  rotation  OF,  le  point  C  est  situé  au  pôle  qu  au 
rait  le  globe  si  cette  rotalion  existait  seule  ;  par  conséque/'J  ' 
plan  d'oscillation  du  pendule  prendra,  par  rapport  à  Tobser 
voteur  qui  fait  en  C  Texpérience,  un  mouvement  de  rolfl^''^' 
autour  delà  verticale  du  lieu,  de  l'est  à  l'ouest  en  passant p'^ 
le  sud,  et  avec  une  vitesse  angulaire  égale  à  fa)  sin  X.  Pui^^l"^ 


,'1 


FOUCAULT.  267 

le  globe  fait  un  tour  entier  sur  lui-même  en  24  heures,  le 
plan  du  pendule  fera  au  point  C  le  tour  entier  de  la  verticale 

dans  un  temps  égal  à  24  heures  x  — r— -,  c* esl-à-dire  dans 

un  temps  de  plus  en  plus  long  à  mesure  que  le  point  C  se 
rapproche  de  Téquateur;  la  durée  du  tour  devient  infinio 
quand  le  point  C  est  sur  Téquateur  même,  parce  qu'alors  OF 
est  nul,  ce  qui  confirme  ce  que  nous  avions  reconnu  déjà. 

A  la  latitude  de  45**,  sin  \  =  {  v2^-r-rr-  ^^^^  ^^  durée 

1 ,41 

du  tour  entier  serait,  à  cette  latitude,  de 

24  heures  xi,  41, 

ou  de  33  heures  50  minutes. 

Cette  célèbre  expérience  rend  sensible  pour  ainsi  dire  le 
mouvement  de  relation  de  la  terre. 

La  dynamique  nous  fournira  une  analyse  plus  rigoureuse 
du  phénomène. 

MOUVEMENT   RELATIF   DE   DEUX    SOLIDES. 

179.  Si  deux  systèmes  invariables  sont  tous  deux  en  mou- 
vement, et  qu'on  propose  de  trouver  le  mouvement  relatif  de 
Tun  par  rapport  à  rautre,on  peut,par  la  pensée,  imprimer  aux 
deux  systèmes  un  môme  mouvement  commun,  ce  qui  n'allé- 
rcra  en  rien  le  mouvement  relatif  cherché  (g  70);  prenons  pour 
ce  mouvement  additionnel  un  mouvement  égal  et  contraire  au 
mouvement  absolu  dont  le  second  système  est  animé  ;  le  second 
système  sera  ramené  au  repos,  et  le  mouvement  résultant  que 
possédera  le  premier  système  sera  le  mouvement  relatif 
demandé. 

Dans  le  cas  le  plus  général,  on  sera  conduit  par  cette  règle  à 
composer  ensemble  deux  mouvements  élémentaires  héli- 
coïdaux :  le  mouvement  résultant  est  encore  un  mouvement 
hélicoïdal. 

180.  Supposons  que  les  deux  systèmes  solides  soient  tan- 
genls  en  un  point  unique,  ce  qui  arrive  fréquemment  dans  les 
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machines.  Le  mouvement  relatif  de  l'un  des  corps  par  rapport 
à  l'autre,  supposé  fixe,  rentre  dans  les  différents  cas  suivants. 

Le  pivotement  est  une  rotation  du  corps  mobile  autour  (i< 
la  normale  élevée  au  point  de  contact  des  deux  corps  sur  le> 
surfaces  par  lesquelles  ils  se  touchent. 

Le  roulement  consiste  en  une  série  de  rotations  infinime 
petites  du  corps  mobile  autour  d'une  droite  menée  par  l 
point  de  contact  dans  le  plan  tangent  commun.  Dans  ce  mou- 
vement,  la  suite  des  points  de  contact  forme  une  courbe  se: 
chacun  des  deux  corps;  la  courbe  du  corps  mobile  rouU 
sur  la  courbe  fixe,  c'est-à-dire  qu'il  y  a  à  chaque  instant 
égalité  entre  les  arcs  parcourus  par  le  point  de  contact  sur 
chacune  de  ces  deux  lignes. 

Le  glissement  a  lieu  quand  un  même  point  du  corps  molile 
touche  le  corps  fixe  en  des  points  différents;  on  dil  alors  que 
le  glissement  esi  simple.  Il  est  mixte^  c'est-à-dire  compliqué  dr 
roulement,  quand  les  points  des  deux  corps  qui  arrivent  suc- 
cessivement au  conlact  ne  sont  pas  à  la  môme  distance  les  un- 
des  autres  sur  les  deux  corps,  ou  lorsqu'il  n'y  a  pas  égalité  enti  • 
les  arcs  parcourus  simultanément  sur  les  lignes  de  conli!'  : 
par  le  point  géométrique  commun  aux  deux  corps.  On  dotir:*' 
le  nom  de  glissement  mixte  angulaire  au  mouvement  de  glisse- 
ment mixte,  lorsque  les  deux  lignes  des  points  de  contact  ^ur- 
ccssifs  ne  sont  pas  tangentes  Tune  à  l'autre  au  point  deconla(  : 
des  deux  corps,  ou  lorsqu'elles  se  coupent  sous  un  cert;ii:i 
angle  dans  le  plan  tangent  commun.  Lorsque  ces  deux  li^nt  - 
sont  tangentes,  le  glissement  mixte  est  dit  tangentieL 

181 .  Quand  les  deux  corps  ont  plus  d'un  point  de  conlïu  î, 
le  mouvement  relatif  rentre  dans  Tune  ou  l'autre  de  c^-^ 
classes,  si  l'on  se  borne  à  considérer  un  point  de  contact  vu 
particulier  ;  mais  la  nature  du  mouvement  relatif  peut  vari  r 
d'un  point  de  contact  à  un  autre. 

Les  mouvements  les  plus  utiles  à  considérer  sont  encore  lo 
roulement  simple  et  le  roulement  accompagné  dejglissemonf. 

Lorsqu'il  y  a  roulement  simple  en  tout  point  de  contact  tlos 
deux  sohdes,  le  corps  mobile  tourne  autour  d'une  droite 
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menée  par  ce  point  dans  le  plan  tangent  commun  ;  et  par 
suite,  tous  ces  points  de  contact  sont  situés  sur  une  seule  et 
même  ligne  droite,  qui  sert  d'axe  à  la  rotation  instantanée. 
Pour  que  le  mouvement  continu  du  corps  mobile  puisse  être 
un  roulement  simple  sur  le  corps  fixe,  il  faut  donc  que  les 
surfaces  des  deux  corps  soient  des  surfaces  réglées.  C'est  ce 
qui  a  lieu,  par  exemple,  quand  un  cylindre  roule  sur  un  plan 
ou  sur  un  autre  cylindre  parallèle,  ou  quand  un  cône  roule 
sur  un  plan  ou  sur  un  autre  cône  de  même  sommet. 

Si  les  surfaces  des  deux  corps  sont  réglées,  il  est  possible 
qu'à  chaque  instant  le  mouvement  élémentaire  du  solide  mo- 
bile comprenne  une  rotation  autour  de  la  génératrice  de  con- 
tact, et  une  translation  le  long  de  cette  même  génératrice. 
C'est  ce  qui  a  lieu,  par  exemple,  dans  le  mouvement  continu 
d'un  solide,  pour  les  deux  surfaces  réglées  formées  dans 
l'espace  et  dans  le  corps  par  la  suite  des  positions  de  Taxe 
instantané  glissant  (g  162). 

182.  Soit  M  le  point  de  contact,  à  un  certain  instant,  de 
deux  corps  mobiles.  Au  bout  du  temps  infiniment  petit  dt^  le 
point  M,  considéré  comme  appartenant 
au  premier  corps,  vient  en  M',  et  le      -^^^^^  ,.  *' 

point  M ,  considéré  comme  apparte-      ■^~r=âT'"^"^ï."ii:f" 
nant  au  second  corps,  vient  en  M''.  ^'         \/^  ■' 

Soit  AB  le  plan  tangent  commun      a        m  b 

aux  deux  corps  mené  par  le  point  M.  pig.  iso. 

Ce  plan ,  entraîné  successivement  par 
le  mouvement  de  chacun  de  ces  deux  corps,  viendra  occuper 
les  positions  A'B'  pour  Tun ,  A!^  pour  Tautre  ;  ces  nouveaux 
plans  font  des  angles  infiniment  petits  avec  leur  position  pri- 
mitive, et  par  suite  les  points  qui  y  sont  situés  dans  le  voi- 
sinage des  points  infiniment  rapprochés  M' et  M",  sont  à  des 
distances  de  ces  plans  infiniment  petites  du  second  ordre.  On 
peut  donc  regarder,  les  points  M'  et  M''  comme  appartenant  à 
un  plan  CD  parallèle  au  plan  AB.  Le  nouveau  point  de  contact 
des  deux  corps  au  bout  du  temps  dt  est  situé  à  une  distance  de 
ce  plan  infiniment  petite  du  second  ordre.  La  distance  M'M'^ 
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représente  le  glissemmt  relatif  des  deux  corps  au  point  M, 

M'M" 

el  le  quotient  —^  la  vitesse  du  glissement  relatif.  Le  glis>*> 

ment  élémentaire  est  ainsi  mesuré  par  la  distance  acquise  p: 
deux  points  primitivement  confondus  en  un  seul,  ou,  ce  «jw. 
revient  au  même,  par  la  distance  perdue  par  deux  points  pr  • 
mitivement  séparés  qui  viennent  se  confondre  en  un  seul. 

Lorsque  le  mouvement  relatif  des  deux  corps  est  un  ron! - 
ment  simple,  le  glissement  relatif  est  un  infiniment  petit  h 
second  ordre,  et  la  vitesse  du  glissement  est  nulle.  En  etlV, 

soit  M,  à  un  certain  instant,  le  point  de  cont.ut 
des  deux  corps  qui  roulent  l'un  sur  Tautn 
Considérons  les  deux  points  E  et  F  qui  Tienner; 
se  confondre,  en  vertu  du  roulement,  au  bout 
du  temps  dt;  ces  points  sont  à  des  distances  infinim  ri! 
petites  égales,  ME  =  MF,  de  l'axe  de  la  rotation  élémentairv 
qui  s'opère  autour  du  point  M  ;  une  rotation  infiniment  f-> 
tile  (ùdt  autour  de  M  amène  le  point  E  à  coïncider  avec  1^ 
point  F  ;  Tare  EF,  qui  représente  le  glissement  élémentaire,  >y. 
donc  égal  au  produit  de  la  distance  ME,  par  la  rotation  b,ci  : 
ce  produit  est  un  infiniment  petit  du  second  ordre,  et  ] ;' 
suite  la  vitesse  du  glissement  est  égale  à  zéro. 

EXEMPLE   DE   LÀ   RECBERCHE  DU   MOUVEMEIfT  RELATIF 

DB   DEUX  SOLTOES. 

185.  Supposons  que  les  deux  cercles  OA 
et  O'A,  tangents  au  point  A ,  ou  plutôt  Ici 
deux  cylindres  droits  auxquels  ces  ccrilt> 
servent  de  bases,  soient  animés  chacun  d'un 
mouvement  de  rotation  autour  de  son  cenlie, 
le  premier  dans  le  sens  de  la  flèche  f,  el  Je 
second  dons  le  sens  de  la  flèche  f ,  de  in;i- 
nière  que  les  vitesses  linéaires  des  points  des 
'^'  deux  circonférences  soient  égales.  C'est  ce 

qui  a  lieu ,  par  exemple,  dans  les  engrenages*  On  demande 
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lu  mouvement  du  système  0'  par  rapport  au  système  0. 

Appelons  v  la  vitesse  linéaire  commune  aux  deux  circonfé- 

n  nces  ;  la  vitesse  angulaire  de  la  rotation  qui  sWectue  autour 

V 

de  Taxe  0  sera  égale  à  g,  en  appelant  R  le  rayon  OA  du  pre- 
mier cercle  ;  la  vitesse  angulaire  du  second  cercle  autour  de 
0'  sera  de  même  ^  en  appelant  R'  le  rayon  O'A.  Imprimons 

ù  Tcnsemble  des  deux  systèmes  un  mouvement  égal  et  con- 
traire au  mouvement  propre  du  système  0.  De  cette  manière, 
le  système  0  restera  en  repos,  et  le  système  0'  prendra  un 
mouvement  composé  qui  sera  le  mouvement  cherché. 

Nous  sommes  donc  amenés  à  composer  la  rotation  ^  autour 

de  Taxe  0^  mouvement  propre  du  cercle  O'A,  avec  une  rotation 

égale  et  contraire  à  tti  autour  de  Taxe  0.  Ces  deux  rotations 

II 

sont  parallèles  et  de  même  sens;  elles  se  composent  (g  165) 

en  une  seule,  parallèle,  de  même  sens,   et  égale  à  leur 

somme  g-Hir^i  et  l'axe  de  la  rotation  résultante  partage  la 

dislance  00'  des  axes  des  rotations  composantes  dans  le  rap- 
port inverse  des  vitesses  angulaires,  c'est-à-dire  -dans  le  rap- 
port 


\h)  _  r.'  _  0^ 
/£\~R     oa' 

\R7 


Cet  axe  passe  donc  au  point  de  contact  A  des  deux  cercles.  La 
circonférence  O'A  roule  sans  glisseï*  sur  le  cercle  OA  ;  le  mou- 
vement relatif  du  cercle  0'  par  rapport  au  cercle  0  est  un 
roulement  uniforme  du  premier  cercle  sur  le  second,  et  la  vi- 
tesse angulaire  de  la  circonférence  mobile  autour  de  son  point 
de  contact  avec  la  circonférence  fixe  est  égale  à 
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formule  que  nous  avions  déjà  ëlablie  d'une  manière  gèoérdle 
(g  1 43) ,  pour  le  roulement  d'une  courbe  mobile  sur  une  courW 
fixe,  en  appelante  la  vitesse  linéaire  du  point  géométrique  ù: 
contact  des  deux  courbes. 


CHAPITRE  II 

DE  L'ACCÉLÉRATION  DANS  LE  MOUVEMENT  RELATIF 
ET  DANS  LE  MOUVEMENT  ÉPICVCLOÏDAL 


184.  La  vitesse  absolue  d'un  point  dont  le  mouvement  est 
rapporté  à  des  axes  mobiles  est,  comme  nous  lavons  vu  (§67), 
la  résultante  de  la  vitesse  relative  du  point  par  rapport 
aux  axes,  et  de  la  vitesse  (Tentratnement  qu'aurait  le  point 
s'il  était  lié  aux  axes  pendant  un  instant  infiniment  court; 
cette  décomposition  est  toujours  vraie,  quel  que  soit  le  mou- 
vement d'entraînement. 

Il  n'en  est  pas  de  même  de  l'accélération,  et,  sauf  certains 
cas  particuliers  que  nous  étudierons  en  détail,  il  n'est  pas  vrai 
de  dire  que  l'accélération  totale  du  mouvement  absolu  d'un 
point  mobile  soit  la  résultante  de  deux  accélérations,  dont 
Tune  corresponde  au  mouvement  relatif,  l'autre  au  mouve- 
tnent  du  point  lié  aux  axes  mobiles  et  entraîné  par  eux  ;  pour 
trouver  Taccélération  totale  du  mouvement  absolu,  il  faut 
composer  ensemble  trois  accélérations,  savoir  :  les  deux  accé- 
lérations qui  viennent  d'être  indiquées,  et  une  troisième  accé- 
lération, dite  complémentaire^  que  nous  allons  définir,  et  qui 
dépend  de  la  nature  du  mouvement  d'entraînement. 

Les  axes  mobiles  forment  un  système  invariable,  et  par 
suite  (g  158)  le  déplacement  élémentaire  qu'ils  subissent  peut 
être  décomposé  d'une  infinité  de  manières  en  une  translation 
et  une  rotation.  Mais  à  un  certain  instant  le  point  mobile  M 
coïncide  avec  un  point  géométrique,  A,  du  système  de  compa- 
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raison,  et  le  mouvement  d  entraînement  fait  passer  ce  ^k  .il 
géométrique  de  A  en  A'  ;  par  suite,  le  mouvement  èlémenlair. 
d'entrainement  du  système  de  comparaison  est  décomposai 
en  une  translation  AA',  et  une  rotation  autour  d*un  axe  iosLir 
tané  PP,  qu'on  peut  regarder  comme  passant  par  le  point  A 

;flg.  183). 

Le  mouvement  d'entraînement  du  point  A,  lié  aux  3\.^ 
mobiles,  fait  décrire  à  ce  point  une  certaine  trajectoire  A'' . 
au  bout  d'un  temps  infiniment  petit,  dt,  après  le  passage  i . 
point  M  en  A,  le  point  A  est  parvenu  en  A'.  Menons  en  A  U 
tangente  AB  à  la  trajectoire  AC,  et  prenons  AB  =  p^<,  en  ap- 
pelant v«  la  vitesse  d'entraînement.  Joignons  BA';  nous  savoih 
(§  91)  que  BA' est  égala 

j«  étant  l'accélération  totale  d'entraînement. 

Pendant  ce  temps,  le  point  mobile  M,  qui  était  en  A  à  Tuii- 
gine  du  temps  dl,  est  parvenu  en  M' sur  sa  trajectoire  relative  AI' 

Désignons  par  Vr  et  jV  la  vitesse  et  1  ac- 
célération du  mouvement  relatif,  pui> 
prenons  sur  la  tangente  à  la  trajectoir? 
relative  une  longueur  AN  =  p^/^  joi- 
gnons NM',  et  nous  aurons  NM' = |  j/ir. 
Nous  trouvons  donc  sur  la  figure  la  vi 
tesse  et  l'accélération  d'entraînement, 
la  vitesse  et  l'accélération  relatives.  Il 
Fig.  i«.  reste  à  trouver  la  vitesse  et  raccolêrd- 

tion  absolues. 
La  trajectoire  relal  i  ve  AD  subitle  mouvement  d'entraînement  : 
elle  se  transporte  donc,  pendant  le  temps  d^  de  AD  dans  une 
certaine  position  A'D",  et  ce  mouvement  peut  être  décomposé  en 
deux  autres  :  un  mouvement  de  translation,  parallèle  à  A\\ 
qui  amènera  la  trajectoire  relative  de  la  position  AD  à  la  posi- 
tion A'D'  ;  et  un  mouvement  de  rotation  autour  de  Taxe  IT , 
qui  la  Tera  passer  de  la  position  A'D'  à  la  position  A'D^,  en  fai- 
sant décrire  à  chaque  point  S  de  la  trajectoire  un  arc  de  cercle 
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i  nfiniment  pclit,  SU,  dont  le  centre  est  quelque  part  en  I  sur 
l'^axe  PP'.  Si  nous  prenons  A'H  =  A'S=AM',  le  point  II  sera 
la  position  absolue  du  point  mobile  M  au  bout  du  temps  dt; 
le  point  S  serait  la  position  vraie  du  mobile  M  au  bout  de  ce 
temps  si  la  relation  autour  de  Taxe  PP  n'existait  pas. 

Achevons  le  parallélogramme  NABL;  les  côtés  AN,  AB,  étant 
respectivement  égaux  à  Vrdt  et  v^dt^  la  diagonale  AL,  résul- 
tante de  ces  deux  déplacements,  sera  égale  à  Ndt,  Y  désignant 
la  vitesse  absolue  du  mobile  M.  Joignant  donc  LH,  et  appelant 
j  Taccélération  totale  du  mouvement  absolu,  nous  aurons 
lM  =  \jdt\ 

La  droite  M'S  est  égale  et  parallèle  à  la  droite  AA';  sur  les 
droites  H'S  et  M'N,  construisons  un  parallélogramme  M'NRS; 
nous  aurons  RS  =  M'N,  etNR  sera  égal  et  parallèle  à  AA'. 

Joignons  enfin  RA'  et  RL  ;  la  figure  SRA'  n'est  autre  que 
la  figure  M'NA  transportée  parallèlement  n  elle-même  d'une 
quantité  égale  à  AA'.  Donc  RA'  est  égal  et  parallèle  à  AN,  et 
par  suite  à  BL;  la  figure  LBAH  est  un  parallélogramme,  et  LR 
est  aussi  égal  et  parallèle  à  BA'.  Le  contour  polygonal  LRSH  se 
compose  ainsi  de  trois  côtés,  dont  les  deux  premiers  LR,  RS, 
sont  respect ivemcnt  égaux  et  parallèles  à  BA'  età  NM',  c'est-à- 
dire  aux  lignes  qui  représentent  en  direction  et  en  grandeur, 
au  facteur  \  dt*  près,  Paccéléralion  totale  dans  le  mouvement 
d'entraînement  et  dans  le  mouvement  relatif.  Le  troisième 
côté  SH  est  un  élément  de  circonférence,  normal  au  plan  HAT, 
qui  passe  par  la  trajectoire  relative  et  par  l'axe  instantané  ;  il  a 
pour  longueur  III  x  (odt,  en  appelant  tù  la  vitesse  angulaire  du 
système  de  comparaison  autour  de  l'axe  PP';  Télément  IH 
peut  être  regardé  comme  la  projection  de  A'II  sur  un  plan 
perpendiculaire  à  PP',  et  l'élément  A'H,  espace  décrit  par  le 
point  mobile  pendant  le  temps  dt  sur  sa  trajectoire  relative, 
est,  à  la  limite,  égal  au  produit  v^dt.  Appelons  a  l'angle  formé 
par  Taxe  instantané  PP'  avec  la  vitesse  relative.  La  longueur 
IH  sera  égale  à  Vrdt  x  sina,  et  par  suite 

SlI  =  Vr  dt  sin  a  X  9*dt  =  MVr  sin  a  (U*. 


!*•> 
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•:  Le  côté  LH,  qui  ferme  le  contour,  est  égal  au  produit  \jdt\ 

Divisons  par  { dt*  les  quatre  côtés  du  quadrilalère  LRSH.  Cel 

revient  à  y  substituer  une  figure  semblable,  L'R'STl',  dont  l 

2SH 
côtés  (fig.  184)  seront  j,i„jV,et-^  =  2c^tVsina.LeculéLIl 

est  la  résultante  géométrique  des  côtés  L'R',  R'S',  S'H,  chacun 

pris  dans  le  sens  des  flèches.  Par  con>e- 
^  jii^^»^^  qyçjjl  ^  Y  accélération  j  du  mouvement  absoln 

est  la  résultante  de  trois  accélérations,  <a- 
voir  :  raccélération  j«  du  mouvement  d'e^i- 
trainement ,  V accélération  j^  du  mouvement 
relatifs  et  V accélération  j«  =  2wVr  sinx,  9 
est  perpendicidaire  à  la  fois  à  la  vita 
relative  et  à  Vaxe  instantané  de  rotation, 
dirigée  datis  le  sens  SH  (fig.  183),  c^rsî-à- 
dire  dans  le  sens  où  la  rotation  instantanée  tend  à  faire  tourner 
V extrémité  S  d'une  aiguille  A'S  dirigée  suivant  la  vUesse  relative 
Celte  accélération  complémentaire  j^  est  nulle  loreque  «=0, 
c'est-à-dire  lorsque  l'entraînement  se  réduit  à  une  simple  Irani- 
lation,  ou  lorsque  r,  =  0,  ou  enfin  lorsque  sina  =  0,  cesl-a 
dire  lorsque  la  vitesse  relative  est  nulle  ou  dirigée  suivant 
Taxe  instantané  de  rolalion.  Dans  ces  divers  cas  particuliers, 
l'accélération  absolue  est  la  résultante  de  deux  accélérations 
seulement,  celle  du  mouvement  relatif  et  celle  du  mouvemt ni 
d'entraînement.  Dans  tout  autre  cas,  il  faut  joindre  à  ces  deux 
accélérations  l'accélération  complémentaire.  Tel  est  le  théo- 
rème sur  l'accélération  dans  le  mouvement  relatif;  on  lui 
donne  le  nom  de  théorème  de  Coriolis. 


DÉCOMPOSITIOIf   DE    l'aCGÉLÉRATION   COMPLÉIIENTAIIIE    SUIVANT  TROIS 

AXES  REGTAKGULAIRES. 

185.  La  définition  que  nous  venons  de  donner  de  h  troi- 
sième accélération  est  bien  complète,  mais  elle  est,  en  gé- 
néral, d  une  application  peu  commode;  on  la  simplifie  en  dé- 


DE  CORIOLIS.  277 

composant  Taccélëration  j,  parallèlement  à  trois  axes  rectan- 
gulaires, parallèlement  auxquels  on  décompose  de  même  la 
rotation  instantanée  tù  et  la  vitesse  relative  v^.  Le  problème  à 
résoudre  est  donc  le  suivant  :  étant  données  les  trois  compo- 
santes 


p,  q,  r,  de  u. 


et  les  trois  composantes 


trouver  les  composantes  de  l'accélération  iiùVrSina^  projetée 
sur  les  mêmes  axes. 

Soit  (fig.  185)  M  le  point  mobile  ; 

PP  l'axe  instantané  de  rotation,  qu'on  peut  toujours  sup- 
poser passer  par  le  point  M,  en  in- 
troduisant dans  le  mouvement  d'en- 
traînement une  translation  conve- 
nable ; 

MA  une  droite  qui  représente  en  . 
grandeur  et  en  direction  la  vitesse 
relative,  Vf. 

Prenons  sur  l'axe  PP',  à  partir  du 
point  M  et  dans  le  sens  où  l'observa- 
teur devrait  s'étendre  le  long  de 
l'axe  pour  voir  la  rotation  s'eflëctuer  de  gauche  à  droite,  une 
quantité  MB,  qui  représentera  en  grandeur  et  en  direction  la 
vitesse  angulaire  o). 

La  rotation  (i>  tend  à  déplacer  dans  le  sens  AA'  l'extrémité  A 
de  la  vitesse  relative  ;  élevons  au  point  M  une  perpendiculaire 
MC  au  plan  AMB,  et  menons  cette  perpendiculaire  dans  le  sens 
A  A'  ;  puis  prenons  sur  cette  droite  une  longueur  MC  égale  au 
produit  2o)V^sina;  Tangle  a  est  l'angle  AMB,  et  par  suite 
tvsina  est  la  hauteur  AE  du  triangle  AMB;  Taccélération 
cherchée  sera  égale,  par  conséquent,  à 


Fig.  185. 


ÎXMBXAE, 


j: 
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c'est-à-dire  au  quadruple  de  la  surface  de  ce  triangle.  Nou 
devrons  donc  porter  sur  MC  une  longueur  représentant,  à  ui 
échelle  arbitraire,  quatre  fois  Taire  du  triangle  AMB.  Cr<[ 
celte  longueur  MC  que  nous  avons  à  projeter  sur  les  trois  aic^. 
La  droite  MC  fait,  avec  chacun  des  axes  coordonnés,  un  andr 
égal  à  Tangle  que  fait  le  plan  normal  AMB  avec  un  plan  uornijl 

à  cet  axe,  et  par  suite,  pour  pm 
jeter  la  droite  MC  sur  Taxe  OX,  il 
suflit  de  projeter  Taire  du  triardr 
sur  le  plan  YOZ  ;  pour  projeter  Ml 
sur  les  axes  OY,  OZ,  il  suffit  d 
même  de  projeter  le  triangle  sut 
les  plans  Z0¥,  XOY. 

Par  le  point  0  (fîg.186),  menons 
Fjg.  18e.  une  droite  OR  égale  et  parallt  ' 

à  MB  (fig.  185),  puis  une  droite  OS 
égale  et  parallèle  à  MA,  et  projetons  sur  le  plan  XOY  le  point  S 
en  Sf  le  point  R  en  r. 
Projetons  ensuite  «  et  r  en  s'  et  r'  sur  Taxe  OX.  Nous  aui-on^ 


rx  =  0  V, 


Vf  =  f'«. 


Le  triangle  à  évaluer  est  Or*,  projection  du  triangle  OliS, 
qui  est  égal  à  MBA.  Joignons  s'r;  la  surface  Ors  est  égale  à  la 
difiérence  du  quadrilatère  Osrs^  et  du  triangle  O/r.  Mais  le 
quadrilatère  O^r^'  est  la  somme  du  triangle  Os's  et  du  trian- 
gle wV,  lequel  est  équivalent  au  triangle  ss'r\  puisqu'ils  ont 
même  base  S8\  et  que  leurs  sommets  sont  sur  une  parallèlo, 
*^\  à  la  base.  Donc 

triangle  0#r  =  triangle  Cm'  -+-  triangle  t'tr*  —  triangle  Os'r 
=  triangle  O^r* —  triangle  0«'r. 

Le  triangle  0$v'  a  pour  mesure  la  moitié  du  produit  de  sa  base 
Or'  par  sa  hauteur  S8\  ou  {pv,;  le  triangle  Os'r  a  pour  mesure 
la  moitié  du  produit  de  sa  base  Os'  par  sa  hauleur  rr^^  ou  \  qr,; 
donc  enfin 

triangle  Ow  =  |  [jWf  —  ^^w"  J  ; 
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le  quadruple  de  ce  triangle  est  donc  égal  à 

telle  est  la  valeur  de  la  composante  de  l'accélération  je  suivant 
Taxe  OZ  perpendiculaire  au  plan  XOY  ;  ce  que  nous  exprime- 
rons en  écrivant 

i  86.  Cette  formule  attribue  un  signe  à  la  composante  de  je. 
Pour  le  vérifier,  supposons  successivement  que  l'axe  instan- 
tané soit  parallèle  à  Taxe  OX,  puis  à  l'axe  OY. 


Pig.  187. 


/ 


;Fig.  188. 


Dans  le  premier  cas  (fig.  187),  nous  supposerons  la  vitesse 
relative  dirigée  parallèlement  à  l'axe  OY,  et  dans  le  second 
(fig.  188),  à  l'axe  OX. 

Dans  le  premier  cas,  il  faudra  faire  dans  la  formule  q=zQ 
cl  v^=0;  elle  se  réduira  donc  à 

ce  qui  est  d'accord  avec  la  règle;  car  si  p  et  v,  sont  positifs, 
la  rotation  instantanée  tend  h  faire  tourner  l'extrémité  de  la 
vitesse  relative  dans  le  sens  YZ,  et  par  suite  Taccélération 
complémentaire  à  la  direction  positive  OZ.  On  vérifierait  de 
même  la  formule  pour  les  autres  signes  que  peuvent  avoir 
los  facteurs. 
Dans  le  second  ca»,  il  faudra  faire  p=0,  ^,=0,  et  par 
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suite,  ori  aura  jf^= — Sfr,,  ce  qu'il  est  encore  facile  de  \x'- 
rifier  en  faisant  successivement  q  et  v^  positifs  et  nègnti^. 

Le  signe  de  la  formule,  vérifié  dans  ces  cas  particuliei  >, 
doit  être  admis  dans  le  cas  général  en  vertu  du  principe  i- 
continuité. 

En  raisonnant  de  même  pour  les  deux  autres  plans,  on  par- 
viendra aux  formules  suivantes,  que  Ton  peut  déduire  Tur.^ 
de  Tautre  par  de  simples  permutations  de  lettres  : 

>C4r  =  8  (rr»  — p»«  )  ; 

Pour  former  ces  équations,  on  peut  écrire  sur  une  mem»^ 
l  igné  les  trois  composantes  de  la  rotation  instantanée  dan' 
Tordre  p,  f ,  r,  en  répétant  la  première  à  la  suite  de  la  trui- 
siëme;  au-dessous  on  écrira  dans  le  même  ordre  les  tIoi^ 
composantes  de  la  vitesse  relative  v^,  v, ,  v,,  qu^on  fera  suivra 
aussi  de  ]a  première,  comme  si  ces  composantes  étaieni 
écrites  en  cercle  ;  on  obtiendra  ainsi  le  tableau  suivant  : 

p      q      r     p 

Vg      Vf      9%      9x 

On  formera  les  différences  des  produils  en  eioix^  ou  les  dé- 
terminants 

des  termes  de  cette  double  suite;  on  les  multipliera  par  '2. 
et  chacun  des  produits  représentera  une  des  composantes  de 
Taccélération  j^  ;  chaque  produit  contient  les  composantes 
parallèles  à  deux  des  axes  coordonnés,  de  la  rotation  et  de  1' 
vitesse  relative,  et  représente  la  projection  de  raccélération  j. 
sur  le  troisième  aie. 

187.  Les  équations  ainsi  obtenues  sont  des  cas  particuliers 
d'un  théorème  beaucoup  plus  général  :  si  l'on  décompose  h 
rotation  tù  en  m  rotations  composantes^  tù\  ci>',...,  J*\  cl  k 
vitesse  relative  v  fii  n  vitesses  composantes^  \\  v",...,  V" , 


DE  L'ACCÉLÉRATION  COMPLÉIIENTAIRE.  281 

V accélération  complémentaire  est  la  résultante  des  mn  accéléra- 
tions eomplémenimes  obtenues  en  associant  successivement  cha- 
que composante  de  tùà  chaque  composante  de  v.  ' 

Nous  pouvons  vérifier  cette  proposition  dans  le  cas  particu- 
lier que  nous  venons  de  traiter;  décomposons  la  rotation  u>  en 
trois  rotations  p,  9,  r,  parallèles  aux  axes,  et  la  vitesse  rela- 
tive V  en  trois  vitesses  v«,  v^,  v^,  suivant  les  mêmes  axes  :  nous 
formerons  les  neuf  accélérations  complémentaires  suivantes 
par  la  combinaison  de  chacune  des  trois  rotations  avec  cha- 
cune des  trois  vitesses  relatives  : 

p    et    vi,    accélération  nulle  ; 

p    et    Vf,    +  ^pvf,    suivant  l'axe  OZ  ; 

p    et    r:,    — îpvt,     suivant  l'axe  OY  ; 

g    et    vg,    —îqvs,    suivant  l'axe  OZ  ; 

q'  et    Vf,    accélération  nulle; 

9    et    rs,     -I-  2çvs,    suivant  l'ate  OX  ; 

r  et  vt,  4-2n>x,  suivant  Taxe  OY  ; 
r  et  Vf,  —  îrPf.  suivant  l'axe  OX  ; 
r    et    Vt,    accélération  nulle. 

Faisant  la  somme  algébrique  des  accélérations  composantes 
dirigées  suivant  un  même  axe,  on  parvient  aux  composantes 
de  l'accélération  complémentaire  cherchée ,  et  l'on  retrouve 
les  expressions  déj[à  obtenues. 

Le  théorème  est  donc  démontré  dans  le  cas  parliculier  de 
la  décomposition  de  la  rotation  et  de  la  vitesse  relative  suivant 
trois  mêmes  axes  rectangulaires.  Il  est  facile  d'étendre  la 
démonstration  au  cas  général. 

Décomposons  suivant  trois  axes  rectangulaires  chacune  des 
rotations  w',  0)%...,  0)^"^,  et  chacune  des  vitesses  relatives 
r',  t/',...,  rf"^  Soient 

p\   9'.   f, 

Vf  f,  î^, 

p(»),  çt»).  H»), 
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les  composantes  des  rotations,  el 

^t.    •'f.    '''«. 

»*T.     »"!.     r^t. 


les  composantes  des  vitesses. 

La  combinaison  de  la  rotation  w'*^  avec  la  vitesse  r  '  no 
donnera  suivant  Taxe  OZ  une  accélération  complémentaire 


(»)    (0        (»)   fO. 


La  somme  algébrique  de  toutes  ces  accélérations  conipi> 
santcs  est  représentée  par  la  double  somme 


t  =  lll    iz=.fk 


»=i  i=i 


Or  faisons  d'abord  varier  l'indice  jk,  en  conservant  à  l'in- 
dice tune  valeur  constante;  il  vient  pour  la  première  s<»m- 
malion  : 

%  2-^'  ~^  2i^  • 

Il  faut  ensuite  faire  varier  Tindice  i  de  1  à  n,  et  ajouter 
toutes  les  expressions  résultantes,  ce  qui  donne  en  définiti\o 

c*cst-à-dire  le  résultat  môme  auquel  oh  serait  parvenu  en  ap- 
pliquant la  formule  aux  composantes 

de  la  rotation,  et  aux  composantes 

f'        *  (il)  1  r  '        "  (s)  1 

t»-*-v-f-...-<-t)      j     et       t>-4-i>-<-...+t»l 
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lie  la  vitesse  relative,  estimées  chacune  suivant  les  axes 
coordonnés.  Il  est  donc  indifTérent,  au  point  de  vue  du  résul- 
tat Cnal,  de  considérer  la  rotation  totale  (o  et  la  vitesse  rela- 
t  îvc  totale  V,  ou  bien  les  composantes  de  la  rotation  et  les  com- 
posantes de  la  vitesse,  pourvu  qu'on  n'omette  aucune  combi- 
naison et  qu'on  fasse  la  composition  des  résultats  partiels 
obtenus. 


APPLICATIONS    DU   TBÉORKME  DE    GORIOUS. 

188.  L'accélération  ;  du  mouvement  absolu  étant  la  résul- 
tante des  trois  accélérations  j^  je  6t  j^ ,  on  peut  dire  aussi  que 
l*accélération  j,  du  mouvement  relatif  est  la  résultante  de  trois 
accélérations,  savoir  Taccéléralionj  du  mouvement  absolu,  et 
les  accélérations  je  et  ;«  changées  de  sens;  pour  trouver  Tac- 
céléralion  du  mouvement  relatif  d'un  point,  connaissant  l'ac- 
célération du  mouvement  absolu,  il  suffira  donc  de  composer 
cette  accélération  avec  l'accélération  d'entraînement  prise  en 
sens  contraire,  et  avec  l'accélération  complémentaire  égale- 
ment changée  de  sens.  On  donne  à  l'accélération  complémen- 
taire ainsi  changée  de  sens  le  nom  d'accélération  centrifuge 
composée. 

On  sait  déjà  que  l'accélération  complémentaire;;  est  nulle 
lorsque  le  mouvement  d'entrainement  est  une  translation , 
parce  qu'alors  <i)=0.  Lorsque  le  mouvement  d'entraînement 
est  rectiligne  et  uniforme,  je=0  et  alors  j^  ne  diffère  pas  de;; 
l'accélération  absolue  est  identique  à  Taccélëration  lelative, 
bien  que  la  vitesse  relative  diiTére  de  la  vitesse  absolue. 

Cette  remarque  permet  de  résoudre  très-simplement  cer- 
tains problèmes.  Prenons  pour  exemple  la  recherche  de  l'ac- 
célération totale  du  mouvement  d'un  point  appartenant  à  un 
cercle  qui  roule  uniformément  sur  une  droite  fixe,  et  pour 
simplifier,  supposons  que  ce  point  soit  situé  sur  la  circonfé- 
rence du  cercle  mobile.  Soit  0  le  centre,  OA  le  rayon  du 
corde  et  UJ  la  droite  fixe  ;  soit  B  le  point  dont  on  demande 
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l'accélération  tolale.  Le  roulement  du  cercle  sur  la  droiit 
consiste  dans  une  rotation  instantanée  autour  du  point  A 

la  vitesse  de  cette  rotation ,  id,  e^t 
supposée  consianle.  Nous  pouMi' 
regarder  cette  rotation  autour  de 
point  A,  comme  la  résultante  d'un^ 
rotation  égale  et  de  même  sens  a  .- 
tour  du  point  0,  et  d^une  transL 
pjj^  ^g3  tion  parallèle  à  LL'  et  égale  à  wx  UA 

(§  i  67).  Au  lieu  de  considérer  le  moL- 
vement  absolu  du  cercle,  nous  regarderons  ce  moufemtnt 
comme  composé  de  deux  mouvements  simples,  Tun  de  rob 
tion  autour  du  centre  0,  avec  une  vitesse  angulaire  constanl^  t;. 
et  l'autre  de  translation  parallèlement  à  LL',  avec  une  vitcsy 
linéaire  constante  ù»  x  OA. 

Prenons  le  premier  de  ces  mouvements  pour  mouvemeDt 
relatif:  le  second  sera  le  mouvement  d*en!rainement,  etcomn> 
il  est  recliligne  et  uniforme,  Taccélération  du  mouvement  re- 
latif ne  diiTérera  pas  de  Taccélération  du  mouvement  absolu 
Or  on  connaît  Taccëlération  dans  le  mouvement  circulaire 
uniforme  (§  93)  ;  elle  est  dirigée  du  point  mobile  B  vers  If 
centre  0,  et  est  égale  au  carré  de  la  vitesse  linéaire  du  point. 
divisé  par  le  rayon,  ou  à 


UB  w   ^  "" 


Telle  est  Taccélération  cherchée.  Elle  est  constante  en  gran- 
deur, et  constamment  dirigée  vers  le  centre  0  du  cercle  m<>- 
bile.  Nous  généraliserons  tout  à  Theure  ce  théorème. 

189.  Il  e  t  facile  d'en  déduire  le  rayon  de  courbure  do  .i 
cycloïde  MN  décrite  parle  point  B.  On  sait  que  raccélérati"ri 
totale  est  la  résultante  de  deux  accélérations,  l'une  langenliellc. 
Taulre  normale  à  la  trajectoire,  et  que  cette  dernière  accélt'ra- 
tion  est  égale  au  carré  de  la  vitesse  divisé  par  le  rayon  de 
courbure  (§  96).  La  normale  à  la  trajectoire  du  point  R  est  la 
droite  AB,  qui  joint  le  point  B  au  centre  instantané  de  rota- 
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lion  A,  et  la  vitesse  du  point  B  est  égale  à  coxAB.  Le  carré 

Cl)*  X  AB* 
de  la  vitesse  est  donc  w'x  AU*,  et est  la  composante 

normale  de  Taccélération  totale. 

Mais  l'accélération  totale  est  dirigée  suivant  BO,  et  est  égale 
à  u>*xOB;  projetons  celte  accélération  sur  la  direction  de  la 
normale BA.  La  droite OB  projetée  sur  BA  donne  le  segment  BI, 
moitié  de  AB.  La  composante  normale  de  Taccélération  est  donc 

G)* 

égale  àa)*xBI,  ou  à  ^  X  AB,  et  Ton  a  l'égalité 


ou  bien 


ùt*  tn  a  AB 

^  X  AB  =  «•  X  — , 


/o  =  2AB. 


Dwis  la  cycloide.  le  rayon  de  courbure  BC,  en  un  point  donné  B 
de  la  courbe,  est  donc  double  de  la  normale  BA  en  ce  point. 

i  90.  Problème.  —  Vérifier  le  théorème  de  Coriolis  dans  le 
mouvemetU  apparent  d^nn  point  fixe  h\  rapporté  à  deux  axes 
mobiles  OX,  OY  tracés  dans  son  plan ,  et 
animés  d*un  mouvement  unifofme  de  ro- 
tation autour  de  leur  intei'section  com- 
mune 0. 

On  donne  la  vitesse  angulaire  ca  de  la 
rotation  des  axes  autour  de  Torigine  0  ; 
la  distance  OF  reste  constante  ;  nous  la 
représenterons  par  R.  La  rotation  des 
axes  s'opérant  dans  le  sens  de  la  flèche  f 
avec  la  vitesse  o),  le  point  F,  qui  en  réa- 
lité reste  fixe,  aura  par  rapport  aux  axes  un  mouvement  ap- 
parenty  qui  sera  une  rotation  é^ale  et  contraire  ;  il  semblera 
donc  décrire  uniformément  la  circonférence  FMN,  qui  a  le 
point  0  pour  centre  et  R=OF  pour  rayon,  et  sa  vitesse  linéaire 
sera  constante  et  égale  à  OF  x  u).  Le  sens  du  mouvement  re- 
latif est  le  sens  de  la  flèche  f. 


ÎHC  APPUCATÎOSS 

L'accelérationi  du  mouvement  absolu  du  poiol  F  est  niill . 
puisque  lepoint  reste  fixe.  Nous  devons  donc  trouver  un»*  rè- 
sultanle  nulle  en  composant  les  trois  accélérations  jr,j/.; 
Déterminons  ces  trois  accélérations  en  direction  el  en  mn- 
deur. 

L'accélération  jV  est  dirigée  suivant  FO,  et  elle  est  égale  à 

(J  X  OF. 

L'accélération  j^  s'obtient  en  considérant  le  mouvemei: 
du  point  F  supposé  lié  aux  axes  mobiles  ;  or  c^  point  entnil  .* 
par  les  axes  décrirait  uniformément  la  circonférence  FT^'» 
dans  le  sens  de  la  flèche  /*,  avec  une  vitesse  w  x  OF;  donc  l'ji  - 
céléralion  j,  est  encore  dirigée  de  F  vers  0,  et  elle  est  é;:  1' 
aussi  à  w'xOF. 

Les  deux  accélérations  jr  et  ;«,  toutes  deux  dirigées  su: 
vaut  la  même  droite  FO,  se  composent  en  s'ajoutant,  ce  qi.: 
donne  Sw'  x  OF  pour  somme  de  ces  deux  premières  comp i- 
santés. 

Cherchons  l'accélération  ;«. 

Elle  est  normale  à  la  fois  à  la  vitesse  relative,  laquelle  est  di- 
rigée  suivant  la  tangente  FG,  et  à  l'axe  de  rotation  projcli 
en  0  ;  elle  a  donc  pour  direclion  la  droite  FO,  qui  est  normal': 
à  la  fois  à  ces  deux  droites.  Elle  a  pour  sens  le  sens  dans  le- 
quel la  rotation  instantanée  (qu'on  peut  supposer  transporli'^ 
parallèlement  à  elle-même  au  point  F)  tend  à  déplacer  l'exln* 
mité  G  de  la  vitesse  relative;  c*est  ici  le  sens  GG',  et,  p  r 
suite,  le  sens  de  Taccélération  complémentaire  est  FH. 

Enfin  elle  a  pour  grandeur  2v,.o)sin  a.  Ici  Vr  sin  a,  fu*- 
jeclion  de  la  vitesse  relative  sur  un  plan  normal  à  Taxe,  n  es! 
autre  que  la  vitesse  relative  elle-même,  qui  est  égal^  à  €•>  x  OF  ; 
donc  jf=2(â)*xOF.  La  troisième  accélération  est  dirigée  en 
sens  contraire  des  deux  premières,  suivant  la  même  droiie, 
et  elle  est  égale  à  leur  somme  ;  la  résultante  des  trois  acct- 
lérations,  j,  -h  j,  — je ,  est  égale  à  zéro,  et  le  théorème  est  ainsi 
vérifié. 

191.  Problème.  —  Trouver  raccélération  j  du  mouvement 
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absolu  d'unpointUj  qui  glisse  avec  une  vitesse  lifiéaire  constante  v 
le  long  d'une  droite  OA,  laquelle  est  animée^  autour  d'un  axe 
projeté  en  0,  d'une  vitesse  angulaire  tù  dans  le  sens  de  la  flèche  f . 
On  suppose  la  vitesse  i;  dirigée  dans  le  sens  OA  (fig.  191). 

Nous  considérerons  le  glissement 
uniforme  du  point  M  sur  la  droite  OA 
comme  un  mouvement  relatif,  et  le 
mouvement  de  rotation  de  la  droite  OA 
autour  de  Taxe  0  sera  le  mouvement 
d'entraînement  ;  la  vitesse  v  est  la  ^ 

vitesse  relative.  ''**•  ***• 

Clierchons  les  trois  composantes  ;V  f  je  6l  je ,  dont  la  résul- 
tante est  Taccélération  cherchée;. 

L'accélération  j,  est  nulle,  car  le  mouvement  relatif  est, 
par  hypothèse,  rectiligne  et  uniforme. 

L'accélération  ;«  est  celle  qu'aurait  le  point  M  s'il  était  en- 
traîné par  les  axes  mobiles;  comme  la  vitesse  de  rotation  o 
est  constante,  le  point  M  décrirait  uniformément  autour  du 
point  0  une  circonférence  de  rayon  OM  avec  une  vitesse 
linéaire  co  x  OM  ;  donc  l'accélération  ;«  est  dirigée  suivant  MO 
ctégaleàid^xOM. 

L'accélération  complémentaire  est  perpendiculaire  à  l'axe  0 
et  à  la  vitesse  relative,  laquelle  est  dirigée  suivant  OA;  elle 
coïncide  donc  en  direction  avec  la  droite  PQ,  menée  par  le 
point  M  dans  le  plan  de  la  figure  perpendiculairement  à  OA. 
Pour  déterminer  son  sens,  considérons  l'extrémité  d'une 
aiguille  MV,  dirigée  dans  le  sens  de  la  vitesse  relative  ;  la 
rotation  (I),  transportée  parallèlement  à  elle-même  en  M,  ferait 
décrire  à  l'extrémité  de  l'aiguille  MV  un  arc  Vv',  dont  le  sens 
indique  le  sens  de  l'accélération  j^;  cette  accélération  est  donc 
dirigée  suivant  MP.  Elle  est  d'ailleurs  égale  à  ScoVrSin  a,  ou, 
dans  ce  cas  paiiiculier,  à  2r(i). 

Ayant  pris  deux  longueurs  respectivement  égales  à  co'xOM 
et  à  2viùj  suivies  directions  MO  et  MP,  on  aura  l'accélération 
totale  du  mouvement  absolu  en  construisant  la  diagonale  MT 
du  rectangle  formé  sur  ces  deux  longueurs. 
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La  vitesse  absolue  du  point  M  s'obtiendrail  de  la  mêrre 
manière  en  composant  la  vitesse  r,  dirigée  suivant  MA,  a\tv 
la  vitesse  d'entraînement,  égale  à  wxOM,  et  dirigée  sui 
vanl  MP;  elle  serait  représentée  par  la  diagonale  MR  du  ret - 
tangle  formé  sur  ces  deux  droites. 

192.  Accélération  dans  le  mauvemetit  rapporté  à  des  coord^  n- 

nées  polaires. 

Le  mouvement  du  point  M  déflni  par  les  valeurs,  en  fun.- 

tion  du  temps,  du  rayon  OM =r,  et  de  l'angle  polaire  MOA= h, 

peut  être  décomposé  en  une  tran-lr 
tion  le  long  du  rayon  OM,  et  une  rot 
tion  du  rayon  OM  autour  du  point  0. 
Supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  1j 
mouvement  du  point  le  long  du  rayra 
p.    ^3,  soit  dirigé  dans  le  sens  OM,  et  que  It 

mouvement  de  OM  autour  du  point  »' 

s'opère  dans  le  sens  qui  fait  croître  l'angle  0.    La  vik^^t 

dr 
de  glissement  du  point  M  sera  représentée  par  j^,  el  elle 

sera  positive  ;  la  rotation  sera  aussi  positive,  et  représenlec 
de 

Nous  pouvons  regarder  le  premier  mouvement  comme  un 
mouvement  relatif,  el  le  second  comme  un  mouvement  d'en- 
traînement ;  il  s'agit  de  chercher  Taccélération  tolale  du  mou- 
vement absolu  résultant. 

L'accélération  relative  jV  est  dirigée  suivant  le  rayon  0>l, 

et  est  égale  i  jTh  en  grandeur  et  en  signe. 

L'accélération  denirainement  j,  est  l'accélération  qu'aurail 
le  point  M,  s'il  était  entraîné  par  la  rotation  du  rayon  OM; 
dans  ce  mouvement,  le  point  M  décrit  une  circonférence  an 

tour  du  point  0,  avec  une  vitesse  égale  ^r-^;    raccéléralioii 

totale  de  ce  mouvement  circulaire  se  décompose  en  deux  : 
l'une  tangentielle,  dirigée  suivant  MN  perpendiculairement  J 
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OM,  et  égale  ^  f*  ^  ;  l'autre,  centripète,  dirigée  suivant  MO, 

(r-Y 
et  égale  h  ^ — ^  ^"  *  ^  (  57  )  • 

EnGn  l'accélération  complémentaire  est  dirigée  suivant  MN, 
normalement  à  Taxe  de  rotation  et  à  la  vitesse  relative,  et  elle 

a  pour  valeur  Scov^sin  a,  ou  ici,  l'angle  a  étant  droit,  ^YtTt' 

Ajoutons  algébriquement  les  accélérations  qui  ont  la  même 
direction,  nous  trouverons  pour  composantes  de  l'accéléra- 
tion totale, 

suivant  MR,         j^^_r(j?y=i„ 

suivant  MN,   r^  +  Vtrft=-'- 
ce  sont  les  formules  déjà  trouvées  g  107. 

193.  Remarque  sur  les  mouvements  observés  à  la  surface  de 
la  terre. — Les  mouvements  que  nous  observons  à  la  surface 
de  la  terre,  sont  rapportés  à  des  objets  placés  sur  cette  sur- 
face, et  que  nous  regardons  comme  fixes,  tandis  qu'en  réalité 
ils  sont  entraînés  avec  notre  planète. 
Ce  sont  donc  des  mouvements  appa- 
rents, et  Tobservation  directe  ne  nous 
révèle,  par  conséquent,  que  des  vitesses 
relatives  et  des  accélérations  relatives. 
Pour  passer  de  là  aux  vitesses  absolues 
et  aux  accélérations  absolues,  il  faut 
composer  les  unes  avec  les  vitesses 
d'entraînement,  les  autres  avec  les  ac-  j..   ^^ 

célérations  d'entraînement  et  les  accé- 
lérations complémentaires.  Le  mouvement  de  translation  de 
la  terre  et  son  mouvement  de  rotation  peuvent  d'ailleurs 
être  considérés  successivement  et  indépendamment  l'un  de 
Taulre,  sauf  à  composer  ultérieurement  les  résultats  corres- 
pondants à  chacun  d'eux  (g  187).  Si  Ton  se  borne  à  considérer 
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le  mouvement  de  rotation  diurne  de  la  terre  autour  de  la  liiDc 
des  pôles  PF,  on  reconnaîtra  qu'à  raccélération  obsenie;,, 
qui  est  celle  du  mouvement  apparent  d'un  point  M,  il  f^: 
ajouter  d'abord  l'accélération  d'enlraineinent,  j^,  du  nkm 
point,  laquelle  est  due  au  mouvement  uniforme  du  point  M 
autour  de  l'axe  PP';  elle  est  par  suite  égale  à  «•xM.W  <\ 
est  dirigée  dans  le  sens  MN;  puis  l'accélération  j^,  perprrr 
diculaire  à  la  fois  à  la  trajectoire  relative  et  à  Taxe  PP,  elt%:ait 
à  2o)rsina,  V  étant  la  vitesse  observée,  et  a  l'angle  quellef .: 
avec  l'axe  du  monde  PP.  Si,  par  exemple,  Tobservation  a  li  u 
en  un  point  de  Téquateur  EE',  et  que  le  point  mobile  suive  un 
des  méridiens,  on  aura  sin(i=0,  et  la  troisième  accéléra ti.i 
sera  nulle. 

Lorsque  le  mouvement  observé  est  très-lent,  v  est  très-p^n 
et  raccélération  j«  est  négligeable.  Mais  pour  les  mouvemenL^ 
rapides,  on  commettrait  quelquefois  une  grande  erreur  en  ru 
tenant  pas  compte  de  l'accélération  ;V 

La  dynamique  nous  offrira  de  nombreuses  applications  dt 
ces  principes. 

AGCil.ÉRATI0N  DANS  LE  MOUVEMENT  ÉPIGTCLOÎOAL. —  RATON  DE  GOCBBlfl 

DES  ÉPICTCLOÎDES. 


194.  Soit  M  un  point  invariable- 
ment lié  à  la  courbe  mobile  PQ ,  qui 
roule  sans  glisser  sur  la  courbe  fne 
nS.  Nous  supposerons  d'abord  que  la 
vitesse  de  rotation ,  ci> ,  de  la  courbt 
mobile  autour  du  point  de  contact  A 
soit  constante  ;  on  demande  de  déter- 
miner raccélération  totale  du  point  M. 

Considérons  le  point  A'  de  la  courbe 
PQ  qui,  au  bout  du  temps  dl,  sert  do 
*^  **^  centre  instantané  de  rotation,  et  vient 

se  placer  Sut  la  courbe  fixe  RS,  en  un  point  k\  qui  n*est  pas 
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indique  sur  la  figure.  Les  deux  points  A',  A'^  sont,  dans  Tétai 
primitif  de  la  figure,  à  une^listance  infiniment  petite  du  se- 
cond ordre,  et  par  suite  nous  pouvons  les  regarder  comme 
Llëjà  confondus  en  un  seul.  Soit  AA'  =  (b  ;  la  vitesse  du 

point  de  contact  le  long  des  deux  courbes  roulantes  sera  ^ , 

et  par  suite  (§143)  la  vitesse  o>  delà  rotation  autour  de  A  est 
donnée  par  Téquation 


« 


en  appelant  R  et  R'  les  rayons  de  courbure  des  courbes  PQ 
et  RS  au  point  A. 

111 
Posons  g-  4-  j^,  =  ^ ,  K  étant  une  nouvelle  longueur  déter- 
minée par  cette  relation.  Nous  aurons 


ds 
w  = 


Kdt 


La  vitesse  t;  du  point  M  est,  si  l'on  appelle  p  la  distance  AM, 
égale  au  produit  pci),  et  elle  est  dirigée  perpendiculairement 
à  la  droite  AM,  normale  au  lieu  décrit  par  ce  point  M.  Au 
bout  du  temps  dt^  le  point  M  vient  en  M',  en  parcourant 
Tare  }llW=p(ùdt.  La  droite  M' A'  sera  la  nouvelle  normale  à  la 
courbe  décrite  par  le  point  mobile,  et  par  suite,  si  l'on  prolonge 
MA,  Wk\  le  point  C  où  se  coupent  ces  deux  normales  infini- 
ment voisines,  sera  le  centre  de  courbure  de  la  courbe  MM'; 
la  distance  MC  =  p  sera  son  rayon  de  courbure. 

Cela  posé,  l'accélération  totale  du  point  M  se  décompose  en 
une  accélération  tangentielle,  dirigée  suivant  MM',  et  égale 

à  T  9  et  une  accélération  normale  dirigée  suivant  MC  et  égale 

a  — . 
P 

Mais  nous  avons  t;=p(i)=^. 
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Si  donc  0)  csl  constant, 

La  (liffèrcnlicllorfp  s'obtient  sur  la  figure  en  projelantlepoifil 
A  en  A"  sur  la  direction  CM'.  Car  A'M'  est  égal  à  p-hdpf  cl  ïmx 
MM'  est  normal  à  A'M'.  On  a  donc 

dp  =  AA'  sii)  a  =  ils  X  siii  « , 

«    étant   Tangle  de  la   direction  AM  avec  la  normale  com- 
mune AN'. 
On  en  déduit 

dr        ^/.s*  .  /  ds  Y       ,.    .  <,       ,.    . 

^     —  TT-r-,  X  Sina  =  {,.,)    X  Ksilla=  o>-X  K  Sill  y. 

dt        Kdf^  \i^"// 

Prenons  sur  la  normale  commune  AN'  une  quanti (é  AO  =:  K  ; 
alunissons  sur  MA  la  perpendiculaire  OU,  qui  sera  égale  ii 
K  sin  a.  L'accéléralion  laiigenlielle  sera  égale  à  o^x  110. 

Pour  oblenir  Taccéléralion  cenlripéte— ,  il  faut  calculer 

d'jiboi'd  la  valeur  de  p  =:  CM. 

Or  les  deux  triangles  CAA",  CMM',  sont  semblables  cl  don- 
ïienl  la  proportion 


CA  _  A  A" 


ou  bien 


et  par  suite, 


;.  —  />         r/v  l'OS  y. 


ce  (|ui  conduit,  en  définitive^'à  Téqualion 

jr-r,d/  ^'    -        K  ; 


^'       pujdl  —  ds  cub  X  ds  p  —  K  C0S;c' 

]>  -,.  —  «.s  cuba 
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Cette  équation  fait  connaître  le  rayon  de  courbure  de  Tépi- 
:ycloide  décrite  par  le  point  M.  On  en  déduit 

~=.       y  =(j>-KcOS«)Xa,«. 

Mais  K  cos  a=  AH,  et  p  —  K  cos  a = MH.  L'accélération  centri* 
pète  du  point  M  est  donc  égale  à  (i>*  x  MH. 

Les  deux  composantes  de  l'accélération  totale  du  point  mo- 
bile sont  donc  proportionnelles  à  MH  et  à  HO;  donc  Taccélé- 
ration  totale  estdirigée  de  M  vers  0,  et  elle  est  égale  à  a>*  x  MO. 

Au  point  de  vue  des  accélérations,  tout  se  passe  pendant  le 
temps  dty  comme  si  un  cercle  de  rayon  K  roulait  sur  la  tan- 
pente  à  la  courbe  fixe  au  point  A,  en  entraînant  le  point  M 
(  g  188)  ;  ce  cercle  est  ce  qu'on  appelle  le  cercle  de  roulement. 

L'accélération  centripète  est  nulle,  et  le  rayon  de  courbure 
est  infini,  pour  les  points  pour  lesquels  on  a  p  :=  K  cos  a,  c'est- 
à-dire  pour  tous  les  points  de  la  circonférence  décrite  sur  AO 
comme  diamètre.  On  donne  à  cette  circonférence  le  nom  de 
circonférence  des  inflexions. 

195.  L'équation  p= ^ montre  que   la   dislance 

^  ^     p  — Kcosa  ^ 

MA  =  p  est  moyenne  proportionnelle    entre   MC  =  p  et 

MH=p  —  Kcosa. 

De  là  résulte  la  construction  suivante  du  centre  de  cour- 
bure C.  Joignons  MO,  et  élevons  en  A  une  perpendiculaire  AI 
sur  la  droite  MA.  Soit  I  le  point  de  rencontre  de  ces  deux  di- 
rections. Par  ce  point  menons  la  droite  IC  parallèle  à  la  droite 
NN',  normale  commune  aux  deux  courbes.  Le  centre  de  cour- 
bure C  sera  à  la  rencontre  des  droites  IC  et  MA. 

En  elTet,  les  parallèles  HO,  AI,  et  les  parallèles  AO,  CI  nous 
donnent  les  proportions  : 

MH_MO 
MA~Mr 

MC_IU 
MA  "  MO' 


i9t  CENTRE  DE  COURBURE 

et  en  multipliant  membre  à  membre. 


WCxMH 

SX* 


=  1. 


196.  Remarque.  —  Si  sur  la  droite  AI  on  prend  on  po 

quelconque  K,  et  qu'on  joigne  KM,  KC. 
ces  droites  coupent  la  droite  NN  en 
deux  points  F  et  G,  et  Ton  aura  Tén- 
lilé 

AF  ^  AG  ~  AO' 

Ce  théorème  suppose  seulement  Ij 
droite  AK  parallèle  à  HO,  et  il  subside 
encore  lorsque  les  angles  égaux  MUu. 
MâK  ne  sont  pas  droits. 

Pour  le  démontrer,  menons  ML  pr- 
rallèle  à  AO. 

Les  triangles  semblables  KAF,  KDl. 
cl  les  triangles  semblables  KIC,KAG,  nous  permettent  d'expn- 

mer  ^,  et  j^  en  fonction  des  autres  lignes  de  la  figure,  l 

vient  en  effet 


Fig.  195. 


^^  -  ^^^  LK  -"^  ^  LA  +  AK' 


Donc 


AF'~IIL^AK''"ML' 


De  même 


AG~IC      IC^AK 


Faisons  la  somme,  nous  aurons 


AF  ^  AG  —  ML  "^  IC  "*  AK  \  LM       IC /' 
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Mais  les  triangles  MLA,  CIA  élanl  semblables,  nr  est  égal  à  ^; 

ML  IC 

donc  on  a  simplement 


AF^  AG"~IIL"^IC' 


ce  qui  montre  déjà  que  la  somme  des  inverses  des  longueurs 
A  F,  AG  est  constante. 

Les  triangles  semblables  lAO,  ILM,  et  les  triangles  sem- 
blables MAO,  MCI,  donnent  enfin  les  égalités 


Donc 


MI 


lï^E  =  ÂÔ^I><l^^  +  ''^l  =  î^' 


et  le  théorème  est  démontré. 

^ 

On  pourrait  d'ailleurs  observer  que  j^  est  la  valeur  que 

1        1 
prend  la  fonction  nr  +  ttî  quand  le  point  K  vient  à  coïncider 

avec  le  point  I,  car  alors  le  segment  AG  devient  infini  et  son 

inverse  est  nul  ;  la  fonction  étant  reconnue  constante,  doit 

1 

donc  être  égale  à  jt?. 

Les  rayons  de  courbure  des  courbes  RS  et  PQ  au  point  A 

111 
(fig.  194)  satisfont  à  la  relation  w  +  d7  =  ta  ;  ^^^^  ^^  P^^^ 

prendre  pour  les  points  F  et  G  les  centres  de  courbure  de  ces . 
deux  courbes  ;  le  centre  de  courbure  de  Tépicycloîde  engen- 
drée par  le  point  M  s'obtiendra  en  élevant  en  A  une  perpen- 
diculaire sur  la  droite  AM,  en  joignant  MF,  puis  en  cherchant 
l'intersection  K  de  ces  deux  droites,  et  en  joignant  le  point  K 
au  centre  de  courbure  G  ;  Tintersection  de  GK  et  de  MF  sera  le 
point  demandé.  Nous  reviendrons  sur  celte  construction  quand 
nous  étudierons  les  engrenages. 


990  AOCÊLÉRITIOII 

ACCÉLÉBATION  DAHS  LE  MOUTEIIENT  ÉPICTCLOÎDE  PLA5. 

CAS   GÉKÉRAL. 

197.  Nous  venons  de  chercher  raccëlération  dans  le  mouv^- 
ment  épicycloidal,  mais  seulement  dans  le  cas  particulier  où  b 
vitesse  angulaire  autour  du  centre  instantané  de  rotation  •  ^l 
constante.  Nous  allons  reprendre  la  question  en  supposant  «j 
cette  vitesse  angulaire  soit  variable. 

Soit  0  le  centre  instantané  autour  duquel,  à  un  inslaDt 
t  donné,  pivote   une  figure  plane;  soit  u»  sa  vitesse  ^in- 
gulaire  au  même  instant. 
Soit  (y  le  centre  instantané  autour  duquel  tourne  la  niêm: 

figure  plane  à  l'instant  t  -+■  dt ,  e: 
soit  iù  +  dtùSdi  nouvelle  vitesse  an- 
gulaire. 

Prenons  pour  axe  des  z  la  dire<> 
tion  00'  prolongée ,  et  pour  3^  ^ 
des  y  la  perpendiculaire  élevée  ^ 
cette  direction  au  point  0.  U 
droiteOX  sera  la  tangenleau  poinio 
à  la  courbe  fixe  AB,  lieu  des  (^ntre5 
Fig.  196.  instantanés  sur  le  plan,  et  à  îi 

courbe  roulante  A'B',  lieu  des  cen- 
tres instantanés  rapportés  à  la  figure  mobile. 

Posons  00'  =  d5  ;  le  point  de  contact  des  deux  courbes  pcr- 
court  Tare  (fc  dans  le  temps  dt.  Si  donc  R  et  R'  sont  les  rayons 
de  courbure  des  courbes  AB  et  A'B',  on  aura  l'équation 

Soit  M  un  point  de  la  figure  mobile,  prise  dans  la  position 
où  elle  est  tangente  en  0  à  la  courbe  fixe.  Ce  point  H  déciii 
une  épicycloïde,  et  on  demande  l'accélération  totale  de  ce 
point.  Pour  définir  sa  position,  nous  donnerons  Tangl*' 
Y0H=a,  et  la  longueur  OM=p. 
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A  rinstant  t,  le  point  M  est  anime  d*une  vitesse  normale 
à  OM  et  égale  à  pu;  en  vertu  de  cette  vitesse,  le  point  M  par- 
court dans  le  temps  dt  un  arc  ViW=:p(ùdt.  Projetons  cet  arc 
sur  les  axes  OX  et  OY,  et  divisons  par  le  temps  dt\  nous  au- 
rons les  composantes  de  la  vitesse,  savoir  : 

Vx  =  p«C03a       et       Vy  =  — pMSina. 

Au  bout  du  temps  d/,  le  centre  de  rotation  s'est  transporté 
en  0\  et  le  point  M'  reçoit  un  déplacement  perpendiculaire 
à  O'M',  avec  une  vitesse  angulaire  égale  à  (o  +  d(a.  Mais 
nous  pouvons  regarder  (§  167)  la  rotation  (ù-h  dta  autour 
de  0^  comme  la  résultante  d'une  rotation  iù  +  do),  autour  du 
point  0,  et  d'une  translation  dans  la  direction  OY ,  égale  au 
prodoit  ((i)  +  d(i))  x  00',  c'est-à-dire  égale  à  wda,  en  négli- 
geant les  infiniment  petits  d'ordre  supérieur  au  premier.  Le 
point  M'est  donc  animé  de  deux  vitesses  :  l'une,  M'm,  normale 
à  OM',  a  pour  projections  sur  les  axes  p  (w  H-  dw)  cos  (a  -h  da), 
et  —  p  (ci>  4-  dw)  sin  (a  -f-  da)  ;  l'autre,  M'm',  parallèle  à  OY,  a 
pour  valeur  (i>d(7.  On  aura  donc,  en  appelant  v'^,  v\  les  com- 
posantes de  la  nouvelle  vitesse, 

f/s  =  P[Oi-k-'  dài)  COS  (a  +  dx), 

1^9  =  flx/? — p  («  +  dû»)  sin  (a  4- rf«) . 

La  distance  p  reste  la  même  pour  les  deux  points  M  et  M', 
car,  MM'  étant  infiniment  petit  et  perpendiculaire  à  OM,  les 
deux  droites  OM,  OM'  difTèrent  d'un  infiniment  petit  du  second 
ordre,  qui  doit  être  supprimé. 

Développons,  supprimons  les  termes  du  second  ordre,  et 
observons  que  da  =  i^dt  ;  il  vient 

v",  =r  po)  cos  a  +  pdoi  C08  a  — ^'oi^sin  a  dt, 

v'y  =  ^9  -^  pu  sin  a  —  pd^  sina  —  pu*  cosa  dt. 

Les  composantes  parallèles  aux  axes  de  l'accélération  totale 
sont,  par  conséquent, 

;*=. — n^ — =pcos«x^— pu'sinB, 

r'f  —  i>f         da  doi  , 

;»  = -ï^j^' =  u  jj  — p  sin«x  ^  —  pu«  cos«. 


SM  -AGCÈLË1UTI0!! 

L*accêléntioo  du  point  M  peut  donc  être  décomposée  e:^ 
trois  accélérations  :  une  dirigée  de  H  vers  0,  et  égale  à  fs: 

une  dirigée  tangaitieDement  k  Tare  MX',  et  égale  à  p  ^;  one 

troisième  dirigée  parallèlement  à  OT,  et  égale  à  »  ^.  Les  deui 

premières  correspondent  an  mouvement  de  rotation  qui  s V:- 
fectue  autour  de  0  avec  une  vitesse  angulaire  variant  de  t  j 
i-hdi^:  la  troisième,  au  mouvement  de  translation  qui,  com- 
posé avec  la  rotation  w  +  dw,  transporte  cette  relation  û 
centre  0  au  centre  (Y. 

Cette  troisième  accélération  ù  -r-  peut  se  décomposer  au-i 

sui\'anl  la  normale  MO,  et  suivant  la  tangente  MM\  et  l'on  aun. 
en  appelant  ;\  et  jj  les  deux  composantes  de  Taccélération  totale. 

j9  =  ;»*•'  —  u  ^^  cos«» 

Vtn    GÉOMÉTKIOrCS     DES    P0I5TS    D05T    L*ACGÉL<RA1KMf   SAHSFAIT  A 
CERTAINES  a>5DniO!SS  D055ÉE8.  —  CE5TRE  DES  ACCÉLÉRATIONS. 

19$.  Les  points  géométriques  de  la  figure  mobile  sont  déllris 
dans  le  paragraphe  précédent  par  les  coordonnées  polaires  p 
et  x;  on  peut  aussi  les  rapporteraux  axes  rectangulairesOî,  OY. 
en  remplaçant  p  sina  par  x,  etpcosx  par  y.  Les  accélérations 
projetées  sur  les  axes  deviennent  alors 

*  àr  du        ^ 

1*  Cherchons  d\ibord  le  lieu  des  points  du  plan  qui  à  rio- 
stant  t  ont  une  même  accélération  totale;.  Nous  n'avons  qu'a 
élever  au  carré  les  équations  (1),  et  &  ajouter;  il  viendra 
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Cette  équation  représente  une  circonférence,  dont  le  centre 
a  pour  coordonnées 

dût  dv 

x=. 


"TtTt 


dt 


6.»- 


»  = 


-(sr 


La  position  de  ce  point  est  indépendante  de  Taccélération 
donnée  j,  et  par  suite  les  points  dont  les  accélérations  sont 
égales  forment  une  série  de  circonférences  concentriques. 

Si  Ton  applique  au  point  (3)  les  formules  (1),  on  verra  que 
j^  =  0  et  j|=  0,  de  sorte  que  le  centre  commun  des  circonfé- 
rences lieux  des  points  dont  les  accélérations  sont  les  mêmes, 
a  une  accélération  nulle.  Nous  nommerons  ce  point  le  centre 
des  accélérations. 

^  Les  lieux  des  points  dont  l'accélération  totale  a  une  même 
composante,  parallèle  à  l'axe  des  x,  ou  à  Taxe  des  y,  com- 
prennent deux  séries  de  droites  parallèles,  dans  deux  direc- 
tions rectangulaires. 

Le  lieu  des  composantes  égales  suivant  OX  a  pour  équation 

^  y  —  w  *  =  const., 

et  le  lieu  des  composantes  égales  suivant  OY, 

^  «  +  ««y  =  const. 


Le  coefficient  angulaire  de  la  première  directione  st 


(0* 


(g) 
celui  de  la  seconde,  —  ^—^ 


m 


Si  l'on  considère  en  particulier  les  points  pour  lesquels 
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j,=0,  et  ceux  pour  lesquels  j,=0,  les  premiers  sont  sur  b 
droite 

qui  passe  par  l'origine  ;  les  autres  sont  sur  la  droite 

Ces  deux  droites  se  coupent  au  point  pour  lequel  j  =  <s 
c'est-à-dire  au  centre  des  accélérations. 

Il  est  à  remarquer  que  les  directions  de  ces  droites  ne  •!'- 

pendent  pas  de  la  vitesse  ^-  du  point  de  contact. 

5"*  Enfin,  cherchons  les  lieux  des  points  pour  lesqueb  Tiir.o 
des  deux  composantes  j;,,  Jt  a  une  valeur  donnée.  Les  éqi:3- 
tions  des  lieux  cherchés  seront,  en  coordonnées  polaires, 

put*  —  en  -.-  co«a=  const., 
d^  dv   . 

^dï^^  ^sina  =  coDst. 

Ces  équations  représentent  les  courbes  appelés  limaçons  tk 
Pascal.  Sur  Taxe  OY   (fig.  197),  prenons   une  quanlilij 

^  Tt      i  de 
OC  =  — r-  =  -  -r.  •  Puis  sur  OC  comme  diamètre  décrivons 


«  ~~'dt 


(I)  b> 

une  circonférence.  Le  lieu  représenté  par  la  première  équa- 
tion s'obtiendra  en  prolongeant  [d  une  même  quantité  MF 
toutes  les  cordes  OM  issues  du  point  0  et  comprises  dans  le 

d: 

cercle  OC.  De  même,  si  sur  Taxe  OX  on  prend  06=--:-, 

Jt 

et  qu'on  décrive  un  cercle  sur  06  comme  diamètre,  le  lieu  des 
points  pour  lesquels  la  composante  jj  est  constante,. sera  le 
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limaçon  obtenu  en  prolongeant  les  cordes  ON  d'une  quantité 
constante  NQ. 


Fig,  197. 

Les  cercles  OC,  OB  représentent  les  lieux  des  points  pour  les- 
quels ji,  et  Jt  sont  respeclivement  nulles  ;  le  premier,  OC,  est 
donc  la  drconférmce  des  inflexions  y  le  long  de  laquelle  ;k=0  ; 
son  diamètre  OC  ne  dépend  pas  des  circonstances  du  mou- 

1  rfff 
vement  de  la  figure  mobile;  car  il  est  égal  à  -  77,  c'est-à-dire 

Cl)  ût 

1 

à  -j — j-,  en  appelant  R  et  IV  les  rayons  de  courbure  des 

courbes  AB,  A'B'  (g  194).  L^aulre  cercle  OB  a  pour  diamètre 
dd 

"•  1 

,  et  dépend  par  conséquent  du  mouve- 


""Ti 


=  -7-r^X 


di       \dt)     R"^R' 


ment  imprimé  à  la  courbe  A'B'. 

Ces  deux  cercles  se  coupent  en  deux  points,  le  point  0 
et  un  autre  point  S.  Comme  Tune  des  composanles,  jj  oujn, 
est  nulle  pour  les  points  appartenant  à  l'un  des  cercles, 
elles  sont  nulles  à  la  fois  aux  points  communs  aux  deux  cir- 
conférences,  et  on  pourrait  en  conclure  que  raccéléralion 
totale,  résultante  de  Jt  6t  de  Jh,  est  nulle  aux  deux  points  0  et  S. 
La  conclusion  est  exacte  pour  le  point  S;  mais  elle  est  fausse 
pour  le  point  0.  Au  point  S,  en  effet,  le  rayon  OS  est  la  dircc- 
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lion  commune  prise  par  des  rayons  menés  du  point  0  ï 
des  points  infiniment  voisins  du  point  S,  situés  respecliTem*  i.: 
sur  les  circonférences  OB  et  OC.  En  ce  point,  par  conséquer/., 
la  décomfK>sition  de  Taccoléralion  totale  j  se  fait  suivant  la  di- 
rection SO  et  une  direction  perpendiculaire,  et  dire  que  L-s 
composantes  sont  nulles  suivant  ces  deux  directions,  c  e^r 
dire  que  l'accélération  j  est  nulle  elle-même,  lien  est  autn^ 
ment  au  point  0.  Considérons  un  point  M' infiniment  voisin 
du  point  0  sur  le  cercle  OC;  l'accélération  totale  de  ce  point 
se  réduira  à  sa  composante  tangentielle /r  >  normale  à  OM . 
à  la  limite,  celte  composante  sera  parallèle  à  Taxe  OY.  Do 
même,  considérons  un  point  M'  sur  le  cercle  OB;  son  aoxlc- 
ration  se  réduit  à  la  composante  centripète  ;,,  qui,  à  la  iimile. 
est  aussi  parallèle  à  Taxe  OY.  L'accélération  du  point  0  est  ei 

définitive  dirigée  suivant  OY,  et  égale  à  o) -j^ycommerindiqucni 

les  formules  qui  donnent;,  et;,,  et  les  deux  cercles  OB,  Ot 
peuvent  se  couper  en  ce  point,  en  rendant  nulle  Fune  des  deui 
composantes  jx,  jr,  sans  rendre  pour  cela  l'accélération  total 
;  égale  à  zéro,  parce  que  la  décomposition  de  cette  accélération 
;  ne  se  fait  plus  dans  tous  les  cas  suivant  les  mêmes  diav- 
tions. 

Il  n'y  a  donc  qu'un  seul  point,  le  point  S,  dont  l'accéléra- 
tion totale  soit  nulle.  Ce  point  est  le  centre  des  accélérations. 
Les  trois  points  C,  S,  B  sont  en  ligne  droite.  La  direction 
OS,  axe  radical  des  deux  cercles  OB,  OC,  est  le  lieu  des  points 

pour  lesquels  jx  =  0.  La  droite  (T. 
est  le  lieu  des  points  pour  les- 
quels ;,=:=0. 

199.  Nous  terminerons  en  don- 
nant une  propriété  mécanique  du 
point  S. 

Soient  x'y  y',  ses  coordonnées 
rapportées  aux  axes  OX,  OY,  et 
soient  Ç,  tj  les  coordonnées  d'un 
point  M  rapportées  à  des  axes  SX',  SY',  menés  par  le  point  S 


Fig.  1». 
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parallèlement  à  OX  et  à  0¥.  Nous  aurons  les  équations 
x  =  Ç-i-a5',  j/=iQ-Hy',  qui  nous  permettront  de  passer  des 
axes  primitifs  aux  nouveaux  axes  ;  faisant  cette  transforma- 
tion, il  viendra  pour  les  composantes  ;«,  j,,  de  Faccélération 
totale  : 

en  observanl  que  la  substitution  de  x'  et  y'  à  x  et  y  dans  les 
équations  (1)  donne  0  pour  j,  et  pour ;,.  Rapportées  aux  nou- 
veaux axes,  les  équations  (1)  perdent  ainsi  le  terme  en  u>  -7-. 

Passons  aux  coordonnées  polaires  en  posant  MSY'=a'  et 
S  M  =p'.  Il  viendra 

l  =  p'  sina',       ïj  =  p'  cos  «'. 

Donc 

Jx^iy-^  COS  «' — [/vr  Sin  a, 

;,  =  —  p*  —  bin  »  — 1/«^  COS  af. 

Sous  cette  forme  on  reconnaît  que  l'accélération  totale  peut 
se  décomposer  en  une  composante  pV,  dirigée  suivant  MS, 

et  une  composante  p'-^y  dirigée  suivant  MT',  perpendiculaire 

à  MS;  c'est-à-dire  que  les  accélératiotis  des  divers  points  de  la 
figure  sont  les  mimes  que  si  la  figure  entière  tourtiait  autour  du 
point  S,  avec  les  vitesses  angulaires  successives  co  et  (o  +  dco. 

On  pourrait  appeler  le  point  0  le  centre  des  vitesses^  car  les 
vitesses  des  points  M  sont  distribuées  comme  si  la  figure 
tournait  autour  du  point  0.  Les  accélérations  sont  distribuées 
comme  si  elle  tournait  autour  du  point  S,  ce  qui  justiûe  le 
nom  de  centre  des  accélérations. 
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CIRCONFERENCE 


USAGE   DE    LA    CIRCOÎSFÉRENCE  DES  INFLEXIONS   TOUR   TROUYEK   LC 
RAYON    DE    COURBURE    DES    COURBES    ÉMCYCLOÏDALES. 


•200.  Le  diamètre  oc  de  la  circonférence  des  inflexions  esl 


ûj^al  à 


1 


Pour  trouver  le  ravon  di* 

a» 

courbure  de  répicycloidcon- 
yendré  par  un  point  M,  on 
doit  joindre  OM  (g  105)  ;  celle 
droite  coupe  en  P  la  circon- 
férence des  inflexions:  un 
prendra  ensuite  pour  le 
l'jvon    de    courbure    cher- 

et 

cbé,  p,  une  troisième  proportionnelle  aux  segments  MP,  MO: 

Dans  cette  é(|uation,  il  convient  d'attribuer  un  signe  au  si>^- 
ment  MP  et  au  rayon  p.  Le  signe  du  segment  MPest  détermine 
par  la  dilïérence 


MP^y>- 


1 


Il  ^  1'/ 


-  i:os  a  -^  MO  —  oc  cos 


a. 


Le  segment  esl  donc  positif  ou  négatif  suivant  que  le  point 
M  eU  en  dehors  ou  en  dedans  du  cercle  des  inflexions. 

Le  rnyon  de  courbure  z  a  le  même  signe  que  le  segment 
MP,  (ît  doit  élre  porté  dans  le  sens  MP  à  parlir  du  point  M. 

Celle  équation  s'appliijue  à  Ions  les  points  de  la  figure.  Si 
donc  on  connaît  les  rayons  de  courbure  p  et  p''  pour  les  tra- 
j(*cloires  île  deux  points  M',  M",  on  pourra  conslruire  les  deux 
points  P' el  P^' correspondants,  puis,  faisant  passer  une  eir 
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onférence  par  les  trois  points  0,  P',  P,  on  pourra,  par 
application  de  la  même  formule,  trouver  le  rayon  de  cour- 
>ure  de  l'épicycloîde  décrite  par  le  point  M. 

Prenons  pour  exemple  un  triangleMM'M%  dont  deux  sommets 
1%  M''  glissent  sur  deux  courbes 
lonnées  A',  AT.  Soient  C\  C"  les 
entres  de  courbure  de  ces  deux 
»urbes;   les   normales  C'M', 
^''M''  se  coupent  en  un  point  0, 
{ui  sera  le  centre  instantané 
le  la  figure  mobile.  Les  courbes 
lirectrices  tournant  leur  con- 
vexité vers  le  centre  instan- 
tané O,  les  rayons  p'=:WC\ 
p''=WC  doivent  être  pris  né- 
gativement, ce  qui  exige  qu'on  porte  aussi  les  distances  MT\ 
M'^P  sur  les  normales,  à  partir  des  points  M' et  M",  en  sens 
contraire  des  sens  M'O,  M"0. 
Prenons 


Fig.  «00. 


M'P'  = 


1I'P  = 


M'C' 


Puis  par  les  trois  points  P',  P"  et  0,  faisons  passer  une  circon- 
férence. Elle  rencontrera  en  un  point  P  la  droite  OM,  normale 
ù  la  trajectoire  du  point  M,  et  le  point  C,  centre  de  courbure 
de  cette  trajectoire,  s*obliendra  en  prenant 


La  même  construction  donne  la  tangente  au  lieu  des  cen- 
tres instantanés  de  lotation  successifs,  car  ce  lieu  touche  le 
cercle  des  inflexions  au  point  0. 


lie.  OOLUOHOII. 


90 


3(ir. 


TIll-OKÉMfc; 


TIIEOUEME  DE   BOBILLIEU 
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1 


/ 


/ 


.>•' 


\ 


\ 


h' 


'  a 


201 .  Lorsfiue  deux  côtes  ifnn  trUnKjle  (jlissent  respectivcmcnl 
sur  deux  dreonférenves  fixes,  le  troisième  côté  enveloppe  une 
troisième  circonférence. 

Soit  A1)C  le  Irianirle  mobile  ;  3  et  y  les  deux  cercles  donnée. 
le  cùlé  AR  louche  couslainmenl  la  cireonféreuce  y;  le  c«'>lé  AC 

louche  la  circonférence  ;. 
Les  points  c  et  h,  par  lob- 
(uiels  chacune  des  droili^ 
/\"   \  -.  AI»,  AC,  touche  son  en\o- 

loppe,  sont  les  pieds  dos 
perpendiculaires  abaissées 
du  centre  instantané  sur 
•'  ces  droites  elles-mémoî:. 
On  aura  donc  le  cenire  in- 
stantané de  rotation,  0, 
(Ml  chercliant  l'intersecliuii 
Fi-.  201.  des    perpendiculaires  H>, 

/;0,  élevées  en  c  et  h  sur  ks 
colés  AI),  AC  ;  ces  perpendiculaires  passent  par  les  centres 
fixes  Y  et  ^'^des  cercles  donnés.  I/angle  yO^'>  élant  le  supplénieiil 
de  l'angle  constant  BAC,  le  point  0  appartient  à  un  cerele 
passant  par  les  points  y  ot  fi.  Ce  cercle,  qu'on  peut  conslrinre, 
est  donc  le  lieu  des  centres  instantanés  de  relation  succesbif^ 
du  triani^le. 

Pour  avoir  le  point  a  par  le(piel  h»  troisième  coté  DC  loiielic 
son  enveloppe,  il  suffit  d'abaisser  du  point  0  une  perpendi- 
culaire Oa  sur  ce  cùlé.  Celte  i)erpendiculaire  passe  par  le  cen- 
tre de  courbure,  a,  deTeuveloppe  cherchée,  point  dont  nous 
ignorons  encore  la  position.  Dans  le  dé[)lacement  inliiiimenl 
petit  du  triangle,  lout  se  passe  comme  si  le  coté  BC  tournnil 


*  Cours  ilc  gîométnc  pour  la  vcoles  d'arls  rt  inriicrs. 


DE  BOBIUIER.  307 

angentiellement  à  un  cercle  ayant  pour  centre  ce  point  a.  Dans 
:e  mouvement  élémentaire,  le  centre  instantané  de  rotation 
le  la  figure  se  déplace  le  long  du  cercle  ^0^  ;  de  plus,  les  an- 
gles ^Oa,  BCA,  dont  les  côtés  sont  respectivement  perpendi- 
culaires, sont  égaux  ou  supplémentaires,  et  par  conséquent 
?angle  30a  est  connu  ;  le  point  0  est  donc  aussi  assujetti  à  se 
fnouvoir  sur  un  cercle  passant  par  les  trois  points  0,  a,  p  ;  le 
mouvement  du  point  0  serait  donc  impossible,  à  moins  que 
CCS  deux  cercles  ne  coïncident,  ce  qui  exige  que  le  point  a  soit 
situé  à  rintersection  du  cercle  Oy^  avec  la  perpendiculaire  Oa 
prolongée. 

Il  en  résulte  que  le  point  a  est  fixe  ;  d'abord  il  est  situé  sur  le 
cercle  fixe  Of?  ;  ensuite  les  arcs  Pa,  ^ct  sont  constants  comme 
correspondant  sur  ce  cercle  à  des  angles  inscrits  constants 
yOx,  gOa.  On  peut  ajouter  que  le  triangle  qu'on  obtiendrait  en 
joignant  les  points  a,  p,  y  ^^^  semblable  au  triangle  donné. 

L'enveloppe  du  côté  BC  est  donc  un  cercle  MN  décrit  du 
point  a  comme  centre,  avec  aa  pour  rayon. 

Si  les  côtés  ÂB,  ÂC  étaient  assujettis  à  glisser  sur  des  cour- 
bes quelconques,  on  pourrait,  pendant  un  intervalle  de  temps 
infiniment  petit,  substituer  i\  ces  courbes  leurs  cercles  oscu- 
lateurs  aux  points  c  et  fr,  et  la  construction  du  point  a  ferait 
connaître  le  centre  de  courbure  de  l'enveloppe  du  troisième 
côté  BC. 

La  normale  au  lieu  décrit  par  un  sommet  quelconque  B, 
du  triangle  mobile,  s'obtiendra  en  joi- 
gnant OB.  Or  les  angles  c  et  a  du  qua- 
drilatère OaBc  étant  droits,  ce  quadri- 
latère est  inscriptible,  et  OB  est  le  dia- 
mètre du  cercle  circonscrit.  Le  cercle 
circonscrit  au  quadrilatère  OaBc  est 
donc  tangent  en  B  au  lieu  décrit  par  le 
point  B.  On  en  déduit  la  méthode  sui- 
vante pour  mener  une  tangente  au  lieu  Fig.  îw. 
décrit  par  le  sommet,  B,  d'un  angle 
constant  dont  les  côtés  Bc,  Ba,  glissent  sur  des  courbes  don- 
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nées  mn,  pq  (fig.  202) .  11  suffît  de  joindre  les  points  de  conlaclû 
et  c,  et  de  décrire  sur  la  droite  ac  un  segment  capable  de 
l'angle  donné  B.  Le  cercle  oRc  sera  tangent  au  lieu  àtxni 
par  le  sommet  B. 


GoxposAirrEs  de  la  vrrEssE  dVn  pou«t  d'un  coups  solide 

ASSUJETTI  A  TODRNER  AUTOUR  d'uN  POINT  FIXE. 


Fig.  S03. 


202.  Soit  0  le  point  fixe  autour  duquel  tourne  le  corps  ;  ÛA 
Taxe  instantané  de  rotation,  autour  duquel  il  est  animé,  au 
bout  du  temps  ^  d'une  vitesse  angulaire  ta.  Nous  pouvons  lir* 

composer  la  rotation  tù  en  trois  rela- 
tions Pj  9,  r,  autour  de  trois  ait'S 
rectangulaires  OX,  OY,  OZ,  mciiJs 
par  le  point  0.  Nous  nous  projo- 
sons  de  chercher  les  projections  sut 
-r  les  axés,  de  la  vitesse  linéaire  d  un 
point  M ,  lié  invariablement  au 
corps.  Ce  point  décrit  dans  le  temps 
dt^  autour  de  OA,  un  arc  élémen- 
taire M\r  égal  à  MP  x  tadt  (MP  étant  la  distance  du  point  M  j 
l'axe  instantané),  dans  une  direction  perpendiculaire  au  pljn 
UAM.  Ce  sont  les  composantes  suivant  les  axes  de  cet  arc  inti- 
niment  petit,  qui,  divisées  par  dt,  nous  donneront  les  vitesse^ 

cherchées  ^*  i  -n?  -t.*  La  méthode  la  plus  simple  consiste  n 

chercher  successivement  les  variations  produites  sur  les  cooi 
données  x,  t/,  %  du  point  M,  par  les  rotations  composantf^ 
p,  g,  r,  considérées  seules,  et  à  additionner  algébriquemeol 
les  résultats  partiels  obtenus. 

C'est  cette  méthode  que  nous  avons  suivie  g  1 75,  quand  nou> 
supposions  le  corps  animé  à  la  fois  des  translations  v,  r,  u, 
parallèlement  aux  axes,  et  des  rotations  p,  9,  r,  autour  de> 
axes  ;  le  résultat  peut  donc  se  déduire  des  équations  (1)  de  la 
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page  256,  en  y  faisant  nulles  les  trois  vitesses  u,  Vy  w;  il  vien- 
dra, en  divisant  parc/^ 

dx 

d% 

équations  qui  se  transforment  Tune  dans  Tautre  à  l'aide  d'une 
permutation  tournante^  en  changeant  simultanément  x  en  y, 
y  enz,z  en  x,  etp  en  9,  9  en  r,  r  en  p. 

Comme  les  trois  équations  ainsi  obtenues  ont  une  grande 
importance  dans  la  théorie  de  la  rotation  des  corps  solides, 
nous  les  établirons  d'une  seconde  manière,  plus  directe,  en  ce 
qu'elle  n'emprunte  rien  à  la  théorie  de  la  décomposition  des 
rotations  et  des  mouvements. 

Convenons  de  représenter  la  rotation  o)  autour  de  OA,  par 
une  longueur  portée  sur  OA  à  partir  du  point  0  ;  projetons 
cette  longueur  sur  les  axes,  et  soient  p,  9,  r,  les  longueurs  des 
projections.  La  direction  de  l'axe  OA  sera  définie  par  les  co- 
sinus des  angles  AOX,  AOY,  AOZ,  c'est-à-dire  par  les  trois 

rapports  ~,  -1  -;  la  somme  des  carrés  de  ces  rapports  est 
(i>  (•>  (i> 

égaleàTunité.  Soient  x,  y,  2,  les  coordonnées  d'un  point  M  du 

corps  solide  dans  sa  position  primitive  ;  x + dx,  j/  -{-  dt/,  2  +  c/^s, 

les  coordonnées  de  la  seconde  position,  M',  du  même  point, 

au  bout  du  temps  dt.  Nous  remarquerons  que  la  rotation  au- 

iouf  de  OA  ne  change  ni  la  distance  du  point  M  au  point  0, 

ni  Tangle  que  fait  cette  distance  avec  Taxe  de  rotation  OA. 

La  distance  du  point  M  à  l'origine  est  égale  à  v'^*-hf/'+2'; 

et  comme  elle  reste  la  même  quand  le  point  M  passe  en  M',  sa 

différentielle  est  nulle,  ce  qui  donne  la  relation 

[i)  xdx'\'ydy'^%dz=0. 

L'angle  Y  de  la  direction  OM  avec  Taxe  OA  a  pour  cosinus 
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la  somme  des  produits  des  cosinus  des  angles  que  ces  deux 
directions  font  avec  les  axes  : 


L'angle  V  ne  variant  pas  quand  x,  y,  »,  deviennent  x  4- rfj, 
y-hdy^  2 +e/x,  on  aura  de  même  en  difTérentiant 

(2)  jHix'{-qdy'\-rdz=0. 

Cette  dernière  équation  s'établirait  plus  vite  en  exprimant 
que  les  directions  MM'  et  OA,  définies  par  leurs  projections 
respectives,  (te,  dj/,  dz,  et  p,  7,  r,  sont  rectangulaires. 

Des  équations  (1)  et  (2)  on  déduit  en  éliminant  successive- 
ment d%,  dx,  dy,  la  suite  des  rapports  égaux  : 

'3  <*a;      ^      rfy      _      ds 

^  ^  7i — ry      rx^pz     py — qx* 

et  la  iquestion  est  ramenée  à  déterminer  la  valeur  commune 
de  CCS  trois  rapports.  Pour  cela,  é!evons-les  au  carré,  puis 
ajoutons  les  trois  fractions  terme  à  terme,  et  extrayons  la  ra- 
cine carrée  des  termes  résultants  ;  Tégalitë  des  rapports  ne  sera 
pas  troublée,  et  Ton  aura  par  conséquent 


,.  dx dy ds  ^da^-^-dy^-j-dz* 


75- ry      rx—pz      py-^gx      v^l^s— ry)«-f-(rx— p5)*-h(pi/— çx;* 

Le  numérateur,  pris  positivement,  représente  Tare  MM'. 
Quant  au  dénominateur,  il  peut  se  transformer  de  la  ma- 
nière suivante.  On  a  identiquement  * 

(gz  -  ry)*-\-{rx  — ;n)«-H(/)y— ^jr)» 

*  Cette  identité  montre  comment  le  produit  de  la  somme  de  trois  carrés  psr 
la  somme  de  trois  carrés  peut  se  mettre  sous  la  forme  d*une  somme  de  quatre 
carrés. 
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Abstraction  faite  du  signe,  la  racine  carrée  indiquée  est 
i  gale  à 

=  iM  V«*-f-y*+3«  v^l  -  cos«  V=  w  V^«M-y«+?  sin  V  =  w  X  MP. 

Le  rapport  est  donc  égal  en  valeur  absolue  à  la  fraction 

MM' 

:,  c'est-à-dire  n  (l^ 


XMF 

Mais  il  reste  à  discuter  le  signe  avec  lequel  di  doit  être  pris. 
On  résoudra  cette  dernière  question  en  suivant  la  marche  in- 
diquée dans  le  g  186  pour  un  problème  tout  à  fait  semblable. 
!^ous  appliquerons  les  formules  à  des  cas  particuliers  où  le 
signe  de  dt  soit  facile  à  déterminer  a  priori,  La  loi  de  conti- 
nuité exige  qu*on conserve  cette  détermination.  Supposons  par 
exemple  que  Taxe  OA  coïncide  avec  OZ;  les  quantités  p  et 
q  seront  nulles,  et  la  quantité  r  sera  égale  à  eu.  Si  de  plus  (o  est 
positif,  cette  rotation  s'opérant  autour  de  OZ,  de  X  vers  Z,  fera 
croître  l'ordonnée  y  de  tout  point  M  qui  se  projette  dans 
l'angle  ZOX,  et  décroître  son  abscisse  x;  donc  les  formules, 
en  y  faisant  x,  y  elr  positifs,  en  même  temps  que  p  et  9  nuls, 
doivent  donner  Jt/ positif  et  dx  négatif;  ces  hypothèses  parti- 
culières, introduites  dans  les  équations  (3),  les  réduisent  à 

dx  dy dz 

— ry  ~~rx       0  " 

De  là  résulte  que  dz  est  nul,  et  que  les  rapports et— 

sont  tous  deux  positifs.  Aussi  devra-t-on  prendre  positive- 
ment la  valeur  commune ,  dt^  des  trois  rapports,  ce  qui 
ramène  les  équations  (4)  à  la  forme  définitive  : 

Îdx=[qz^ry)dl, 
dy=={rx—pz)dt, 
d%  =  {py^  qx)  dt. 

Nulle  part  dans  tout  ce  raisonnement  on  n'a  considéré  les 
quantités  p,  9,  r  comme  des  rotations  qui  s'effectuent  autour  des 
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aies  coordonnés,  et  dont  la  coexistence  puisse  remplacer  h  ro- 
tation ci>  autour  de  OA.  Ce  sontde  simples  quantités  auxiliaires, 
qui  définissent  à  la  fois  la  direction  OA  et  la  grandeur  de  la  ro- 
tation, mais  qui  n'ont  pas  d'autre  signification  cinématique.  Les 
équations  (5)  une  fois  démontrées  de  celte  manière,  on  pourra 
en  déduire  la  loi  de  la  décomposition  d'une  rotation  OA  en 
trois  rotations  autour  d'axes  rectangulaires  :  il  suffit  dol- 
server  que,  d*après  ces  équations  (5),  les  déplacements  dus  à 
la  rotation  ci>  autour  de  OA  peuvent  s'obtenir  en  composant 
les  effets  particuliers  de  trois  rotations  égales  h  p^  q^  ry  qu: 
s'effectueraient  respectivement  autour  des  trois  axes  OX,  Oï, 
OZ,  en  sorte  que  l'ensemble  des  Irois  rotations  p,  9,  r,  équi- 
vaut à  la  rotation  «o. 


ACCÉLÉRATION   DANS   LE    MOUVEMENT   D^UN    SOLTOE    AUTOUR    h^uy 

POINT  FIXE   0. 


203.  Soit,  à  rinstant  t,  OA  Taxe  autour  duquel  le  corps  solide 
tourne  avec  une  vitesse  angulaire  o).  Par  le  point  G,  menons 

trois  axes  rectangulaires  fixes  OX, 
OY,  OZ.  Nous  pouvons  décomposer 
la  rotation  co,  dont  l'axe  est  dirii.é 
suivant  la  droite  OA,  en  trois  rota- 
tions Pj  9,  r,  autour  des  axes  coor- 
donnés ;  ces  rotations  produisent 
pendant  le  temps  infiniment  petit  di 
des  variations  dx,  dy^  dz^  sur  les 
coordonnées  rectangulaires  x,  y.  j 
d'un  point  M,  lié  au  corps  ;  nou> 
venons  de  voir  (§  202)  que  ces  variations  sont  données  par  le< 
équations  : 

dz  =  {j}y^qs)di. 


Fig.  «4. 
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Les  composantes  de  la  vitesse  du  point  M  sont 

dz 
dz 

Les  difTérentielies  dxj  dy^  dz  sont  les  projections  sur  les 
axes  du  déplacement  infiniment  petit  MM'  du  point  M,  tour- 
nant d'un  angle  tadt  autour  de  OÂ. 

Au  bout  du  temps  dt,  l'axe  de  rotation  est  devenu -la  droite 
0A%  et  le  point  mobile,  parvenu  en  M',  est  animé  autour  de 
cette  droite  d'une  vitesse  angulaire  bi  +  da>,  qui  l'amène  de 
M'  en  M''  dans  un  nouvel  intervalle  de  temps  dt.  Les  compo- 
santes de  la  rotation  o)  +  dio  suivant  les  axes  sont  p  +  dp, 
g-f-dç,  r-\-dr;  les  coordonnées  de  M'  sont  d'ailleurs 
x-hiqz — ry)dt,  y  +  (rx  —  p^)dty  z-\-(py — qx)dt.  Appe- 
lons v'gj  v\ ,  t;',  les  composantes  de  la  vitesse  du  point  M' dans 
le  passage  de  M'  en  M'';  nous  aurons,  en  appliquant  les  équa- 
tions (2), 

|r',=  (q+dq)  [z-hipy-  qx)dt]  -  (r-frfr)  (y+lrx  -  pz)dll 
9't=(r-^dr)[X'h{q^''ry)di]^{p  +  dp)lz+{py^qx)dil 
Vt=:lp'hdp]lij'\-{rx-^pz)di]-'{q-hdq)[x+(qz^ry)dt]. 

Pour  en  déduire  les  composantes  j^,  ;,,;<,  de  l'accélération 
du  point  M,  il  suffit  de  diviser  par  dt  les  accroissements  des 
composantes  des  vitesses  ;  il  vient,  en  effaçant  les  termes  in- 
finiment petits, 

j^='!^^y^-xp^^(p*-^q^)z+r{px-^qy). 
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Fig.  205. 


Pour  simplifier  ces  formules,  sup- 
posons que  nous  prenions  pour  axe 
des  %  la  droite  OÂ,  axe  instantané 
du  solide  à  l'instant  ty  et  pour  plan 
des  ZOX  le  plan  AOA',  plan  tangenl 
commun  aux  deux  cônes,  dont  l'un 
est  fixe  dans  l'espace,  et  doniraulre. 
mobile  avec  le  solide,   Tentrjîne 


dans  son  roulement  sur  le  premier.  On  aura  à  Tinstant/ 

9  =  0, 

r  =  w. 

• 

La  rotation  to,  supposée  positive,  s*opère  de  X  vers  Y- 
A  rinstant  t  -t-  dt^  la  rotation  «o  •+•  dw,  s'opùre  autour  dr 
Taxe  OA',  qui  fait  un  angle  XOk'  =  dz  avec  Taxe  OA;  décom- 
posons cette  rotation  autour  des  axes  OX,  OY,  OZ;  noii> 
aurons 

p  -4-  tlp  =  (w  +  rfwjcos  ( ^  +  «'ï ]» 

r  4-  f/r  =  (w  -|-  dot)  cos  dv, 

* 

OU,  en  retranchant  les  premières  équations  et  en  supprimant 
les  infiniment  petits  du  second  ordre, 

dp  ='-'  t»d<rr 
dg  =  0, 
dr  :=  (iw . 

Substituons  ces  valeurs  dans  les  équations  (4),  il  vient  pour 
les  équations  simplifiées 


(5) 


h 


d^  .        dv        . 


dt 


-y^dt 


dt 
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Au  lieu  d'employer  les  coordonnées  rectangles,  on  peut  dé- 
finir la  position  des  points  du  solide  à  Taide  des  coordonnées 
polaires  (g  65)  .Du  point 0  comme  centre,  décrivons  une  sphère 
avec  un  rayon  OM  arbitraire.  La  position  du  point  M  sera  dé- 
finie sur  cette  surface  par  les  deux  angles  ZOM  =  ô  et  XO?l  =:  <?. 

Pour  exprimer  les  coordonnées  x,  y,  s,  en  fonction  des 
nouvelles  coordonnées  R  =  OM,  6  et  9,  on  aura  les  équa- 
tions : 

2;  =  Rsin9cos7, 

Le  corps  tourne  autour  du  point  0  ;  la  distance  OM  reste 
donc  constante  pour  un  môme  point  dans  toute  la  suite  du 
mouvement.  Décomposons  Taccélération  totale  du  point  M 
suivant  les  trois  directions  rectangulaires  formées  par  le  rayon 
MO,  par  la  tangente  MT  à  l'arc  ZN,  et  par  la  tangente  MT'  au 


Fig.  S06. 


parallèle  qui  serait  décrit  sur  la  sphère  par  le  point  M,  dans 
sa  rotation  autour  de  OZ.  Par  le  point  0,  menons  des  paral- 
lèles aux  droites  MT,  MT'.  La  droite  OP,  parallèle  à  MT,  sera 
située  dans  le  plan  ZON,  et  fera  avec  OZ  un  angle  égal  au 
complément  de  0.  La  droite  OR,  parallèle  à  MT',  sera  située 
dans  le  plan  XOY,  et  fera  un  angle  droit  avec  la  droite  OX. 
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Cherchons  les  cosinus  des  angles  de  ces  trois  droites  aTct  l  ' 
axes  coordonnés.  On  trouvera  les  neuf  relations 

co8M0X  =  cosf sinO,    cosPOX  =  —  cosfCosB,    cosR0X= — sins, 
cosM0Y  =  sin9sin9,    cosP0Y=— sinf  cos9,    cosROT  =  oosp. 
cos  MOZ  =  cos  9,  cos  POZ  =  sin  9,  cos  ROZ  =  0. 

Désignonspar;ai,jp,jVt  les  composantes  de  Taccélénlk 
projetée  sur  les  directions  OM,  OP,  OR  ;  nous  aurons 

jm  =jiCùs  MCX+y^  cos  NOY+isCosHOZ  =  jz  cos  f  sin  9  -H  /y  sin  9  sin  9  -4-j:  t>:-  ' 

De  même 

jp  =  — 'jx  cos  7  COS  0 — jf  sin  y  cos  0  4-  jt  sin  9, 
fr  t=  —  jxsin  f  -h if  cos  f. 

Remplaçons,  dans  ces  équations,  jxi  jy^  it  «  par  leurs  valeurs 
et,  dans  ces  valeurs,  x,  y,  %  par  leurs  expressions  en  R,  0  e(  :. 
Nous  aurons  en  définitive 

>iii=— Rw'sin*9, 

jp  =:  R««  sin  ô  cos  0  —  Rw  v-.  sin  y, 

7r=R  j7Sin9-f  Rw-rrcosocosô. 
''ai  dt 

Les  accélérations  sont  positives  quand  elles  sont  dirigét^ 
de  0  vers  M,  de  0  vers  P,  de  0  vers  R.  Le  signe  —  devant  -^ 
première  indique  une  composante  dirigée  vers  le  point  fixe  0. 
On  peut  encore  décomposer  l'accélération  tolale  suivant  1.^ 
direclions  ML,  parallèle  à  OZ,  MS,  perpendiculaire  abai^^V 
du  point  M  sur.  Tare  OZ,  et  MT',  tangente  à  l'élément  dicnî 
par  le  point  M  dans  sa  rotation  instantanée  autour  de  Taxe  OZ 
La  première  composante  est  égale  à  j,  ;  la  troisième,  à  j,  ;  q^^'^ ' 
à  la  seconde,  on  l'obtiendra,  en  ajoutant  les  composantes  de  j, 
et  Jp ,  projetées  sur  la  droite  MS,  et  on  trouvera 

;i  =:  Rw*  sin  6  —  Rm  ^- sin  f  cos  0. 

Cette  composante  est  comptée  positivement  dans  la  direc 
tion  centripète  MS. 
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En  égalant  successivement  Jm?  jp  9  •  •  •  à  des  constantes,  on  aura 
3our  une  valeur  donnée  de  R  les  équations  des  lieux  géomé- 
riques  des  points  dont  Taccélération  satisfaite  des  conditions 
lonnèes.  Par  exemple,  les  points  de  la  sphère  OM  pour  les- 
lucls  Taccélération  Jm  a  une  même  valeur  sont  les  petits  cer- 
cles de  celte  sphère  qui  ont  pour  pôle  le  point  Z.  Le  lieu  des 
points  pour  lesquels  j,  =  0  a  pour  équation,  entre  les  varia- 
bles 0  et  9, 

.      ^    *  «'^  • 

cette  équation  définit  un  cône  ayant  son  sommet  au  point  0. 
Le  lieu  des  points  pour  lesquels  j,.  est  nulle  est  un  autre 
cône  dont  l'équation  est 

tangO= —  0»  -7-  coso. 

ou 

Ces  deux  cônes  sont  des  surfaces  du  second  degré,  que  les 
plans  perpendiculaires  à  Taxe  OZ  coupent  suivant  des  cer- 
cles. 

Considérons  en  effet  le  plan  langent  mené  à  la  sphère  au 
point  Z  ;  la  droite  OM  prolongée  perce  ce  plan  en  un  point  K 
dont  les  coordonnées,  x  =  ZU  et  t/  =  HK,  sont  égales  à 

â?  =  R  tang  9  cos  ^ , 
y  =  RlangOsin^. 

On  en  déduit 
cl 


C0S9  = 


X 


Substituant  dans  les  équations  des  cônes,  il  vient  pour  le 
premier 
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et  pour  le  second 


I — IÏ--i-  =  — fti-T-— =^,    OU     x«4-îf*=— R»  T-x. 

équations  de  deux  circonférences,  dont  l'une,  Za,  a  son  cenln 
sur  la  droite  Zl,  parallèle  à  l'axe  OY,  et  l'autre,  Zb^  a  son  cerirv 
sur  le  prolongement  de  ZH,  parallèle  à  l'axe  OX. 

Ces  deux  cônes  du  second  degré  ayant  un  sommet  comiiiuiu 
se  coupent  suivant  deux  génératrices,  dont  l'une  est  Taxe  1 
rolation  OZ  ;  l'autre  génératrice  OC  est  le  lieu  des  points  pou- 
lesquels  les  composantes  ;«  et  j^  sont  nulles  à  la  foi^ 
c'est-à-dire  pour  lesquels  l'accélération  totale  se  réduit  à  ^:i 
composante  parallèle  ù  Taxe  OZ. 


LIVRE  IV 

THÉORIE   «ftOHÉTRIftVE   DES  HÉCANISHES 


CHAPITRE  PREMIER 

GUIDES  DU  MOUVEMENT  ET  CLASSIFICATION  DES  MÉCANISMES 


204.  Les  machines  que  Ton  emploie  dans  l'industrie  com- 
prennent en  général  trois  parties  distinctes  : 

1"*  Un  récepteur,  qui  reçoit  directement  l'action  de  la  puis- 
sance motrice,  comme  la  roue  dans  un  moulin  à  eau,  les  ailes 
dans  un  moulin  à  vent,  le  piston  dans  les  machines  à  vapeur; 

S*'  Voutilj  ou  appareil  propre  à  exécuter  l'ouvrage  que  Ton 
se  propose  de  faire,  comme  la  meule  d'un  moulin,  ou  les  ma- 
chines à  raboter,  à  mortaiser,  à  aléser,  d'une  Fabrique  d'ou- 
vrages en  fer;  ordinairement  l'outil  ou  les  outils  subissent 
directement  la  principale  résistance  que  la  machine  ait  à 
vaincre  ; 

5"*  Enfin,  entre  le  récepteur  et  l'outil,  une  série  de  méca- 
nismes^ ou  d*organes  propres  à  transformer  le  mouvement  du 
récepteur  en  celui  de  l'outil,  de  manière  à  assurer  à  l'outil  le 
mouvement  et  la  vitesse  qui  conviennent  le  mieux  au  travail 
à  exécuter. 

L'étude  des  transformations  de  mouvement  au  point  de  vue 
géométrique  est  une  brandie  de  la  cinématique.  Nous  allons 
examiner  dans  ce  chapitre  quelques-uns  des  mécanismes  les 
plus  sihiples  et  les  plus  généralement  employés. 

On  n'admet  guère  dans  les  machines  que  deux  genres  de 
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mouvement:  le  mouvement recliligne  et  le  mouvement  cinu- 
laire.  Ce  sont  les  plus  faciles  à  réalisef . 

Ces  mouvements  peuvent  ôlre  ou  continus^  ou  altemQ:';<: 
coniinusy  s^ils  ont  lieu  toujours  dans  le  même  sens  ;  altemc- 
tifsy  s'ils  ont  lieu  alternativement  dans  un  sens,  puis  en  sr^^s 
contraire. 

Le  mouvement  rectiligne  continu  n'est  pas  en  général  adn.:-- 
sible  dans  une  machine,  parce  que  s'il  se  prolongeait  iul- 
finiment,  il  éloignerait  de  plus  en  plus  les  organes  qui  r 
seraient  animés.  Aussi  les  mouvements  rectilîgnes  soiil-i> 
nécessairement  limités  en  pratique  à  une  certaine  période,  ta 
delà  de  laquelle  le  mouvement  en  sens  contraire  intervirn! 
pour  ramener  la  pièce  mobile  à  son  point  de  départ,  et  rendre 
le  mouvement  direct  possible  de  nouveau. 

Le  mouvement  circulaire  continu  est  au  contraire  inditii  r 
menl  possible,  sans  restriction  d'aucune  sorte. 

Les  mouvements  que  Ton  rencontre  le  plus  souvent  daii^  11- 
machines  sont  donc: 

Le  mouvement  rectiligne  alternatir; 

Le  mouvement  circulaire,  soit  continu,  soit  alternatif. 

205.  Le  mouvement  dans  les  machines  peut  être  unifonn:. 
varié  j  ou  périodique;  on  dit  qu'il  est  p^^rioe/î^t/^mefi/  wùforirn 
quand,  à  certains  intervalles  de  temps  égaux  entre  eux,  on  re- 
trouve toutes  les  pièces  mobiles  revenues  dans  les  mOnies 
positions  et  animées  des  mômes  vitesses. 

Comme  on  se  propose  en  général  de  faire  exécuter  par  ui  ■ 
machine  un  seul  genre  de  travail,  exigeant  un  déplacenitiit 
délinide  Toutil,  on  assujettit  les  pièces  mobiles  à  des  liaison? 
qui,  en  rendant  ce  déplacement  possible,  empêchent  la  p:o- 
duction  de  tous  les  autres.  C'est  ce  qu'on  entend  quaiul 
on  dit  qu'une  machine  est  un  système  à  liaisons  complètes: 
dans  un  tel  système,  le  mouvement  d'un  point  particulier  nV  t 
possible  que  sur  une  seule  trajectoire,  et  définit  complètent  rt 
le  mouvement  de  tout  autre  point;  le  problème  cinèmaliqut 
à  résoudre  consiste  alors  à  trouver  la  relation  entre  les  luju- 
vements  des  divers  points. 
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206.  Pour  assurer  le  mouvement  de  rolalion  autour  d'un 
axe  fixe,  on  se  sert  d'un  arbre  tournant.  La  figure  207  repré- 
sente un  arbre  tournant  horizontal,  en  fer. 
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Fig.  «n. 

L'arbre  est  terminé  à  ses  deux  extrémités  par  deux  touril- 
lons A,  A',  qui  s'engagent  dans  les  paliers  ou  coussinets.  Les 
épaulements  B,  B\  ont  pour  objet  d'empêcher  les  déplacements 
longitudinaux  de  l'arbre  dans  les  paliers  ;  ils  sont  raccordés 
aux  tourillons  par  des  congés  D,  D\  Quelquefois  on  termine 
le  tourillon  par  un  collet,  C,  qui  prévient  tout  déplacement  la- 
téral. 

La  figure  208  représente  un  palier  avec  chapeau  et  godet  de 
graissage. 
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Fig.  208. 
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Q,  Palier  oa  coussinet.  —  K,  Semelle.  —  F,  F,  Boulons  pour  fixer  le  palier.  —  L,  Cha- 
peau. —  R,  R,  Koulons  à  têie  noyée,  pour  serrer  le  chapeau  contre  le  corps  du  pa- 
lier. —  M,  Coquille  supérieure  (en  cuivre).  —  M',  Coquille  inférieure.  —  A,  Vide 
occupé  par  le  tourillon  de  l'arbre.  —  fi,  Godet  de  graissage.  —  0,  0,  Rainures  héli- 
coides  pratiquées  dans  la  surface  de  la  coquille  supérieure,  pour  répartir  l'huile  de 
graissage  sur  le  pourtour  du  tourillon. 

On  peut  quelquefois  supprimer  le  chapeau  et  la  coquille 
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supérieure.  Alors  rarl)rc  repose  simplement  dans  le  coussinet. 
La  figure  200  représonle  un  appareil  de  ce  genre. 
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Fig.  209. 
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Le  collet  de  l'arbre 
tournant  plonge  dans 
le  réservoir  d'IiuileP, 
et  fait  relluer  l'Iiuile 
dans  les  rainures  de 
graissage  S,  creusées 
dans  la  coquille  infé- 
rieure Q. 
Lorsque  les  arbres  tournants  n'ont  pas   à   supporter  de 

grands  efforts,  on  réduit  licau- 
coup  le  frottement  des  appuis  en 
substituant  des  pointes  coniques 
aux  tourillons;  c'est  ce  qu'on  tait 
poiu'  les  arbres  (le  tour  \i]^.  2101. 
L'arbre  A  porte  à  ses  extrémités  un  renflement  B  dans  le- 
quel on  engage  un  goujon  terminé  en  G  par  le  tourillon  co- 

ni(iue.  La  pointe  du  cône  s'appuie  contre  un 
plan  fixe,  dans  lequel  elle  s'enfonce  d'une 
petite  quantité. 

207.  Les  arbres  verticaux,  A,  sontterminês 
à  leur  partie  supérieure  par  un  tourillon  qui 
s'engage  dans  un  palier,  et  à  leur  base  iufé- 
l'ieure,  par  vin  pivot  I>,  qui  peut  faire  corps 
avec  Larbrc,  ou  bien  former  une  pièce  rap- 
portée. 

Ce  qu'il  y  a  de  particulier  dans  ce  cas, 

c'est  que  Tarbre  s'appuie  non-seulement  sur 

la  surfilée  convexe  du  pivot ,  comme  cela  a  lieu  pour  les  ton 

rillons,  mais  encoie  sur  sa  surface  terminale,  à  la(iuello  on 

donne  généralement  une  forme  légèrement  bombée  {lig.21i). 


i{ 
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Dansia  figure  212,  le  pivot  Best  rapporté;  il  est  Axé  au  corps 
de  l'arbre  au  moyen  d'un  prisonnier  b;  on  ménage  dans 
l'arbre  une  ouverture  c  qui 
permet  de  chasser  le  pivot  pour 
le  remplacer. 

La  crapaudine  est  générale- 
ment formée  d'un  cylindre, 
ou  collet  en  bronze,  au  dedans 
duquel  glisse  la  surface  con- 
vexe du  pivot,  et  d'un  gt-ain 
d'aâer,  ou  eutot ,  sur  lequel 
porte  la  surface  terminale.  On 
se  ménage  la  possibilité  de  déplacer  un  peu ,  à  l'aide  de  vis,  la 
position  de  l'arbre,  soit  dans  le  plan  horizontal,  soit  en  hau- 
teur. 


Fig.  ai3. 
ti  Crain  d'icier.  —  B,  Collet  en  bronie.  —  C,  Boite  de  la  crapaudine,  Bxie  par  les  bou- 
loiu  H,  H.  —  0,  Tide  que  vient  occuper  le  pivot  de  l'arbrs  touroaiit.  —  E,  Vii  bu- 
lanlet. 

lia  figure  213  représente  une  crapaudine  simple  ;  les  vis  bu- 
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lanlcspermcltent  d'opérer  de  petits  déplaccnicnls  liorizoniniix 
de  l'ai'In'e  sans  déplacer  lalioile. 

Lu  ligure  'JI4  repn'^seiile  la  eraiiamline  à  arcailc,  dans  la- 
(juelle,  outre  les  vis  l)uUuites,  une  vis  spéciale  permet  de  sou- 
lever on  d'ajjaisser  lé^'èremenl  Tarbre  lournaiit. 


les  ;u  lires  loiirnanls  verficaux,  avons-nons  dit,  «niil 
retenus  à  leur  exîrémité  supérieure  |i;ji' 
un  collier  nu  l'iiilet;  pour  réduire  lefinl- 
teuieiit  de  l'aiJtre  eoutre  celte  pièce,  im 
dedans  de  hupielle  il  tourne,  on  iulci- 
po^e  i]iK'li]ue(oi5  enli'e  les  deux  un  cc'- 
iifiii  ijaliia  représenté  par  la  ligure '2 r>. 
tirâce  à  celte  disposilion,  le  l'roito- 
mcnl  de  glissement  est  remplacé  pni' 
lin  rrollement  de  rouleuienl  de  l'aibiv 
contic  les  galcls,  lequel  esl  beautoui) 
plus  dou\.  Il  y  a  Lien  encore  un  Irulti'- 
uii'iit  de  glisseuieul,  celui  des  tourillmis 
des  ,L;;dcts  :  mais  la  pelilesse  du  dîa- 
uu":lre  des  (uurilloiis  diminue  noiaUo- 

à  ineuu^énienls  d'une  pareille  résistance. 
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Les  couronnes  de  galets  sur  lesquelles  reposent  les  plaques 
tournantes  {lig.  216)  présentent  une  disposition  analogue  ;  mais 
là  le  frottement  peut  être  encore  réduit  en  laissant  à  la  cou- 
ronne de  galets  la  liberté  de  rouler  sur  un  rail  circulaire,  au 
lieu  de  fixer  d'une  manière  invariable  les  axes  de  chacun  des 


Fig.  216. 

galets.  La  sdrrace  convexe  des  galets  6  appartient  à  un  cône 
dont  le  sommet  est  situé  sur  l'axe  central  de  la  plaque.  Les  ga- 
Icl  s  roulent  sur  un  rail  circulaire,  RR,  qu'on  peut  supposer  dres- 
s  3  dans  un  plan  horizontal  ;  la  plaque  repose  sur  les  galets  par 
un  second  rail  dont  la  surface  de  roulement  a  la  même  incli- 
naison que  la  génératrice  la  plus  élevée  des  galets  coniques. 
La  couronne  de  galets  roule  donc  sur  un  rail  fixe,  et  la  plaque 
roule  sur  la  couronne  de  galets;  il  est  facile  de  voir  que  le  dé- 
placement angulaire  de  la  plaque  est  double  du  déplacement 
angulaire  de  la  couronne  autour  de  son  axe  vertical. 


GUUES   DU  MOUVEMENT   RECTILIGNE. 

209.  Pour  guider  le  mouvement  rectiligne,  on  emploie  les 
rainures  et  languettes  (fig.  217),  les  glissières  (fig.  218),  les  an- 
neaux mobiles  le  long  d'une  lige  fixe  (fig.  219),  les  tiges  mobiles 
à  travers  des  anneaux  fixes  (fig.  220),  les  roulettes  mobiles  sur 
des  montants  fixes  (fig.  221  et  222),  les  tiges  mobiles  roulant 
sur  des  cylindres  fixes  (fig.  223). 

210.  Il  existe  enfin  des  appareils  spéciaux  propres  à  guider 
un  point  mobile  le  long  d'une  trajectoire  définie. 

Les  rails  d'un  chemin  de  fer,  pour  n'en  citer  qu'un  exemple, 


ne  sont  autre  chose  que  des  guides  destines  à  maintemr  Vy^ 


tn 


i     A.  AI 

rie.  *>i- 

AA,  fîhl'sii  mol'ila.  —  BB,  MonUnb 
IM  r.iinurM  pralû]ué«i  le  long  dei 


CH-.---10 


|Fig.  tIS. 

trains  sur  une  voie  déterminée;  les  changements  de  voie  soni 


tics  guides  mobiles,  qui  servent  k  faire  passera  Tolonlélo^ 
trains  d'une  voie  sur  une  aulre. 


DU  MOUYEHENT.  327 


CLASSIFICATION   DES   TRANSMISSIONS   DE   MOUVEMENT. 

211.  La  première  classification  des  organes  de  transmission 
de  mouvement,  donnée  par  Monge,  a  été  complétée  en  1808 
par  Lanz  et  Bétancourt,et  se  résume  dans  le  tableau  suivant  : 

ClMIM 

i'ifrti 


(  RecUIigne  ^^!1*'"**: .;  •      ,J 
(Continu  en  mouvement.  .(  Aiiernatif.  .      II 

Circulaire  îr*"";.;  •     "J 
RcctiUgne  /  AlternaUf.  .     IV 

1  R  ecliliirnel        *""*  "  *      * 
jAUernalif.  .  VIII 
..-„,tM..«a»«.. .  ^*'^^"*'^®lAltemaUf.  .     IX 

Ju  mouvement.  .  ,  RccUligue  1^?"*!"";.;  '       ' 

'  fConUnu  en  mouvement.  .  TAiiernaiir.  .       v 

Circulaire  lîf";'^-:  '    -.^ 
Circulaire  /  AlternaUf.  .    VII 

jRecUlignejJ»"^-^^^^^         ; 
( Alternatif  en  mouvements  ir«„.:«.. 

Cette  classification  un  peu  artificielle  est  abandonnée  aujour- 
d'hui, et  on  Ta  remplacée  par  la  classification  suivante,  qui  est 
due  à  M.  WiUis. 
Les  organes  de  transmission  se  partagent  en  trois  genres: 
Le  premier  genre  comprend  la  transmission  par  contact 
direct  ; 

Le  second,  la  transmission  par  l'intermédiaire  d'un  lien 
rigide  ; 

Le  troisième,  la  transmission  par  l'intermédiaire  d'un  lien 
flexible. 

Les  trois  genres  se  subdivisent  chacun  en  trois  classes  : 

La  classe  A  comprend  les  transmissions  dont  le  sens  est  tou- 
jours le  même,  et  où  il  existe  un  rapport  constant  entre  les  vi- 
tesses simultanées  de  deux  points  particuliers,  pris  sur  chacun 
des  organes  entre  lesquels  la  transmission  a  lieu  ; 

La  classe  B  comprend  les  transmissions  dont  le  sens  est  tou- 
jours le  même,  mais  où  le  rapport  des  vitesses  varie  ; 


3^8  CLASSIFICATION  DE  WILLIS. 

La  classe  C  comprend  enfin  les  fransmissions  dont  le  sens 
est  variable,  que  le  rapport  des  vitesses  soit  variable  ou  non. 

La  classification  de  M.  Willis  se  résume  donc  dans  le  tableau 
à  double  entrée  suivant,  où  nous  avons  inscrit  quelques 
exemples. 


SENS  DE  LA  T1{A>'SM1SS10>'  CONSTANT. 

Classe  A, 

Classk  15. 

Classe  C. 

nnpport  lies 

Rapport  des  vitesses 

Happorl  «le»  vitesse^ 

vitesses  ton^lant. 

variable». 

('(instant  ou  v.tri  il'le. 

!"■  GrNRE. 

Engrenag:es. 

Courbes  roulantes. 

Excentriques. 

I'ir'C<»s  «'Il  l'on- 

tacL  iiiimiSliat. 

Il'    CKM.i;. 

Hoiies  aceoiii»lécs. 

Joint,  universel, 

l'arallt.-lopramnie  «lo 

Kiu|>loi  (l'un 

Watl, 

lion  j  l'^'ulo. 

111"  (.r.M.E. 

[Nnilics  el  courroies. 

bobine  pour  câbles 

Poulies  avec  tendeur 

ICinpldi  trini 

plats. 

oscillant. 

lii'n  llcxibliv 

CHAPITRE  II 


THéORIE  DES  ENGRENAGES 


212.  Les  engrenages  ont  pour  objet  de  transformer  un  mou- 
vement de  rotation  autour  d'un  axe  en  un  mouvement  de  ro- 
tation autour  d'un  autre  axe;  si  le  premier  mouvement  est 
Uniterme,  le  second  doit  être  aussi  uniforme,  de  telle  sorte 
qu'il  existe  un  rapport  constant  entre  les  vitesses  de  rotation 
simultanées  autour  de  chacun  des  axes. 

Les  engrenages  se  partagent  en  plusieurs  classes  suivant  la 
situation  relative  des  deux  axes  autour  desquels  s'opèrent  les 
deux  rotations.  Ces  deux  axes  peuvent  être  parallèles,  ou  con- 
courants, ou  enfin  ils  peuvent  se  croiser  dans  lespace  sans 
avoir  aucun  point  commun. 

Dans  le  premier  cas,  l'engrenage  est  cylindrique. 

Dans  le  second,  Fengrenage  est  conique. 

L'engrenage  hyperbololde  et  la  vis  sans  fin  sont  des  solutions 
directes  du  troisième  cas  ;  la  vis  sans  fin 
suppose  les  deux  axes  rectangulaires. 

Mais  on  peut  toujours  ramener  le  troi- 
sième cas  aux  deux  premiers  ;  car,  étant 
donnés  deux  axes  OA,  O'B,  qui  ne  se  ren- 
contrent pas,  on  peut,  pour  transmettre  le  p.  ^ 
mouvement  de  l'un  à  Tautre,  se  servir  d'un 
axe  auxiliaire,  CD,  qui  les  rencontre  tous  deux,  puis  trans- 
mettre la  rotation  de  Taxe  OA  à  Taxe  CD  par  un  engrenage 
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conique,  et  la  rotation  de  Taxe  CD  à  l'aie  (K  B  par  un  secor 
cngrcnago  conique. 

La  transmission  par  engrenages  s'opérant  par  contact  iini  i 
diat  entre  les  pièces,  et  conservant  le  rapport  des  vitesse 
gulaires,  appartient  au  premier  genre,  et  à  la  première  cl 
A,  de  la  nouvelle  classification. 
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213.  Transmission  par  simple  adhérence.  —  Les  axes  donr 
élanl  supposés  parallèles,  prenons-les  perpendiculaires  au  p! 
du  papier  ;  soit  0  la  trace  de  Tun,  0'  la  trace  de  l'autre. 

Soit  (I)  la  vitesse  do  la  rotation  autour  de  l'axe  0,  et  «'  la  v'- 
tos^e  de  la  rotation  autour  de  l'axe  0',  ces  deux  rotations  a}  ' 
lieu  en  sens  contraire  l'une  de  l'autre,  comme  Tindiquenl  !> 
flèches. 
Joignons  00',  et  sur  celte  droite  cherchons  un  point  A  td, 

qu'en  considérant  successivement  ce  pi. 
comme  lié  à  Taxe  0  et  à  l'axe  0',  t7  ait  »'' 
les  deux  mouvemetUs  des  vitesses  /i/zf:;  ^ 
éfjales  et  dirigées  dans  le  même  sens. 
S'il  est  entraîné  par  la  rotation  aul^i: 
\     de  0 ,  le  point  A  a  une  vitesse  lin«  :ii: 
perpendiculaire  à  OA,  et  égale  àOAXt: 
de  même,  s'il  est  lié  à  Taxe  0',  il  a  un 
^  vitesse  linéaire  perpendiculaire  à  O'A,  « 

Fi  ~^  égale  à  O'A  x  w'.  Les  deux  vitesses  sov 

d'ailleurs  dirigées  dans  le  même  se^is.  C 
elles  seront  égales  si  l'on  a  Téquation 

AOXfti  — O'AXw', 


ou  bien 


OA       w 


O'A 


w 


c'est-à-dire  si  le  point  A  partage  la  droite  00*  dans  le  rajf^rt 
inverse  des  vitesses  angtdaires. 
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Le  rapport  des  vitesses  angulaires  étant  donné,  la  position 
lu  point  A  sur  la  ligne  des  centres  s'en  déduit  sans  aucune 
imbiguïtè. 

Du  point  0  comme  centre  avec  un  rayon  égal  'à  OA,  décri* 
rons  une  circonférence  ;  de  même,  du  point  0'  comme  centre, 
iécrivons  une  circonférence  avec  un  rayon  égal  à  O'A  ;  ces 
leux  circonférences  seront  tangentes  en  A.  Imaginons  qu'on 
eur  communique  autour  da  leurs  centres,  dans  le  sens  des 
lèches,  des  vitesses  angulaires  égales  respectivement  à  w  et  w'  ; 
les  deux  circonférences,  dans  leur  mouvement  simultané,  ne 
glisseront  jamais  Tune  contre  l'autre  au  point  de  contact  A, 
puisque  les  vitesses  linéaires  de  ces  deux  circonférences  sont 
rigoureusement  égales. 

Si  donc,  à  la  place  de  ces  circonférences,  on  monte  sur  les 
axes  0  et  0'  deux  roues  matérielles  ayant  pour  rayons  OA  et  O'A, 
et  si  Ton  forme  les  jantes  de  ces  roues  de  matières  ayant  la 
propriété  d'adhérer  Tune  à  l'autre,  il  n'y  aura  qu'à  com- 
muniquer à  la  roue  OA  un  mouvement  de  rotation  égal  à  (o 
pour  donner  à  la  roue  O'A,  en  sens  contraire,  un  mouvement 
de  rotation  égal  à  w',  car  l'adhérence  qui  se  développe 
au  contact  A  empêche  le  glissement  d'une  des  roues  sur  la 
jante  de  l'autre.  Le  problème  de  la  transformation  est  ainsi 
résolu  par  le  simple  contact  de  deux  roues  :  dans  cette  solution, 
le  mouvement  relatif  de  l'une  des  roues  par  rapport  à  l'autre 
est  un  roulement  sans  aucun  mélange  de  glissement  (g  180). 

Lorsque  la  communication  du  mouvement  s'opère  ainsi  par 
simple  contact  d'une  roue  à  l'autre,  le  travail  du  frottement  au 
point  de  contact  des  deux  roues  est  nul;  le  frottement  n'est  pas 
nul,  car  c'est  le  frottement  qui  entraîne  une  roue  au  moyen  de 
l'autre  ;  mais  le  travail  du  frottement^  ou  le  produit  de  la  force 
tîu  frottement  par  le  glissement  relatif,  est  constamment  égal 
à  zéro*. 

*  On  Terra  plus  tard  la  définition  du  travail  mécanique.  Il  suffit  ici  de  faire 
oWrTer  que  le  travail  est  le  produit  d'une  force  par  un  espace  parcouru,  et  qu'il 
y  a  intérôt  dans  les  machines  à  réduire  le  plus  possible  le  travail  du  frottement 
't  (les  autres  résistances  accessoires,  dites  résistances  passive». 
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couper  dans  Tautre  roue,  la  roue  menée,  des  cavités  dansles- 
juclles  les  dents  viennent  successivement  s'engager.  Les  dents 
loivent  avoir  un  profil  tel,  que,  dans  le  mouvement  commun 
les  deux  roues  conjuguées,  elles  soient  toujours  tangentes  au 
profil  du  creux  avec  lequel  elles  sont  en  prise  et  qu'elles  pous- 
sent dans  la  direction  convenable.  Il  est  nécessaire,  en  efi'et, 
que  les  deux  profils  soient  toujours  tangents  au  point  où  ils 
agissent  Fun  sur  l'autre;  ils  ne  peuvent  se  couper,  car  il  en 
résulterait  que  le  plein  de  la  dent  pénétrerait  dans  le  plein  de 
la  roue  conjuguée  ;  et  s'ils  se  pressaient  par  une  arête,  cette 
arête  agirait  sur  le  profil  à  la  façon  d*un  outil  tranchant  :  ou 
bien  elle  en  altérerait  le  tracé,  ou  bien  elle  s'effacerait  elle- 
même  par  l'usure  ;  les  profils  seraient  donc  ramenés,  par  l'u- 
sure des  pièces,  aux  conditions  du  contact  géométrique  qu'on 
peut  leur  assurer  tout  d'abord. 

Dans  le  mouvement  relatif  d'une  roue  par  rapport  à  Fautre, 
le  profil  du  creux  de  la  roue  menée  doit  donc  être  constam- 
ment tangent  au  profil  de  la  dent  de  la^  roue  menante  ;  si  Ton 
se  donne  arbitrairement  le  premier  profil,  on* obtiendra  le  se- 
cond en  cherchant  la  courbe  enveloppée  par  le  premier  profil, 
dans  le  mouvement  relatif  de  la  roue  menée  par  rapport  à  la 
roue  menante. 

Le  mouvement  relatif  de  la  roue  0'  par  rapport  à  la  roue 
0  (g  185)  est  une  rotation  autour  du  point  A,  égale  à  la  somme 
u>+(i>'  des  deux  rotations  données;  en 
d'autres  termes,  la  roue  0'  roule  sur  la  cir- 
conférence primitive  0. 

Soit  AU  (fig.  226)  une  courbe  quelcon- 
que, arbitrairement  choisie,  attachée  à  la 
roue  0',  et  représentant  le  profil  du  creux; 
pour  en  déduire  le  profil  correspondant  de 
la  dent  à  ajouter  à  la  circonférence  0,  on 
fera  rouler  sur  la  roue  0  la  roue  0'  qui 
entraîne  ce  profil  AB ,  et  Ton  construira  la 
courbe  formée  par  les  inlersections  successives  de  ce  profil. 
Le  problème  est  ainsi  ramené  à  trouver  la  courbe  envelop- 
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p»>e  par  une  lune  {Ijue,  de  forme  constante,  qui  se  dtjU. 
dms  s-jn  plan  d'jprès  une  loi  délerminée.  Xous  savons  tôsl  - 
dre  ce  pr»»î.I'"me  §  I  iOi. 
S  il  MN  l:^\  2i7»  la  liçne mobile  dans  une  de  ses  posiii 

parliculières  ;  au  même  instant,  soil  C  ! 
centre  instantané  de  rotation  de  la  fi^nir 
si  du  point  C  on  abaisse  une  perpendi*  : 
laire  CP  sur  la  lijrne  MX,  le  point  P,  p i 
'^  de  celle  perpendiculaire,  est  le  point 

^"  >IN  touche  son  enveloppe. 

Appliquons  ce  théorème  aux  en^Tenages.  Faisons  n)u: 
'ç.  *22^i  !e  cenle  (ï  sur  le  cercle  0;  soit  0'  une  posiliun  .. 
,  cercle  mobile  au  bout  d'un  cori -r 

y^        T     "^  temps,  et  soit  C  le  point  de  conlj  •. 

L_"v-*  '  *  r    K  ^^^  J<?ux  cercles  dans  celle  pj  i- 

v^*^^'  ^\  -^  1»<^"-  ^<^^^  trouver  la  position  c  i- 

-^  *^  respondanle  du  profil  AB,  pren^nr 

^ .^  \     sur  le  cercle  0",  à  partir  du  point  L 

^    un  arc  CA'  éiral  à  l'arc  AC  ;  le  po'nA  { 

•'»  j    sera  la  position  du  point  A  dans  1 

,  /    corde  0"  ;  le  profil  AB  occupera  p  r 

conséquent  la   position  A'  B'.  C. 
"^s^^^  .,  aura  donc  un  point  du  profil  con.;. 

gué  en  abaissant  du  point  C,  cen:i 
instantané  de  rotation  de  la  fi::i:] 
0',  une  perpendiculaire  CP  sur  A'  B';  si  Ton  répète  oM'. 
construction  pour  un  certain  nombre  de  positions  inlernir 
diaircs  entre  0'  et  CV,  on  obtiendra  pour  la  dent  le  profil  AT, 

215.  Cette  construction  nous  fournit  un  théorème.  Bamt- 
nous  la  figure  0"  sur  la  fifjure  (V,  par  une  rotation  autour  liu 
cenIreO,  et  faisons  participer  la  roueO  à  cette  rotation;  K 
point  A  de  cette  roue  viendra  en  A,  à  une  distance  AA,= Ai- 
le point  C  viendra  en  A,  le  point  A'  en  A', ,  et  Tare  AA',  sera 
égal  a  AA,;  le  profil  A'B'  prendra  la  position  A',B'j,  le  point  T 
passera  en  P,,  et  le  profil  AP  viendra  occuper  la  position  A.P,  ; 
enfin  la  droite  CP,  normale  aux  deux  profils,  prendra  la  po^i- 
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ion  ÂPj,  et  sera  encore  normale  au  point  P^  aux  deux  profils 
rui  sont  en  prise.  Mais  les  deux  roues  0  et  0'  sont  alors  ramé- 
iccs  à  leur  position  véritable,  et  elles  ont  reçu  autour  de  leurs 
:entrcs  respectifs  des  déplacements  angulaires  simultanés 
)ropor(ionnels  à  leurs  vitesses  co  et  o)'.  Donc,  dans  le  mouvement 
ommun  des  deux  roues^  la  droite  élevée  perpendiculairement 
\u  point  de  contact  des  deux  profils  en  prise  passe  constam- 
nent  par  le  point  de  contact  A  des  deux  circonférences  primi- 
tives. 

216.  Ce  théorème  conduit  immédiatement  à  la  détermina- 
tion de  l'arc  de  glissement  élémentaire  de  ^ — >. 
l'un  des  profils  sur  l'autre  (fig.  229).                    [  d  «'  ^ 

Considérons  dans  une  position  quelcon-  ^^|^^ 

que  les  deux  profils  en  prise,  CD  et  BE,  et      /^^^^^ 
soit  P  leur  point  de  contact;  la  droite  PA     / 
est  normale  à  la  fois  aux  deux  lignes  BE,  CD ,    |  1  \ 

en  vertu  du  théorème  précédent.  \  j 

Cherchons  le  glissement  relatif  élémen-     \  / 

taire,  cfo,  de  Tun  des  profils  par  rapport  à 
l'autre.  ^'^'  ^' 

Pour  cela  observons  que  le  mouvement  relatif  de  la  roueO' 

par  rapport  à  la  roue  0  est  une  rotation  autour  du  point  A,  et 

que  la  vitesse  angulaire  est  égale  à  la  somme,  (o  +  co",  des 

vitesses   données.  Dans  un  temps  infiniment  petit  dt^   le 

protilCD  tourne  autour  de  A  d'un  angle  (co  +  o)')  dt\  et  le 

point  de  contact  P  parcourt  sur  le  profil  BE  un  arc  égal  à 

(<i)  -f-  w')  dt  X  AP,  ou  à  p  ((I)  4-  ù)')  dty  en  appelant  p  la  longueur 

de  la  normale  commune  AP;  c'est  là  le  glissement  élémentaire. 

Celle  expression  peut  se  transformer  ;  en  effet  iùdt  est  l'angle 

dont  tourne  pendant  le  temps  dt  la  roue  0  autour  de  son  centre  ; 

soit  ds  l'arc  infiniment  petit  décrit  dans  ce  temps  dt  par  un 

ds 
point  de  la  circonférence  primitive  OA  :  nous  aurons  û>dt  =  -^  t 

r»  ds 

R  étant  le  rayon  OA  ;  de  même,  \ùdt=-^,^  R'  étant  le  rayon 
de  la  circonférence  primitive  CA. 
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L*arc  ds  est  le  même  pour  ces  deux  circonrérences,  paisqu: 

irs  vitesses  linéaires  sont  égales. 

K»nc 


et  far  suite 


ou  bien 


formule  qui  donne  l'arc  de  glissement  relatif  élémentaire  e. 
fonction  du  déplacement  linéaire  commun  aux  deux  roue^. 
mesuré  bur  les  circonférences  primitives. 

IWmarquons  que,  pour  un  même  déplacement  ds^  Tare  «1 
glibsemenl  d-esl  proportionnel  àp;  comme  cet  arc  ds  ont: 
en  facteur  dans  l'expression  du  travail  du  frotttement,  il  \  i 
intéiét  à  le  réduire  le  plus  possible. 

On  doit  donc  faire  en  sorle  que  p  reste  toujours  très-peli:. 
Les  profils  des  deux  roues  doivent  être  choisis  de  manici 
que  le  contact  puisse  avoir  lieu  à  un  certain  instant  au  pui: 
A  lui-même;  alors  p  est  nul,  et  le  glissement  élémentaire  t^t 
nul  aussi.  On  limite  d'ailleurs  la  dent  de  manière  à  maintenir 
p  au-dessous  d'une  cei  taine  valeur  ;  le  contact  des  deux  pruiîN 
cesse  au  point  où  la  longueur  de  la  dent  fait  défaut  ;  la  conti- 
nuité de  la  transmission  exige  qu'au  même  moment  deui 
nouveaux  proiîls  soient  en  prise  au  point  A;  ces  deux  profils  m^ 
déplacent  ensuite  simullanémenf,  comme  l'ont  fait  les  deui 
précédents,  et  quand  leur  contact  cesse,  le  contact  estétablii^u 
point  A  entre  les  deux  profils  qui  les  suivent.  On  voit  par  IJ 
qu'il  y  a  une  relation  à  observer  entre  la  longueur  des  dents  et 
l'espacement  de  deux  profils  consécutifs,  mesuré  sur  l'une  ou 
l'autre  des  circonférences  primitives.  Cet  espacement  est  ce 
qu'on  appelle  le  pas  de  l'engrenage. 

217.  La  petitesse  du  pas  permet  d'obtenir  approximative- 
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ment  la  valeur  de  l'arc  total  de  glissement  relatif,  2,  pour  une 
dent  particulière,  depuis  le  moment  où  le  contact  des  deux 
profils  conjugués  est  établi  au  point  A,  jusqu'au  moment  où  la 
prise  cesse,  les  deux  roues  ayant  avancé  d'un  pas. 

Quand  un  corps  roule  et  glisse  à  la  fois  sur  un  autre,  on 
obtient  Tare  de  glissement  élémentaire  en  prenant  la  distance 
infiniment  petite  produite  par  le  déplacement  relatif  entre  deux 
points  primitivement  en  contact  (g  182). 

Appliquons  cette  règle  au  déplacement  commun  des  deux 
roues  0  et  0'.  Soit  AB= AC=S  le  pas  dont 
se  déplacent  simultanément  les  deux  cir- 
conférences; les  deux  points  C  et  B  étaient 
primitivement  réunis  en  un  seul  au  point  A. 
Donc  le  glissement  relatif  n'est  autie  chose 
que  la  distance  CB.  Le  pas  étant  très-petit, 
on  peut  confondre  sensiblementlesarcsAC, 
AB  avec  les  perpendiculaires  CC,  BB',  qui 
sont  égales  entre  elles,  puisque  les  arcs 
sont  égaux  ;  la  distance  CB  est,  par  suite,  *'*s-  «o. 

égale  à  sa  projection  CB'  sur  la  ligne  des  centres,  ou  à  la 
somme  AB'-+-AC'. 

Or  Tare  AB,  dans  le  cercle  0,  peut  être  confondu  avec  sa 
corde,  ce  qui  donne 

S«  =  2RxAB'. 

De  même  dans  le  cercle  0', 

S*  =  2R'X  AC. 

Donc  enfin 

AB'-f  AC  =  arc  de  glissement  total  2—1  (  »  +  ït,  ]• 

On  arrive  au  même  résulat  en  intégrant  par  approximation 
l'équation 

On  peut  regarder  en  effet  la  perpendiculaire  AP  =p  comme 
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sensiblement  égale  à  Tare  AB  =  «;  remplaçant  donc  p  [m  ^ 
et  intégrant  entre  les  limites  0  et  S,  il  vient  pour  le  gU-^. 
ment  total  1 

218.  Nous  avons  vu  qu'il  y  avait  avantage  à  réduire  le  pai.  5 
mesuré  sur  les  deux  circonférences  primitives,  ce  qui  ne  f  . 
se  fuire  sans  augmenter  le  nombre  des  dents  sur  chu 
roue.  Soit  m  le  nombre  des  dénis  de  la  roue  0,  m' le  nomL: 
des  dénis  de  la  roue  0"  ;  on  aura  les  relations  : 


mS  =  2îtR, 
m'S  =  2îtR'. 


Donc 


Le  pas  est  ainsi  une  partie  aliquole  de  chacune  des  circoiil:- 
rences  primitives.  C'est  une  commune  mesure  de  ce^  dcu-. 
circonférences.  Sur  chaque  roue,  le  pas  comprend  deux  pjr- 
ties,  un  plein^  qui  sert  de  base  à  la  saillie  de  la  dent,  et  u 
creux,  inler\alle  libre  entre  deux  pleins  consécutifs,  dau>  i 
quel  vient  se  loger  la  dent  de  la  roue  conjuguée.  La  deiil  re- 
çoit d'ailleurs  un  profil  symétrique  sur  ses  deux  faces,  po-i 
que  la  roue  0  puisse  conduire  la  roue  CK  dans  un  sens  ou  d:  ii^ 
l'autre;  on  donne  la  réciprocité  à  Tengrenage,  quand  cela  e>v 
possible,  en  ajoutant  à  la  roue  0'  des  dents  destinées  à  agir  >ur 
les  faces  des  creux  de  la  roue  0.  Chaque  dent  remplit  le  creu\ 
de  la  roue  conjuguée  au  passage  à  travers  la  ligne  des  ceiilie>. 
sauf  un  jt*u,  qu'il  est  nécessaire  de  ménager  entre  les  prolh- 
qui  ne  doivent  pas  agir  l'un  sur  l'autre.  Ce  jeu  facilite  le  pas- 
sage des  deux  roues  à  travers  la  ligne  des  centres  ;  mais,  par 
contre,  si  l'on  renverse  subitement  le  mouvement  de  Tune  dis 
roues,  le  contact  des  deux  roues  ne  s'établit  pas  immédiate- 
ment sur  les  faces  opposées,  et  il  se  produit  ce  qu'on  appelle 
un  temps  perdu. 
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En  résumé,  le  pas  S  se  compose  de  l'épaisseur  de  la  denl  de 
a  roue  0,  mesurée  sur  la  circonférence  primitive,  augmentée 
e  l'épaisseur  de  la  dent  de  la  roue  0'  et  d'un  certain  jeu  que 
'expérience  a  conduit  à  déterminer,  et  qui  est  d'autant  plus 
»etit  que  l'engrenage  est  plus  soigné  et  plus  voisin  de  sa  forme 
géométrique.  L'usure  mutuelle  des  dents  fait  décroître  les 
épaisseurs  et  augmente  le  jeu,  sans  rien  changer  au  pas. 

Ce  sont  des  conditions  de  résistance  qui  limitent  le  nombre 
les  dents  sur  chaque  roue  ;  les  dents  transmettent  des  pres- 
sions d'une  roue  à  Tautre  ;  il  faut  donc  leur  donner  des  di- 
mensions telles,  qu'elles  ne  soient  pas  exposées  à  rompre  ou 
à  fléchir,  et  Ton  ne  pourrait  sans  danger  en  réduire  indéfini- 
ment l'épaisseur. 

219.  Les  vitesses  angulaires  des  deux  roues  sont  propor- 

S         S  1 

tionnelles  à  ^  et  à  57 ,  et  par  suite  proportionnelles  à  —  et  à 

-,  ;  le  rapport  —  des  deux  vitesses  angulaires  est  donc  égal 

fil 

à  r  inverse  — ;  du  rapport  des  nombres  de  dents  sur  chaque 

•  - 

roue.  L'emploi  des  roues  d'engrenage  suppose  donc  que  les 
vitesses  angulaires  sont  commensurables  entre  elles  ^ 

*  La  détermination  du  nombre  de  dents  qu'il  convient  de  donner  aux  roues 
d'engrenage  a  été  pour  liuyghens  l'occasion  de  découvrir  les  propriétés  des  frac^ 
tiens  continues,  et  de  créer  ainsi  une  des  plus  fécondes  théories  de  l'arithmé^ 
tique.  U  appliqua  cette  théorie  à  la  résolution  du  problème  suivant  :  Une  fraction 
exprimée  par  ttn  grand  nombre  de  chiffrer  étant  donnée^  trouver  toutes  tes  frac* 
tions  en  moindres  termes  qui  approchent  si  près  de  la  vérité ,  qu'il  soit  impos- 
sible d'en  approciter  davantage  sans  en  employer  de  plus  grands,  a  On  doit 
regarder,  dit  Lagrange,  la  méthode  employée  par  Huyghens,  comme  une  des 
principales  découvertes  de  ce  grand  géomètre.  La  construction  de  son  automate 
Vlanéiaire  parait  en  avoir  été  l'occasion.  En  effet,  il  est  clair  que,  pour  pouvoir 
représenter  exactement  les  mouxements  et  les  périodes  des  planètes,  il  faudrait 
cm|>loyer  des  roues  où  les  nombres  de  dents  fussent  précisément  dans  les  mêmes 
rapports  que  les  périodes  dont  il  s'agit  ;  mais  comme  on  ne  peut  pas  multiplier 
les  dents  au  delà  d'une  certaine  limite  dépendante  de  la  grandeur  de  la  roue,  et 
que  d'ailleurs  les  périodes  des  planètes  sont  incommensurables,  ou  du  moins  ne 
peu>ent  être  représentées  avec  une  certaine  exactitude  que  par  de  très-grands 
nombres,  on  est  obligé  de  se  contenter  d'un  à  peu  près,  et  la  difficulté  se  réduit 
à  imuver  des  rapports  exprimés  en  plus  petits  nombres,  qui  approchent  autant 
^u'il  est  possible  de  la  vérité,  et  plus  que  ne  pourraient  faire  d'autres  rapports 
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\\\\  ^'énrral,  les  roues  (reii<^penni:e  onl  au  moins  (i  un  s 
(lenis;  le  nombre  (1(^  dents  exeùde  lareinenl  l'20'  :  le  i';i|tji()it 
(les  vitesses  an^ulaiics  dune  roue  iU)  0  dents  engrenant  a\o-' 
une  roue  de  l-<>  est  é.ual  à  '20. 

On  appelle  itiisoii  d'un  eii^irrenaue,  ou  d'un  Cijiùpivjc  de  ;'<.'/(  ^ 
ileulccs^  le  rap()nii  de  la  vilesse  an;4ulaii'e  de  la  dernière  vm\! 
de  IripiipaLie  à  la  xilc  se  an^ulaii'e  de  la  preiiiièi'e,  (:cra|ij>>it 
étant  pris  avce  lesi^ne-f-uu  lesiiine  —,  suivant  (|ue  les  lutii- 
lions  s'opèreul  daii^  le  même  .sens  ou  en  sens  contraire^.  Il 
est  l'aeile  de  vi)ii'  ([ue  la  raison  d'un  é([uipa«ie  de  roues  deulécN 
est  le  produit  des  raisons  de  eliaeun  des  euiirenaiies  [)arrn'U- 

lier.s  (jui  composent  cet  é(juipaj:(.'. 
Pi'enons  pour  exemple  l'équi- 
page de  rones  dentées  représenl'' 
par  le  diagiamme  ei-c«Mitie. 
La  rou(îA  engrène  avec  la  rinie 
H,  laquelle  |>oi  te  un  piunon  b  (\m  engrène  avec  la  roue  li; 
eelle-ei  porle  un  pi<jnon  c  (|ui  enj;iène  avec  la  roue  1). 
Si  Ton  appelle 


II 


I  il;.  :i:a. 


•  I    1 


les  vitesse-  auL:ulaire^  des  arhi'es  A,  \\b,  (.'r,  J),  on  aura  poui 
les  raisons  des  eniireuages  successifs  (A,  D),  ih^  C),  (c,  l)). 


nous  |)renons  ces  rapports  avec  le  siune  —  parce  que  nou^ 
supposons  ((Mis  les  engrenages  (\r/(^V/c//r.v,'  les  deux  roues  (pa 
coinposeid  cliacun  des  engreiidges  tournent  donc  cliacuiic  ea 
sens  coidiain^  de  Tautre. 


La  raibon  z  de  ré(juipage  e^l,  par  déliniliou,  égale  à ; 


i|Ut'lron  iiic^qiii  lie  M'iai<'iil  ]»;i>  ctix;!!-;  rn  Icniirs  pUit;  -r;iinls.  II!ivl'|icii>  n'>'''.i! 
ct'tlu  (luotmii   |»ji'  le  iiiKv.Mi  ticb  iiaclioiib  coiiliiiiics...   >  i ray^ranj^o.  adJiliaiiî' a 
r.\luol>iv<ri-.ulc'r.  t;  \  \  l'i  ■ 
*  Oji  t'Nceiile  la  irijinailloic. 
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le  est  aussi  égale  au  produit  des  trois  facteurs  négatifs 

Si  l'on  représente  par  A,  B,6,  C,  c,  D,  les  nombres  de  dents 
es  roues  et  des  pignons,  on  aura 


6) 


B 


w 


6»* 


c 


&>' 


t» 


/" 


c 
D' 


rtpar  suite 


Abc 
BCD' 


La  raison  d*un  équipage  de  roues  dentées  est  donc  égale  au 
rapport  du  produit  des  nombres  de  dents  des  roues  menantes 
au  produit  des  nombres  de  dents  des  roues  menées^  ce  rapport 
c\ant  pris  avec  le  signe  -h  si  les  deux  roues  extrêmes  tour- 
nent dans  le  même  sens,  et  avec  le  signe  —  si  elles  tournent 
en  sens  contraires. 


RELATION  ENTRE  LES  RATONS  DE  COURBURE  DES  DEUX  PROFILS  EN  PRISE. 

220.  Soient  0,  0\  les  circonférences  primitives  tangentes  en 
A;  QP,  PR  les  deux  profils  ^^ — - 


/ 


-    0' 


\ 


«/ 


ai    X   12 


en  pri^e  tangents  en  P.  La 

droite  AP  sera  normale  à  la 

fois  aux  deux  profils,  et  les 

centres  de  courbure  des  pro- 
fils au  point  P  seront  situés 

quelquepartsurceltedroite, 

en  C  pour  le  profil  PQ,  en  C 

pour  le  profil  PR. 

Prenons  à  partir  du  point  ^ 
A,  sur  les  circonférences 
primilives,  deux  arcs  infi- 
niment petits,  AB,  AD,  égaux 
entre  eux.  Joignons  CB,  OB, 
C'D,  O'D;  puis  faisons  tourner  les  deux  roues  de  manière  à 


o 
Vis.  251 
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amener  à  la  fois  les  deux  points  B  et  D  au  point  A.  L> 
points  C  et  C  étant  les  centres  de  courbure  des  profiU.  7^ 
droites  CB,  CD  sont  encore  normales  à  ces  profils,  et  - 
points  B  et  D  se  réunissant  au  point  A,  ces  droites  Cr>j 
viennent,  en  vertu  du  déplacement  des  deux  roues,  se  p.. 
en  prolongement  Tune  de  l'autre,  suivant  la  normale co: 
mune  aux  deux  profils  dans  leur  nouvelle  position. 

Le  mouvement  angulaire  relatif  de  la  roue  (ï  par  rapp-  :: 
la  roue  0  est  donc  une  rotation  qui  amène  la  normale  Dl  r 
prolongement  de  la  normale  CB,  c'est-à-dire   une   rotati 
mesurée  parTangle  EFC'de  ces  deux  droites  ;  d'un  autre  cû: 
le  déplacement  angulaire  relatif  de  la  roue  0'  par  rappor* 
la  roue  0  est  la  somme  des  angles  aux  centres  BOA,  DOA.  r 
tomme  dans  le  triangle  CC'F  Tangle  extérieur  EFC  e>!  1^ 
somme  des  deux  angles  intérieurs  opposés  C  et  C,  on  a  Tt.  ' 
lité 

C-hC'=B0A-|-D0'A. 

Cette  égalité  établit  une  relation  entre  les  rayons  de  cour- 
bure des  deux  profils. 

Soient  en  effet  CP=:p,  le  rayon  de  courbure  du  profil  h} 

CT=p',  le  rayon  de  courbure  du  profil  PB  ; 

AP=;),  la  dislance  du  point  de  contact  A  des  circonféremv^ 
primitives  au  point  de  contact  P  des  profils; 

PAO' =31,  l'angle  de  la  normale  commune  avec  la  ligne  dr 
cenlros ; 

AB  =  AD=rf5,  Tare  infiniment  petit  pris  sur  les  circ^^î^^" 
renées  primitives. 

Élevons  en  A  une  perpendiculaire  indéfinie  AM  sur  la  droiia 
ce  ;  les  droites  CB,  CD  font  avec  la  droite  AM  des  angles  qui  di:- 
fèrent  infiniment  peu  de  l'angle  droit;  elles  coupent  donc  fouli^ 
deux  In  ligne  AM  en  un  même  point  F,  projection  commune 
sur  AM  dos  points  B  et  D,  dont  la  dislance  est  un  infiniment  pe- 
tit du  second  ordre,  et  qu'on  peut  regarder  par  suite  conn»^' 
confondus  en  un  seul  et  môme  point.  Les  angles  infiniment 
petits  BCA,  DC'A,  angles  que  nous  avons  désignés  par  les  letln'^ 
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AF    AF 
et  C'y  sont  donc  mesurés  par  les  rapports  j^,  jt^,.  Mais 

lC=p  —  p,  AC'=p'  -+-p,  et  Ton  a  par  conséquent  les  égalités 

angle  C  = ,     angle  C  =  -7-1— . 

AB 
D*un  autre  côté  Tangle  BOA  est  égal  à  ^ ,  et  l'angle  DO'A 

est  égal  à  -^^  ou  à  r^. 
On  a  donc  la  relation 

OU  bien  ,  en  observant  que  AF  est  la  projection  de  l'arc 
ds  :=^XBj  qui  fait  avec  AM  un  angle  égal  à  a,  ce  qui  donne 
kY=.ds  cos(x,  on  obtient  en  définitive,  après  suppression  du 
facteur  commun  ds, 

...  COStx    ,     COSa         1    .    1 

\^i  Z ZT- 


P—P      f^-^P      R       H' 

Cette  équation  donne  p'  en  fonction  de  p,  de  p  et  de  a.  Elle 
est  connue  sous  le  nom  d'équation  de  Savary. 

Elle  est  susceptible  dlnterprétation  géoAiétrique. 

Les  termes  de  l'équation  sont  les  uns  relatifs  à  la  roue  0, 
les  autres  à  la  roue  0'.  Séparons  ces  termes  dans  chaque 
membre  ;  il  viendra 


ou  bien 


COSa        1 

i          COS  a 

R 

COSa  —  p-^P 

Renversons  ces  fractions,  pour  avoir  des  longueurs  dans 
les  deux  membres,  et  multiplions  par  sin  a  : 

^2)  R  (/g  —  p)  sin  g R^  (/-/-h  y]  sin  g 

R  COSa — p-i-p       p'-^P  —  R'COSa* 
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Ahaissons  des  points  0  et  U'  des  perpendiculaires  OK,  O'il 
sur  la  normale  commune  CC  Nous  aurons 

I',  sin  a-^OK, 
^,  _y>-.A(: 

i;'<iii  y  ~0')I. 
;/  +  /'-  AC. 
^/ 4- y,  _  1>' ,.{)<  y    ^c/P-i-AP  — Ail    -CIL 


(.7, 


l/é(|uation  (2)  se  transforme  en  Tégalilé 

Olv    ■    AC  _  O'Il  >:  AC 

^\{~'  '    "'(.'Il     ■ 


Soit  M  le  point  où  la  droite  OC  prolonîjée  reneontre  la  droite 
AM  ;  les  triandes  semblables  CAM,  CKO  donnent 


.  _  OK    -.  AC 
"~        KC       * 


Appelons  de  mrme  M'  le  point  où  C'O'  prolongée  coupe  la 
droite  AM  ;  nous  aurons,  à  cause  des  triangles  semblalilos 
CAM',  C/lIO', 


«-  -!■,;,- 


Donc,  en  vertu  de  TiMiuation  (T)),  AM  i^  AM'  et  par  suite  les 
points  M  et  M'  coïncident,  et  les  trois  droites  AM,  OC,  lyii'coii- 
couretit  en  un  mcme  point  M. 

De  là  ivsulte  la  c(Mislruction  suivantiN  pour  déterminer  le 
centre  C,  connirissant  le  centre  C. 

On  joindra  OC,  et  on  cbcichcMa  le  pcniil  de  rencontre  M  de 
celle  droite  avec  la  [leip.'ndicnlîiirc  AM,  élevée  au  point  A  sur 
la  normale  commune  aux  deux  piolils  en  pi'ise;  on  joindra  ce 
point  au  point  0',  et  la  droite  MO'  pi"olon;:ée  coupera  la  nor- 
male comnmne  auc(Mitre(i  du  s(*eond  prolil. 

Cette  consiruclion  est  une  e\l(Mivi(»n  de  celle  que  nous  avons 
indicjuée  (j:;  191)  ])i)ur  trouver  le  rayon  de  courbure  d'une 
courbe éj)icvclnïdale.  il  serait  l'acile  de  1  en  déduire. 
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MÉTHODE  DES  ROULETTES. 


221.  Soient  OA  et  O'A  les  deux  circonférences  primitives 
angentes  au  point  A. 

Traçons  arbitrairement  une  courbe  LL',  et  soit  M  un  point 
invariablement  lié  à  cette  courbe. 

Faisons  rouler  la  courbe  LL'  sur  la  circonférence  OA  ;  le 
point  M  décrira  dans  ce  mouvement  une  ligne  MN.  Puis  faisons 
rouler  la  même  courbe  sur  la  circonférence  O'A  ;  dans  ce  mou- 
vement le  point  M  engendrera  une  courbe  MN',  qui  sera  tan- 
gente en  M  à  la  courbe  MN,  car  les  deux  courbes  sont  en  ce 
point  normales  à  la  même  droite  AM. 

Les  deux  courbes  MN',  MN  peuvent 
servir  des  profils  conjugués  aux  roues 
0  et  0'. 

En  effet,  faisons  rouler  la  circonfé- 
rence (y  sur  la  circonférence  0  ;  et,  en 
même  temps,  faisons  rouler  la  courbe 
LL'  sur  la  circonférence  0',  de  manière 
que  le  point  de  contact  des  deux  lignes 
coïncide  constamment  avec  le  point  de 
contact  des  deux  cercles  0  et  0'.  La 
ligne  LL'  roulera  alors  à  la  fois  sur 
les  deux  circonférences  0  et  0'  ;  le  point  M  décrira  dans  son 
mouvement  absolu  la  courbe  fixe  MN,  tandis  qu'il  décrira  la 
courbe  MN,  dans  son  mouvement  relatif  par  rapport  à  la  roue 
0'.  Or  ces  deux  courbes  ont  pour  normale  commune,  en  cha- 
cun de  leurs  points  communs  successifs,  la  droite  qui  joint 
ce  point  au  point  de  contact  correspondant  des  cercles  0  et  0'; 
elles  sont  donc  tangentes,  et  par  conséquent  la  courbe  fixe 
MN  estrenveloppe  des  positions  successives  de  la  courbe  mo- 
bile MN',  ce  qui  est  la  condition  même  à  laquelle  doivent  satis- 
faire les  profils  conjugués  (§214). 
Étant  donné  le  profil  MN'  sur  la  roue  0',  on  sait  qu'on  peut 

trouver  une  courbe  LL'  telle,  qu'un  point  M  lié  à  cette  courbe 


Fig.  233. 


r  '    ....    .)     ?• 


-  <■ 


décrive  la  ligne  MX'  quand  on  l'ail  rouler  la  courbe  clierchéo 
sur  la  circonférence  donnée  (VA  C^^  I  16). 

On  pourra  donc  toujours  ramener  la  recherche  du  pmfil 
conjufrué  MX  à  celle  de  la  courl)e  roulante  IJ/,  qui  eng<'ndie 
le  |)rolil  donné  MX',  et  à  la  construction  de  répicych)ide  dô- 
crite  par  le  point  M  quand  on  lait  rouler  la  même  courbe  sur 
la  seconde  circonféreuce  primitive  OA. 

KTIDR    HES    TRACI-S    PAHTIGnMEKS    DES    EMatENAGFS   CYLlNDRIOrCS. 

ENGUENACiE    A    EANTE15NE. 

22*2.  \'cn(ircn(t(jc  ù  lanterne  est  celui  dans  lequel  on  adoplo 
pourprotil  des  dents  du  pignon  un  point  unique,  ou  plutôt  un 

cjmtIc  de  rayon  très-petit,  décrit  autour  de 
-^  ce  point  commc^  centre. 

•»•,  I'.-'"  Supposons  d'abord  que  le  profil  donné 

(lu    creux    de    la    roue   0'  se    réduise  ;i 
un  seul    point  A,  situé  sur  la   circonlé- 
nmce   primitive;  ce  sera,   par  exemple. 
',  <»■  !      une  aiguille  implantée  sur  le  périmètre 

\  de  la  roue  iV. 

X  '  l/euveloppe  des  positions  successives  de 

.. ,  ce  prolil  dans  le  mouvement  relatif  sera  la 

courbe  engendrée  par  le  point  A  lui-même. 
C(^  sera  donc  l'épicylinib^  \\\  décrite  par  le  point  A  quand  on 
l'ait  rouler  le  ccn'cb»  iV  sur  le  ccMcle  0. 

Si  ensuite  on  l'ait  rouler  le  cercb^  0'  dans  l'autre  sens,  le 
point  A  décrira  la  branche  syméirique  AP'  delà  même  épicy- 
cloïde. 

Soi!  AP.  =  AC  le  pas. 

C  sera  la  position  sur  la  roneO'  deraiguille  voisine  de  l'ai- 
guilh*  A;  menons  au  poiul  W  répievcloïdebD  :  elle  passera  an 
pnini  {],  (ît  formera  avec  b^  piolil  AP'  um^  figure  ogivale  API»; 
mais  la  dent  de  la  roue  0  ne  doit  p;is  pousser  l'aiguille  pîn? 
loin  que  Tinlervalle  AC  ;  la  portion  CI)  du  profil  moteur  est 
donc  irmtile,  et  il  convient  de  couper  la  dent  ADB  par  un  arc 


^1        B 
I 

I 


I 


Fig.  fS&. 
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c  cercle  EC,  décrit  du  point  0  comme  centre  avec  la  distance 
IC  pour  rayon.  Le  partie  utile  de  la  dent  est  le  profil  tra- 
ézoîdal  BCEA  ;  la  face  BG  est  celle  qui  pousse  les  aiguilles 
e  la  roue  (V  dans  le  sens  des  flèches  ;  la  face  opposée  ÂE  les 
lousse  quand  on  renverse  le  sens  des  mouvements.  Dans  ce 
race  géométrique  nous  n'avons  pas  réservé  de  jeu. 

223.  Le  tracé  pratique  de  ce  système  d'engrenage  diffère 
lu  tracé  géométrique  ainsi  résumé.  Les 
liguilles  A,  C  de  la  roue  0'  ne  peuvent  être 
;ans  épaisseur;  on  substitue  aux  points  A 
ît  C  des  fuseaux  circulaires,  décrits  avec 
un  même  rayon  très-petit,  autour  de  ces 
points  comme  centres. 

Les  profils  AP,  AP'  doivent  être  amai- 
gris chacun  d*une  quantité  égale  au  rayon 
de  ces  cercles.  Le  proGl  corrigé,  au 
lieu  d'être  un  arc  d'épicycloîde,  est  une 
trajectoire  orthogonale  des  normales   à  cette  épicycloîde. 

A  la  courbe  AP  on  substitue  donc  une  courbe  équidistante 
A^Pj,  et  de  même  à  la  courbe  AP'  une  courbe  équidistante 
A^  P/.  Ces  deux  nouvelles  courbes  ne  se  rejoignent  plus  en  un 
même  point,  comme  le  faisaient  les 
deux  premières,  car  Tune,  A^P^,  est 
Venveloppe  des  positions  succes- 
sives du  bord  du  fuseau  situé  à 
gauche,  tandis  que  l'autre,  A/P/, 
est  Tenveloppe   des  positions  du 
bord  situé  à  droite  (fig.  256)  ;  on  peut 
les  raccorder  en  traçant  de  Tune  à  l'autre  une  courbe  A^  A'A'^ 
qu'on  appelle  courbe  d' évidement  et  dans  le  creux  de  laquelle 
le  fuseau  vient  se  loger  au  moment  où  il  traverse  la  ligne 
des  centres.  Le  tracé  des  dents  s'effectue  en  définitive  comme 
Vindique  la  figure  237.  Rigoureusement,  les  rebroussements 
Aj  et  A/  ne  sont  pas  situés  sur  la  normale  à  Tépicycloïde  au 
point  A  ;  mais  l'écart  est  négligeable  quand  le  rayon  des  fu- 
seaux est  très-petit. 


Fig.  S36. 
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224.  L'engrenage  à  lanterne  est  l'engrenage  primilif  i 
moulins;  la  figure  258  en  représente  la  disposition. 

La  grande  roue  porte  alors  le  nom  de  rouet;  la  roue  0 ,  • 
lui  de  lanterne.  Le  nom  de  roue  est  réservé  pour  le  récef'^ 
hydraulique  qui  donne  le  mouvement  à  toute  la  machine. 


ç^. 


I       I 


i«.  ,  .,  i:.    T.'  I, 


M 


H      1 


I     I 


.".'  ^  • 


Fig.  S37. 


Fig.  238. 


La  roue  menée  est  formée  de  deux  plateaux  circulaires  tnn  î 
ses  par  l'arbre  tournant.  Ces  pla team,  ou  tour teatix y  déhorhi 
la  circonférence  primitive;  les  cercles  équidistants  qui  n  p  - 
sentent  les  dents  de  cetle  circonférence  sont  les  secl:  i> 
droites  des  fuseaux  cylindriques  implantés  dans  les  tourtenux 
l'assemblage  des  deux  tourteaux  par  l'intermédiaire  des  lu 
seaux  constitue  la  lanterne;  elle  a  dans  le  sens  de  son  axe  w. 
largeur  supérieure  à  celle  de  la  roue  menante;  les  dents  dt  1 
roue  viennent  pénél  rerentre  les  deux  tourteaux.  CesdenLsMii 
généralement  en  bois,  et  elles  sont  implantées  sur  la  jante  -^ 
la  roue,  qui  est  également  en  bois.  Les  dents  dengrena^^ 
qui  peuvent  ainsi  se  détacher  d'une  roue  sont  nommées  <i.V'' 
chons.  Les  fuseaux  cylindriques  de  la  lanterne  sont  aussi  en 
bois  dans  les  anciens  moulins.  L'engrenage  est  alors  fonn' 
d'une  multitude  de  pièces,  faciles  à  tailler  et  à  reniplacer. 

On  a  été  conduit  à  substituer  le  fer  au  bois  pour  les  lu- 
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aux  de  la  lanterne  ;  remarquons  en  effet  que  le  contact  des 
seaux  avec  les  dents  de  la  roue  0  a  lieu  toujours  à  peu  près 
ir  la  même  génératrice  ;  en  coupe,  le  point  de  contact  du 
ircle  avec  le  profil  qui  le  pousse  varie  à  peine  de  position 
in  s  le  pai:cours  d'un  pas.  Sur  le  profil  de  la  dent  au  con- 
aire,  le  contact  se  déplace  d'un  bout  à  Tautre  de  l'étendue 
à  ce  profil.  De  là  résulte  que,  pour  la  dent,  l'usure  se  répartit 
vec  une  certaine  égalité  sur  tous  les  points  de  son  dévelop- 
cmeut,  tandis  qu'elle  porte  tout  entière  sur  une  même  ré- 
ion  du  fuseau  ;  celte  pièce  se  refouillc  de  plus  en  plus,  jusqu'à 
a  rupture.  Le  fer  est  préférable  au  bois 
^our  un  organe  qui  doit  être  employé 
lans  de  Semblables  conditions^ 

'225.  L'engrenage  à  lanterne  que  nous 
venons  de  décrire  est  extérieur  ;  le  même 
tracé  s'applique  à  Tengrenage  intérieur: 
la  lanterne  est  alors  au  dedans  de  la 
grande  roue;  les  dents  de  cette  roue  sont 
dirigées  vers  son  centre.  A  l'épicycloïde 
extérieure  est  substituée  une  épicycloïde 
intérieure.  Les  vitesses  de  rotation  des 
deux  roues  sont  dirigées  dans  le  même 
sens,  pe  qui  arrive  toujours  quand  l'en- 
grenage est  intérieur.  Mais  on  a  alors 
une  certaine  difficulté  pour  loger  les 
bras  de  la  roue  0,  car  il  faut  les  placer  en  dehors  de  la  région 
occupée  par  la  lanterne  ;  on  donne  à  cette  dernière  pièce  plus 
d'épaisseur  qu'aux  dents  de  la  roue  0.  De  plus,  son  axe  C 
ne  peut  être  prolongé  et  soutenu  que  d'un  côté.  C'est  ce  qu  in- 
dique la  ligure  259. 


*v^-^ 


Fig.  239. 


*  Dans  les  engrenages  délicats,  on  peut  encore  réduire  le  travail  du  froUement 
en  terminant  les  fuseaux  par  des  pointes  comme  l'arbre  d'un  tour  (§  206)  ;  cette 
disposition  leur  permet  de  tourner  autour  de  leur  axe  de  figure.  Le  glissement 
dvi  fuseau  sur  la  dent  est  remplacé  par  un  roulement. 
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"î^lii.  Soient  OA,  O'A  les  deux  circonférences  primitive^. 
Prenons  le  rayon  O'A  pour  profil  du  creux  de  la  roue  Q'. 
cherchons  la  forme  correspondante  du  profil  des  dents  de  ! 
roue  0. 11  suffit  de  faire  rouler  le  cercle  (Y  sur  le  cercle  0. .: 
de  construire  Tenveloppe  des  positions  successives  de  < 
ravon  (/A. 
Considérons  le  cercle  mobile  dans  la  position  CK';  le  p:.' 

A  a  été  amené  dans  la  position  A . 

et  Tare  CA'  est  égal  à  l'arc  Cl.  i- 

point  P,  pied  de  la  perpendiculoi:. 

abaissée  du  point  C  sur  CA',  c: 

^ ,  un  point  du  profil  cherché.  l>è'  n- 

^v     vous  une  circonférence  sur  0  ^^ 

comme  diamètre  ;  elle  passera  f: 

le  point  P,  puisque  l'angle  0 1 

«  est  droit.  De  plus  l'angle  AVù 

Fig,  t4o.  pour  mesure,  dans  le  cercle  dit 

arc  A'C 
(fC  est  le  rayon,  le  rapport  ;  dans  le  cercle  dont  0  l 

est  le  diamètre,  il  a  pour  mesure 

î  arc  CF 


ce 


On  a  donc  ré^alité 


arc  A^  _  {  arc  CP  , 
~0^C     ~    lU^C    ' 


et  par  suite,  arc  A'C=arc  CP  =  arc  CA;  le  point  P  peut  doRi 
être  obtenu  en  faisant  rouler  sur  la  circonférence  OA  le  cenk 
décrit  sur  le  rayon  O'A  comme  diamètre  ;  le  point  A  de  ce 
cercle  décrira  le  profil  cherché,  qui  est,  par  conséquenti  uji 
arc  d*épicycloïde. 

Remarquons  que  si  Ton  fait  rouler  le  cercle  de  diamètre  O'A 
dans  la  circonférence  primitive  C,  le  point  A  du  cercle  mobilt: 
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[écrit  1  e  diamètre  AO';  de  sorte  que  les  deux  profils  qui  engrè- 
lent  ensemble  sont  les  lieux  géométriques  décrits  par  un 
nème  point  d'un  cercle,  qui  roule  successivement  sur  cha- 
:une  des  circonférences  primitives  (§221). 

227-  Jusqu'ici  Tune  des  roues,  0,  porte  les  dents  épicycloï- 
lales,  et  Taulre  roue,  0',  porte  des  flancs  rectilignes. 

Pour  donner  la  réciprocité  à  l'engrenage  à  flancs,  on  pro- 
longera à  Vintérieur  la  dent  de  la  roue  0,  par  un  rayon  qui 
formera  le  profil  du  flanc  de  cette  roue  ;  puis  on  prolongera  à 
V extérieur  le  flanc  de  la  roue  0'  par  un  profil  épicycloïdal  en- 
gendré par  un  point  de  la  circonférence  décrite  sur  OA  comme 
diamètre,  quand  elle  roule  à  l'extérieur  de  la  circonférence 
primitive  O'A.  De  cette  façon,  chaque  roue  portera  un  flanc 
droit  raccordé  avec  la  dent  épicycloïdale;  le  flanc  de  chaque  roue 
engrènera  avec  la  dent  de  l'autre  roue,  et  l'engrenage  sera  réci- 
proque. Cette  réciprocité  géométrique  est  nécessaire  au  point 
de  vue  physique  pour  que  chaque  roue  puisse  mener  l'autre. 

L'engrenage  serait  à  Tabri  des  arcsboutements,  si  la  dent 
pouvait  toujours  mener  le  flanc,  et  si  jamais  le  flanc  ne  menait 
la  dent ,  ce  qui  supposerait  que  le  contact  des  deux  profils 
pût  commencer  seulement  au  passage  de  la  ligne  des  centres. 
Cette  condition  n*est  pas  possible  à  satisfaire  quand  chaque 
roue  est  appelée  à  servfr  de  roue  menante.  Le  contact,  ayant 
lieu  sur  une  certaine  longueur  après  la  ligne  des  centres,  a 
aussi  lieu  sur  certaine  longueur  avant  cette  ligne  ;  dans  cette 
région,  les  frottements  sont  beaucoup  plus  durs.  Si  les  dents 
étaient  trop  longues ,  il  arriverait  que  la  pointe  de  la  dent 
menée  par  le  flanc  exercerait  contre  la  surface  du  flanc  une 
pression  assez  grande  pour  arrêter  le  mouvement  de  transmis- 
sion, ou  bien  pour  enlever  un  copeau  de  matière  sur  le  pro- 
fil du  flanc,  comme  un  ciseau  poussé  à  la  surface  d'un  ma- 
drier. On  évite  cet  effet  en  adoptant  un  pas  très-petit  et  des 
dents  très-courtes.  C'est  pour  cela  qu'on  échanfrine  les  dénis 
en  les  coupant  par  un  cercle  qui  leur  enlève  toute  la  portion 
nuisible  de  leur  longueur  ^ 

'  U  Uièorie  du  frottement  dans  les  engrenages  nous  permettra  plus  tard  de 
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Si  Ton  donnait  à  la  roue  (Y  seulement  des  flancs,  à  la  p  v 
0  seulement  des  dents,  et  qu  on  voulût  conduire  larou 
par  la  roue  0' ,  ce  seraient  les  flancs  qui  conduiraitnt  1 
dents;  le  frottement  serait  très-dur,  l'usure  des  profils  Ir 
rapide;  enlin  Tarc-bouteinent serait  à  craindre.  Au  conti;.; 
en  donnant  à  chaque  roue  des  flancs  et  des  dents,  on  cou  : 
aussi  facilement  la  première  roue  par  la  seconde  qui  . 
seconde  par  la  première. 

La  nécessité  d'éviter  les  arc-boutements  justiCe  aus^i  i 
présence  du  jeu  dans  les  engrenages;  s'il  n'y  avait  pas  dejr 
les  deux  côtés  d'une  dent  seraient  à  la  fois  en  contact  a\^ 
les  deux  cdtés  d*un  creux,  et  rarc-boutement  pourrait  ^ 
produire  à  la  pointe  la  plus  éloignée  de  la  ligne  des  ceiit:^ 
228.  L'engrenage  à  flancs  peut  être  employé  pour  l'en.:.- 
nage  intérieur,  mais  alors  il  n'est  pas  réciproque. 

Soient  0  et  0'  les  centres  des  circonférences  primitives,  iî  ^ 
leur  point  de  contact. 

Prenons  le  rayon  O'A  pour  profil  du  flanc  de  la  roue  0 
nous  trouverons  le  profil  correspondant  de  la  roue  H,  ei: 

faisant  rouler  dans  le  cercle OA  u 
cercle  décrit  sur  O'A  comme  di 
mèlre  ;  le  point  A  de  ce  cercle  <! 
crira  Tépicycloïde  cherchée  AM.  L 
côté  gauche  de  la  droite  AO'  app  r 
tiendra  au  plein  de  la  roue  O",  ^^  - 
côté  droit  de  répicycloide  AMappor- 

tiendra  au  plein  de  la  roue  0  :  k^ 
pleins  sont  indiqués  ci-contre  [  <• 
des  hachures. Essayons  mainlen^n: 
d'armer  la  roue  CK  de  dents  el  1' 
roue  0  de  flancs;  le  flanc  de  laroue  0  sera  encore  le  rayon  UA: 
la  dent  de  la  roue  0'  aura  pour  profil  la  courbe  décrite  par  1' 
point  A  du  cercle  construit  sur  le  diamètre  OA,  roulant  dan5 1' 
cercle  O'.  On  obtient  ainsi  pour  nouveaux  les  proiils  desli^^nt'- 

l'endre  compte  de  toutes  ces  particularités,  que  nous  nous  oontentoos  diri- 
quer  ici. 


Fig.  UU 
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iui  reviennent  sur  la  région  de  la  figure  déjà  occupée  par  les 
nciens;  la  roue  0  devrait  avoir  pour  profil  de  ses  dénis  la 
ourbe  MA,  prolongée  par  un  flanc  revenant  dans  la  direction 
lO.  Ces  nouvelles  lignes  peuvent  être  construites  géométrique- 
nent,  mais  elles  ne  peuvent  servir  de  limite  entre  le  plein  et 
e  vide,  parce  qu'il  ne  reste  plus  de  place  libre  à  affecter  aux 
)leins  de  la  seconde  construction  après  qu'on  a  achevé  la 
première. 

D'ailleurs  il  est  facile  de  voir  que  les  flancs  rectilignes 
adaptés  à  la  grande  roue  0  couperaient  le  profil  conjugué 
de  la  roue  0'  d'un  côté  de  la  ligne  des  centres. 
Car  le  profil  AM,  conjugué  du  flanc  AO^  vient 
en  CM\  quand  le  flanc  prend  la  position  60,  et 
Tare  AC  étant  égal  à  AB,  les  deux  lignes  BO 
cl  CM'  se  croisent  en  un  certain  point  I. 

Si  la  petite  circonférence  0'  avait  un  dia- 
mètie  moindre  que  le  rayon  OA  de  la  grande, 
Tépicycloïde  décrite  par  un  point  de  la  circon-        p.    ^^^ 
férence  de  diamètre  OA  roulant  sur  la  circon- 
férence 0'  serait  extérieure  à  0'  et  ne  pourrait  engrener 
avec  le  flanc  AO. 

En  résumé,  l'engrenage  intérieur  ne  peut  être  réciproque  ; 
Tune  des  deux  roues,  la  grande,  0,  qui  reçoit  les  dents,  est  la 
roue  menante  ;  l'autre,  0',  la  petite,  qui  reçoit  les  flancs,  est 
la  roue  menée. 

Pour  achever  les  profils  ainsi  tracés  et  les  raccorder  sur 
chaque  roue  les  uns  aux  autres,  il  suffit  de  faire  rouler  exté- 
rieurement aux  deux  circonférences  primitives  un  cercle  de 
polit  rayon  :  un  point  de  la  circonférence  de  ce  cercle  dé- 
crira les  deux  profils  conjugués  qui  limitent  l'un  les  parties 
saillantes  de  la  roue  intérieure,  Taulre  les  parties  rentrantes, 
ou  creux,  de  la  grande  roue. 

229.  Du  reste,  il  est  toujours  possible  d'éviter  les  engrenages 
intérieurs  en  introduisant  entre  les  deux  axes  de  rotation  une 
troisième  roue,  dite  roue  folle.  L'engrenage  intérieur  a  pour 
objet  de  faire  tourner  dans  le  même  sens  les  deux  roues 

■fC.   GOLUiROV.  Î3 


qui  le  composent.  La  raison  d'un  lel  engrenage  est  donc  posi- 
tive. Si  (0  est  la  vitesse  de  rolalinii  du  premier  arlue  0  et  (..' 

celle  du  second  ()\  la  raison  i 
de  l'engrenage  intérieur  qu'on 
^      '»  Tor nierait  direclenient  avec  les 

deux  arbres  0  et  0'  est  le  rap- 


(I 


O' 

f 


v\-.  ^i'.  port  H — .  Or  soit  co"  la  vitcss; 

de  rolalion  d'une  Iroisiènu?  roue  0"  exiérieure  aux  deux  |in- 
miùres;  nous  aurons  pour  la  laison  s'  de  l'équipage  0,  O",  ^)' 


I/introduction  de  la  roue  iul(M'médiaire  0",  quel  que  soil 
(railleurs  le  nombre  de  S(^s  dents,  établit  donc  entre  les  arbres 
0  et  0'  le  rapport  convenable  des  vitesses  angulaires,  et  assure 
le  sens  voulu  à  la  transmission. 

2.10.  i/euL!!  en:ige  à  11  ncs  peut  être  aussi  appliqué  au  cas 
pai'ticulier  (l(*  la  crém;iillére;  ou  peut  considérer  ce  cas  cointiio 
celui  de  reni:rena<:ede  deux  roues,  dont  l'une  serait  de  rnvon 
intini  ;  c'est  la  limite  enire  l'engreriage  inlérieur  et  Tengre- 
nage  extérieur.  La  crémaillère  résout  le  problème  de  la  Irans- 
formation  d'un  mouvement  ciimlaire  en  un  mouvement  rcc- 
tiligne,  ou  réciproquement. 

Supposons  que  la  circonférence  0  se  soil  cliangéc  en  une 

(boite  en,  tangente  au  point  .Va 
la  cii'C<urference  primitive  0'. 
I  M      «»  ,  Si  c'est  la  droite  CD  qui  doil 

\    I     ,„  j  J  mener  la  circontérence  0',  on 

1'  4^j^-  _         ^^       |)rendra  pour  lianes  de  la  roue"' 

[les  rayons  issus  du  point  0';  les 
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deids  de  la  crémaillère  CD  s'ob- 

lieudroî't  en  taisant  rouler  sur 

la  (Iroile  primitive  CD  la  circonférence  décrite  sur  O'A  comme 

diamèlre:  dans  ce  mouvement,   le  point  A  décrit  une  cy- 

cloïde  AM. 
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Pour  donner  ensuite  la  réciprocité  à  l'engrenage,  on  pren- 
ra  pour  lianes  de  la  crémaillère  des  droites  AE  perpendicu- 
lires  à  CD,  et  on  trouvera  les  dénis  correspondantes  de  la 
oue  0'  en  faisant  rouler  la  tangente  CD  sur  le  cercle  0'  ;  le 
oint  A  décrit  dans  ce  mouvement  une  développante,  AN,  du 
ercle  de  rayon  (VA. 

ENGRENAGE  A   DÉVELOPPANTES   DE    CERCLE. 

27)1 .  L'engrenage  à  développantes  de  cercle  est  le  système 
c  plus  parfait  d'engrenage. 

Soient  0, 0'  les  centres  des  circonférences  primitives,  A  leur 
loint  de  contact  sur  la  ligne  00'.  Par  le  point  A  menons 

me  droite  PP'  quelconque.  ^ ^ 

'es  points  0  et  0'  abaissons 

es  perpendiculaires  OP,  OT'  /,'      o- 


iur  cette  droite,  et  décrivons  V\  c   IcV^p'/y  ' 

însuite  des  circonférences  des  x^^V||^ 

)oints  0  et  0'  comme  centres  .-"'""  '^^1^!?^ 

ivec  OP,  OT'  pour  rayons.  La  >/p .'•"'"'    ]"["i"^^v, 


I  / 


I  i 

I I 


Iroite  PP'  sera  une  tangente 
commune  à  ces  deux  circon- 
tTences.  \    / 

Cela  posé,  décrivons  la  dé-  \; 

œloppante  BAC  du  cercle  OP  ^.    ^.^ 

'  *^  ^  Fig.  Î45. 

3ula  faisant  passer  au  point  A; 

lécrivons  la  développante  B'AC  du  cercle  O'P  en  la  faisant 
passer  de  môme  au  point  A.  Les  deux  courbes  BAC,  B'AC, 
^lâchées  Tune  à  la  roue  0,  l'autre  à  la  roue  0',  pourront 
Pngrener  ensemble.  En  effet,  faisons  tourner  la  roue  0,  dans 
'c  sens  du  mouvement,  d'un  angle  quelconque  AOAj ;  et  en 
m<^me  temps  la  roue  0'  d'un  angle  A'^O'A;  ce  mouvement 
simultané  amène  le  point  B  en  B^  sur  la  circonférence  auxi- 
liaire OP,  et  le  point  B'  en  B'^  sur  la  circonférence  O'F.  On  a 
les  proportions 

BB,_OP       B^|_0^'. 
Ââ;  ""  OA  '      AA',  -  O'A  ' 
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01'       ==  — ^  :  (le  plus,   le>  arcs  AA^  AA'^  sont  égaux  vniic 

eux,  coiiiuH'  aies  drcrils  en  lucuie  tivnps  par  les  eirconh'- 
reiices  priiuilives  ;  ilonc  eiiiin  fij»^  r=i]rj)',.  l.es  déveluppaiil-^ 
IIAC,  \\'\(/  preuîieiil  ,  |>ar  snile  du  iiîouveiueiil  eoinaiiin 
d(vs  d(Mi\  roues,  le>  positions  n,M(.\,  l>\M(7^  <[ui  ^e  luueliont 
sur  la  droile  W\  en  unpoinlM,  éloigné  du  poinl  A  d'une  lon- 
gueur é^ale  aux  ares  LIBp  B'LI',  eoin[)lés  sur  les  eireon(é^elRL'^ 
auxiliaires. 

Le  point  de  eonlael  des  deux  profils  en  prise  se  déplace  doiii 
le  long  de  la  droile  PP',  et  celle  droile  reste  conslamineitl 
n<u'uiale  aux  deu\  profils  en  prise  dans  une  position  quel- 
con([ue  (Il  s  d(*ux  roues  conjuguées. 

Les  pi  incipaux  avanlages  du  tracé  par  développantes  de 
cerele  sont  les  ^*ui^auls  : 

1"  Les  prolils  soni  drduits,  sur  la  roue  0,  (Pune  con^îni'- 
lion  dans  huiuelle  ou  ne  lait  inliirvenir  (juela  circonK  iviue 
UP;  sni*  laroueO',  dune  consIriKlion  dans  kuiuelle  nii  ne 
l'ail  entrer  (|ue  la  eirconlénMice  O'P'.  Si  donc  on  convient  »i'a- 
dophu'  pour  tous  les  (Migrenages  une  nn'nie  inclinaison  di*  la 
droile  PP'  sur  l;i  ligne  des  crnlres,  un  angle  de  To  "  par  exem- 
ple, ou  poinra  l'aire  engrener  ensenihP'  deux  rouesdenléo^  a 
développantes  de  cercle,  ([uels  (pi'en  soient  les  rayons,  pouii'i'^ 
([uc  les  j>((s  soirul  les  iiu'mcs,  cl  que  les  creux  de  chaiiue  /f/c 
soient  ((SSCI-  (jKUifls  j)our  hdsser  jKisser  les  dénis  de  ranlrc  n^ut'. 
La  njéi.ie  l'aeililé  n'exisle  pas  avec  les  svslèines  (rengrena^ej 
lianes  ou  à  luseanx:  il  l'auL  avec'  ces  svslènies  ,  cousliuire 
S[>i'eia!eiii('jit  l'inie  des  r(.ues  pour  en^irener  avec  Paulre,  et 
l'on  n"(*-t  pis  maille  do  lui  doinuu'  tel  î'a\()n  qu'il  voudra. 

'J"  La  poussée  mutuelle  (jn*(\\eree  une  des  roues  sur  la  roue 
coujui^uée  e^t  applicpiée  au  point  de  conlact  des  deux  pro- 
fils, et,  ahsicieliou  l'aile  du  rrollenienl,  elle  est  normale  ;uix 
deux  prolils  en  [uise;  dans  Tengri^iage  à  développantes,  elle 
esl  d'>nc  toujours  dirigée  suivant  la  droite  PP',  laquelle  a  iino 
position  conslanle;  il  résulte  de  là  que  dans  ce  système  h 
pression  nniluelle  exercée  pnr  une  roue  sur  Pnulie  ne  sul'it 


A  DÉVELOPPANTES. 


357 


}s  les  mômes  variations  d'intensité  que  dans  les  autres,  pour 
squels  la  direction  de  force  pivote  autour  du  point  A  pendant 
ne  les  roues  avancent  d'un  pas. 

o**  L'usure  des  profils  qui  glissent  l'un  sur  l'autre  est  sen- 
blement  proportionnelle  à  la  pression  mutuelle;  si  la 
ression  est  à  peu  près  conslante ,  Tusure  sera  aussi  à  peu 
rès  partout  la  même,  de  sorte  que  les  profils  s'useront  paral- 
ilement  ;  le  profil  modifié  sera  la  môme  développante 
e  cercle  que  le  profil  primitif,  de  sorte  que  les  conditions 
éométriquesde  Tengrenage  ne  sont  pas  modifiées  par  l'usure. 

252.  n  y  a  encore  pour  le  tracé  des  engrenages,  d'autres 
néthodes  pratiques,  dont  l'une,  celle  de  M.  Willis,  parait 
naintenani  adoptée  partout  en  Angleterre.  Nous  renverrons 
)our  l'exposition  de  cette  méthode  à  la  Cinématique  d'Edmond 
Bour,  pages  202  et  suivantes. 


ENGRENAGE   SANS   FROTTEMENT   DE    WHrîE. 

253.  L'engrenage  de  White  a  pour  but  de  faire  engrener 
une  roue  avec  une  autre  roue,  sous  la  condition  que  le  rap- 
port des  vitesses  soit  constant  et  que  le  point  de  contact  des 
deux  dents  en  prise  soit  constamment  situé  sur  la  ligne  des 
centres.  S'il  en  est  ainsi,  Je  glissement  est  constamment  nul 
et  le  travail  du  frottement 
toujours  égal  à  zéro. 

Pour  remplir  ces  con- 
ditions, il  suffit  de  multi- 
plier à  l'infini  le  nombre 
dos  dents,  de  manière  à 
réduire  le  pas  à  une  lon- 
gueur infiniment  petite. 
Voici  comment  White  est 
parvenu  à  réaliser  cette 
disposition,  qui  au  pre-  Fig. î46. 

mier  abord  ne  parait  pas  admissible  dans  la  pratique*. 

'  Sans  mulliplier  à  l'infini  le  nombre  de  dents,  on  peut  l'accroitre  notable 


.'il.iiifï.  el  a^sun.' 

i  J|.).li.iu0.nii  c;>s 
it-rcL'cj>  coiijnie 
!■'  -rtait  ilo  rayon 
■li.  iir  c\  l'cn;:re- 
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out  à  bout  sur  la  surface  du  cylindre  indéfiniment  prolongé. 
On  prendra  de  même,  pour  profil  du  creux  à  pratiquer  dans 
5  cylindre  O'A,  un  profil  normal  à  la  circonférence  primitive, 
t  on  fera  mouvoir  ce  profil  le  long  des  lignes  AB',  B'^B',. . . 
our  engender  le  creux  continu  de  la  roue  0'.  La  dent  ne  doit 
ecevoir  qu'une  faible  saillie  sur  la  surface  du  cylindre,  assez 
eulement  pour  accuser  le  premier  élément  normal  au  point  A  ; 
3  creux  ne  doit,  de  mémo,  avoir  que  les  dimensions  néces- 
aircs  pour  loger  la  dent  à  son  passage  dans  le  plan  des  axes 
es  deux  cylindres.  Si  Ton  fait  tourner  le  cylindre  0,  la 
lent  conduira  le  creux,  de  telle  manière  que  le  point  de 
lontact  se  trouve  toujours  sur  la  génératrice  commune  pro- 
etèe  en  A  ;  il  se  déplace  le  long  de  celte  génératrice.  Le  glis- 
ement  relatif  est  nul  ;  car  chaque  cylindre  roule  sur  l'autre, 
lans  glissement  des  parties  en  contact,  comme  si  la  transmis- 
>ion  avait  lieu  par  simple  adhérence. 

L'engrenage  de  White  a  bien  une  infinité  de  dents;  si 
l'on  coupe  les  deux  cylindres  par  une  série  de  plans  normaux 
à  leurs  axes,  les  coupes  présentent  chacune,  pour  ainsi  dire, 
un  engrenage  ordinaire;  au  lieu  d'être  empilées  de  manière 
à  se  recouvrir  mutuellement,  ces  coupes  sont  placées  en  retraite 
graduelle  l'une  par  rapport  à  l'autre,  de  sorte  qu'une  seule 
coupe  forme,  à  un  instant  donné,  l'engrenage  où  la  prise  des 
dents  a  lieu. 

On  voit  aussi  que,  dans  cet  engrenage,  le  contact  des  deux 
roues  a  lieu  en  un  point  unique,  tandis  que, 'dans  l'engrenage 
cylindrique  ordinaire,  le  contact  a  lieu  le  long  d'une  généra- 
trice reçtiligne  de  la  dent  et  du  creux  ;  celte  considération 
seule  montre  que  l'engrenage  de  White  n'est  applicable  qu'à 
des  transmissions  délicates. 

Rigoureusement,  Taxe  instantané  de  rotation  d'un  des  cylin- 
dres par  rapport  à  l'autre  n'est  pas  la  génératrice  de  contact 
de  ces  deu<  cylindres,  mais  bien  une  droite  oblique  à  celle-ci 
el  tangente  à  la  fois  au  creux  et  à  la  dent  continue. 

De  là  résulte  que  le  mouvement  relatif  est,  non  pas  un 
roulement  simple,  mais  le  résultat  de  la  combinaison  d'un 
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roiilenienl,  et  d'un  pivotement  autour  de  la  normale  aui  de  :x 
surfaces  pressées.  Ce  pivotement  est  tout  à  fait  sans  incon\  - 
nient  tant  que  les  efforts  5  transmettre  sont  faibles. 

L'engrennge  de  White  s'applique  aux  engrenages  intéritu: 
comme  aux  engrenages  extérieurs. 

ET^GRE.NAGE   CONIQUE   OU  ROUES  n' ANGLE. 

254.  La  théorie  des  engrenages  coniques  est  calquée  5ii 

celle  des  engrenages  cylindriques. 

Soient  OB,  OB'  les  deux  axes  concourants  autour  desqi:  ;^ 

doivent  s'opérer  les  deux  rotations,  savoir,  w  autour  de  OB,  t: 

h/  autour  de  OB'.  Nous  supposer  jt.> 
que  ces  rotations  ont  des    sens  tV'!> 
traires,   c'est-à-dire   que    l'axe  de  h 
première  soit  OB,  et  Taxe  de  la  sec(»n; 
le  prolongement  de  OB'. 

Cherchons  dans  le  plan  BOB'  ui 
point  A  tel,  que,  entraîné  succe?5i\- 
menl  dans  le  mouvement  autour  de  rn\ 
puis  dans  le  mouvement  autour  de  U:  . 

il  ait  la  môme  vitesse  linéaire  en  grandeur  et  en  direction,  li 

faudra  pour  cela  que  Ton  ait ,  en  abaissant  sur  les  axes  le^ 

perpcndiculores  Afc,  A6', 

équation  qui  définit  une  droite  AO,  diagonale  du  paralK I»- 
gramme  construit  dans  l'angle  BOB',  avec  des  côtés  propor- 
tionnels à  (I)  et  à  0)'.  Imaginons  rue  celle  droite  AO  tonne 
autour  de  OB,  de  manière  à  engendrer  un  cône  droit  à  b^se 
circulaire  dont  OB  soit  Taxe;  puis,  qu'elle  tourne  autoui  dt 
OB',  de  manière  à  engendrer  un  second  cône  de  révolutinn; 
ces  deux  cônes  seront  tangents  tout  le  long  de  la  génératiia 
OA  ;  et  si  on  leur  imprime,  autour  de  leurs  axes  et  dans.-: 
sens  des  flèches,  des  vitesses  angulaires  égales  à  co  et  à  a»',  iiN 
n'auront  pas  de  glissement  l'un  sur  l'autre,  puisque  les  vite5v.>> 
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linéaires  des  points  en  contact  sont  égales  et  dirigées  dans  le 

même  sens  au  passage  du  plan  BOB'. 

On  pourra  donc  transformer  la  rotation  tù  autour  de  OB  en 

une  rotation  o)'  autour  de  OB'  par  la  simple  adhérence  entre 

les  deux  cAnes  OB  et  OB',  comme  on  transforme  (g  213)  la 

rotation  autour  d'axes  parallèles  par  la  simple  adhérence  entre 

deux  cylindres. 

Pour  déduire  de  là  Tengrenage  conique,  coupons  les  deux 

cônes  par  une  surface  sphérique  ayant  le  point  0  pour  centre 

et  un  rayon  OA  arbitraire. 

Cet  te  surface  coupe  les  cônea  suivant  les  deux  cercles  Abj  Ab\ 

Traçons  sur  lu  sphère,   à  partir  du  point  A,  une  courbe 

quelconque  qui  représentera  le  profil  du  creux  pratiqué 
dans  la  roue  A6';  cherchons  ensuite  Tenveloppe  des  posi- 
tions de  cette  courbe  dans  le  mouvement  relatif  du  cercle  Ab' 
par  rapport  à  Afr  ;  ce  mouvement  se  réduit  au  roulement 
du  premier  cercle  de  la  sphère  sur  le  second  ;  dans  ce 
mouvement,  chaque  point  du  profil  mobile  décrit  une  courbe 
épicycloîdale  sphérique,  et  l'enveloppe  des  positions  de  ce  pro- 
Cl  s'obtiendra  en  appliquant  les  mêmes  principes  que  ceux  qui 
nous  ont  servi  pour  la  recherche  de  l'enveloppe  des  positions 
d'une  figure  plane  de  forme  constante,  mobile  dans  son  plan 
suivant  une  loi  donnée  (§  140). 

Les  courbes  ainsi  tracées  serviront  de  directrices  à  des  sur- 
faces coniques  ayant  pour  centre  commun  le  point  0,  et  dont 
l'une  formera  la  surface  de  la  dent  d'une  roue,  et  Tautre  la 
surface  correspondante  du  creux  de  Tautre  roue  ;  les  deux 
surfaces  coniques  se  toucheront  à  un  instant  donné  suivant  une 
génératrice,  et  le  plan  élevé  par  cette  génératrice  perpendicu- 
lairement aux  deux  surfaces  coniques  en  prise  passera  par  la 
droite  OA,  génératrice  de  contact  des  deux  cônes  primitifs. 

On  pourra  donc  construire  les  engrenages  coniques  comme 
on  construit  des  engrenages  cylindriques,  en  effectuant  sur  la 
sphère  les  constructions  analogues  à  celles  qu'on  effectuerait 
sur  le  plan,  puis  en  prenant  les  figures  résultantes  pour  bases 
de  cônes,  dont  le  sommet  commun  soit  au  point  0. 


ou: 
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Le  prolongement  de  ces  surfaces  jusqu'au  point  0  e<t  pur 
ment  liclif,  car,  dans  la  pratique,  on  limite  les  roues  à  d  -. 
sphtires  concentriques. 

2Ô5.  Les  conslruclionsà  exécuter  sur  une  surface  sphéiir.- 
malèrielle  sont  aussi  faciles  que  les  constructions  sur  un  jli^ 
les  arcs  de  grand  cercle  y  remplacent  les  lignes  droites.  \1 
il  serait  difTicile  de  réaliser  matériellement  la   surface  h<ï,- 
nquc  auxiliaire  pour  y  tracer  les  profils  des  pleins  et  des  cr-  • 
(les  doux  roues.  Si  la  sphère  était  développable,  on  l'apnli,!  .- 
ralt  sur  un  plan,  et  alorson  naurait  plus  qu'à  eflecliur.v- 
ronslinclions  planes,  qu'on  reporterait  ensuite  sur  la  su-r- 
sphérique.  Ce  procédé  est  inadmissible,  puisque  la  sph.r- 
n  est  pas  applicable  sur  un  plan.  Mais  nous  navons  pa^be^h 
pour  notre  tracé  do  toute  la  surface  de  la  sphère  auxiliair 
les  tîguros  à  construire  sont  en  elfot  réparties  sur  deux  mn 
élroiUs,  Tune  ayant  le  corde  \b,  l'autre  le  cercle  Ab'  loi. 
lignos  moyennes;  on  peut  remplacer  ces  zones,  à  cause  drl-u- 
ponte  largeur,  par  les  surfijces  développables  des  cône^  droil^ 
qui  leur  sont  circonscrits;  on  pourra  alors  dérouler  les  cOns 
sur  lo  plan,  et  on  aura,  par  ce  procédé,  développé  approiiina- 
livoiiient,  non  pas  la  sphère  entière,  mais  les  régions  deceCo 
sphère  qui  sont  utiles  pour  la  solution  du  problème  proposé. 
Cotio  simplifie  ition  a  été  imaginée  par  Tredgold. 
Au  point  A,  pris  sur  la  génératrice  de  contact  des  cônes  pri- 
mitifs, élovons  sur  OA  une  perpendiculaire  SS',  dans  le  plan  des 
doux  axos.  Elle  coupera  les  axes  en  deux  points  S  et  S'  qui  se^ 
ront  los  sommets  respectifs  dos  cônes  de  révolution  circon- 
scrits à  la  sphère  suivant  los  cercles  Ab,  Ab'.  Ces  cônes  S  et  S' 
soroiil  tangents  entre  eux  suivant  leur  génératrice  commune 
SS',  car  ils  ont  pour  plan  tangent  commun  un  plan  conduit  p;ir 
SS'  iiorpondiculairomenlau  plan  BOB'.  Imaginons  que  le  Irjcé 
do  la  haso  de  rongioiiago  dessiné  sur  la  sphère  soit  reporté 
sans  altération  sur  los  cônes  qui  ont  avec  elle  une  zone  com- 
nmno  tout  le  long  dos  parallèles  Ab,  Ab'.  Considéré  sur  ces  cônes 
«ux  environs  de  la  génératrice  SS',  le  tracé  ne  différera  en  rien 
do  celui  d'un  engrenage  cylindrique  qui  aurait  pourcentres  les 
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Fig.  M. 


points  S  et  S'  et  pour  rayons  primitifs  SA,  S'A;  on  pourra,  par 
suite,  substituer  approximativement 
à  Tengrenage  conique  Tengrenagc 
cylindrique  desdeux  secteurs  primi- 
tifs de  rayonsSA, S'A,  que  Tonobtient 
en  développant  sur  un  plan  Tensem- 
ble  des  deux  surfacesconiquesSetS'. 

Décrivons  sur  un  plan  avec  des 
rayons  égaux  à  SA  et  à  S'A  deux  cer- 
cles tangents  en  A  ;  prenons  sur  les 
, circonférences  des  arcs'^MAN,  M' AN' 
respectivement  égaux  en  longueur  aux  circonférences  A&,  A//  ; 
partageons  ensuite  ces  arcs,  le  premier  en  un  nombre  entier,  m, 
de  parties  égales,  le  second,  en  m'  parties 
égales,  de  manière  qu'il  y  ait  égalité  entre 
ces  parties  :  puis  faisons  le  tracé  d  un  en- 
grenage cylindrique,[entre  les  portions  de 
circonférence';  M' AN' ,  MAN.  Une  fois  ce 
tracé  fait,  il  suffira  d'enrouler  les  figures 
planes  ainsi  dessinées  sur  les  cônes  S  el 
S'.  Elles  serviront  de  base  aux  dents  coni- 
ques de  Fengrenage  demandé. 

Dans  Tengrenage'conique  comme  dans 
l'engrenage  cylindrique,  les  vitesses  angu- 
laires sont  inversement  proportionnelles  aux  nombres  de 
dents  des  roues. 


Fig.  249. 


TnANSMISSSION  AUTOUR   d'aXES   NON  CONCOURANTS  ET   NON   PARALLÈLES. 
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236.  Double  engrenage  conique. 
— On  se  propose  de  transformer  un 
mouvement  de  rotation  b)  autour 
d'un  axe  00  en  un  mouvement  de 
rotation  w'  autour  de  Taxe  O'O'. 
Coupons  ces  deux  axes  par  un 
troisième  axe  auxiliaire  AB  autour 
duquel  nous  imaginerons  une  rotation  égale  à  u '. 


0 


II 


Fig.  IIJO. 
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On  pouiTO  Iransfornicr  d'abord  la  rotation  w  en  la  rotation 
0)"  au  moyen  d'une  roue  d'angle  ayant  son  sommet  en  A  ;  puis 
Ja  relation  w'  en  la  rotation  o/  au  moyen  d^une  seconde  roue 
d'angle  ayant  son  somme!  en  15.  Soient  ?»,  m"  les  nombres  de 
dents  des  roues  (Pangle  en  A;  el  m'\,  m' les  nombres  de  dents 
des  roues  d'angles  en  B;  on  aura  les  relations 


0}"  _  tu  0)'        711  ^" 


Il  en  résulte 


r.)         m' m"' 


C'est  la  relation  à  laquelle  doit  satisfaire  le  double  engrenage; 
on  devra,  tout  en  restaiit  dans  les  limites  pratiques  conve- 
nables, trouver  des  nombres  entiers  qui  vérifient  eetle  équa- 
tion. 
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257.  Proposons-nous  de  trouver  une  transformation  directe 
delà  rotation  u)  en  la  rotation  (.)'. 

Soit  ()0'  la  perpendiculaire  commune  aux  deux  axes;  pre- 
nons sur  cette  droite  un  point  A  (jnelconque  que  nous  suppo- 
serons d'abord  entraîné  par  la  roln- 
tion  (.),  puis  par  la  rotation  (•/. 

liC  ])remier  mouvement  amène, dons 

un  temps  infiniment  petit  (/^  le  point 

A    en    un    point    B ,   à   une    distniice 

Ar»  =  MXOAx(/f;   Télément  AB  est 

perpendiculaire  à  la  Ibis  à  00'  et  ii  t)0,. 

'""  ''  '  Le    second    mouvement    amène  If 

point  A  au  point  B',  dans  une  direction  AlV,  noimale  à  la  fois 

à  Oir  et  à  0'0\,    et  à  une   dislance  AlV  =  AO' X  o/ X  ^'/; 

Tangle  B'AB  est  égal  à  Tangle  de  l'axe  00^  avec  l'axe  O'O'j. 

Il  est  donc  impossible  de  Irouvei'  sui*  la   droite  00'  un  point 
A  tel,  que,  entraîné  sucecssivement  par  cbaque  rotation,  il  ail 


Oi' 

I 

M''     ■  V     / 


••', 


I"» 
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dans  les  deux  cas  la  même  vitesse  linéaire  en  grandeur  et  en 
direction;  quelles  que  soient  les  surfaces  en  contact,  il  y  aura 
toujours  enlrc  elles  un  certain  glissement  relatif  dont  la  mesure 
est  donnée  par  l'arc  BB',  distance  acquise,  au  bout  d'un  temps 
dt  très-court,  par  les  deux  points  qui  étaient  en  coïncidence  au 
point  A  au  commencement  de  cet  intervalle  de  temps  (g  182). 

On  peut  du  moins  choisir  le  point  A  sur  la  droite  00',  de 
telle  sorte  que  le  glissement  BB'  soit  le  plus  petit  possible. 

Soit 

00'  =  a,  quantité  donnée, 

OA  =  X,  quantité  inconnue,  qu'il  s'agit  de  déterminer  ; 

la  dislance  AO'  sera  égale  à  a — x. 
Nous  aurons 

AB  =  taxdi, 

AB'  =  «'(«•  x)  dt. 

Désignons  par  ô  l'angle  des  deux  axes  00^,  O'O',  qui 
est  égal  à* l'angle  B'AB  ;  le  triangle  BAB'  nous  donne 

Le  minimum  de  BB'  s*obtiendra  en  égalant  à  zéro  la  dérivée 
du  second  membre  par  rapport  à  x.  Il  vient  ainsi  Téquation 

On  en  déduit 

j:     w'*  4-  ww'  CCS  0 

a  —  x       w*  +  cww'  cos  6  ' 

On  a  donc  pour  déterminer  le  point  A  la  proportion 

OA  _  w'      fti'-|-&»  cosO 
U'A      Ci       w  -H  oa'  cos  0" 

Si  0=  0,  l'engrenage  devient  cylindrique,  et  on  retrouve  la 
condition  connue 

0A_w; 
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Si  0  =  !)0%  ,„  ,=(        .  Krifiii  M  (.)=(./,  on  a  7777=!.  el  le 

0  A        \  (1)  /  U  A 

point  A  est  le  milieu  de  00',  quel  que  soit  Fangle  0. 

L(^  point  A  étant  détr^rniiné  par  cette  condition,  onconnaîlni 
la  direction  llli'  de  l'arc  de  j^lissenient  en  construisant  un 
liian^^le  seniblahle  an  triauL'h^  AIMV,  dans  lequel  on  connaît 
ran<;lc  0  et  le  rap])orl  des  deux  cotés  qui  le  conipreiuient. 
Si  [)ar  le  point  A  nous  menons  une  droite  AxV  paial- 
léle  à  lU)',  celte  droite,  entraînée  par  le  mouvement  autonr 
de  OOp  décrira  un  liyperboloïde  de  révolution,  et,  entraînée 
))ar  le  mouvement  autour  de  O'O'^,  décrira  un  second  liv])(*i- 
lioloïde.  Ces  doux  surlaces  se  loucheront  suivant  la  droite  AA', 
et  ([nandou  les  leia  lonrner  tonles  deux  a\ec  les  vitess(^s  w,  (•>' 
antunr  des  axes  OO,,  0'0'p  ell(»s  glisseront  l'une  sur  Tautre  le 
lonii  de  la  •^énéiati'ic»*  de  contact.  En  d'autres  termes,  la  gé- 
ui'ratrice  (le  contact  sera  à  clKupie  instant  r<ixe  de  rotation  et 
(II'  (ilissemeot  du  mouvement  relatif  d'une  d(*s  surfaee^par  rap- 
port à  l'antre  i'^^Kel);  on  pent  donc  construire  celte  géné- 
ratrice en  composcUit  la  rotation  u/  autour  de  OW,,  avec  une 
rotution  éi:al(î  et  contraire  à  (o,  autour  de  00,  !î^  170). 

On  pourra  prendri*  sur  les  surfaces  des  deux  liyperboloïdes 
deux  zones  conjiiguées,  c'est-à-dire  deux  zones  comprises  en- 
tre l(Vs  iKii'dUèles  menés  sur  cliaqm^  surface  par  deux  points  de 
la  génératrice  de  conlacl  AA/;  puis  on  li'acera  sur  ces  deux 
zones  une  série  de  génératrices  lectilignes  équidibtanles;  ce 
seront  les  lia>esdes  dents  dont  on  devra  gai*niï'clia(|ucsurl';ice  ; 
ces  dents  seront  de  petites  portions  de  surfaces  saillantes,  des 
stiies  ol)riqu<'S  sur  les  couronnes  des  rouc^,  et  qui  glisseront 
les  unes  sur  les  an  Ires  duns  le  iiassiige  conunun  par  la  généra- 
liice  de  conlacl  des  deux  surfaces  primitives. 


VIS    SANS  FIN    ET    INGHENACE    HÉUCOIOE, 

208.  Soit  0  une  roue  d'une  épaisseur  inliniment  mince; 
cette  roue,  nuuiie  de  dents  IIP  prolilées  suivant  une  dévelop- 


Q 


VIS  SANS  FIN.  307 

pante  du  cercle  OA,  pourra  engrener  avec  les  flancs  droits  PQ 
cl'une  crémaillère  BC  (g  230).  Supposons  qu'à  la  crémaillère  BC 
on  substitue  la  surface  d'une  \is  à  filet  carré,  el  que  PQ  soit 
^ne  génératrice  de  rhôlicoïde  à  plan 
«lirecleur  dont  Taxe  est  la  droite  BC. 
Un  déplacement  longitudinal  de  l'héli- 
coîde,  tel  que  celui  que  Ton  donne  à 
une  crémaillère,  équivaut  à  un  dépla- 
cement angulaire  de  la  surface  autour 
de  son  axe  BC;  car  ce  déplacement 
anirulairea  pour  effet  d'amener  dans  le 
plan  de  la  figure  une  génératrice  P  Q  , 
plus  basse,  par  exemple,  que  la  génératrice  PQ  ;  ce  qui  en- 
traîne la  rotation  de  la  roue  0,  comme  si  la  crémaillère  s'était 
déplacée  longitudinalement  de  la  quantité  PP'.  On  voit  donc 
que  cet  engrenage  hélicoïdal  fournit  un  moyen  de  transformer 
un  mouvement  de  rotation  autour  d'un  axe  CB  en  un  mou- 
vement de  rotation  autour  d'un  axe  0,  perpendiculaire  à  CB. 

Nous  avons  supposé  la  roueO  sans  épaisseur,  ce  qui  est  inad- 
missible en  pratique;  la  dent  à  profil  de  développante,  BP,  a 
nécessairement  une  certaine  épaisseur,  et  elle  doit  recevoir, 
par  suite,  dans  le  sens  de  l'épaisseur,  l'obliquité  demandée 
par  la  forme  de  la  surface  hélicoïdale  avec  laquelle  elle  doit 
ùive  en  contact  aux  environs  du  point  P.  Or  le  contact  des 
deux  surfaces  a  toujours  lieu  dans  un  même  plan  AP,  paral- 
lèle à  Taxe  CB  de  rhélicoïde  et  perpendiculaire  au  plan  de  la 
figure.  Tous  les  points  de  contact  successifs  de  l'hélicoïde  avec 
la  dent  de  la  roue  OA  sont  à  une  même  distance  de  l'axe 
CH,  et,  par  suite,  Tinclinaison  sur  le  plan  de  la  figure  du  plan 
langent  à  Thélicoîde  en  ces  points  P,  P  est  toujours  la  même. 
Les  profils  RP,  R'P  doivent  être  touchés  par  ce  plan  tangent  ; 
il  en  résulte  que  la  véritable  foime  de  la  dent  RP  est  l'enve- 
loppe d'un  plan  mobile,  dont  la  trace  sur  le  plan  de  la  figure 
est  tangente  à  la  développante  RP,  et  qui  fait  avec  ce  plan  un 
angle  constant.  La  surface  enveloppe  de  ce  plan  mobile  est  un 
hélicoîde  dévcloppable ,  dont  l'aréle  de  rebroussement  est 
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une  hélice  (racée  sur  le  cylindre  OA.  On  ne  doit  donner  du 
resle  à  la  dent  qu'une  l'aible  épaisseur. 

La  vis  sans  lin  peul  être  conslruile  de  telle  sorle,  que  la  vi^ 
mène  li  roue  sans  (jue  la  roue  mène  la  vis;  c'est  ce  qui 
arrive  si  le  jkis  de  Tliélice  est  suriisamment  pelit. 

Si,  au  contraire,  le  [)as  de  Fliélice  est  très-allongé,  la  rouf 
peut  mener  la  vis  sans  ([ue  la  vis  puisse  mener  la  roue;  on 
emploie  un  engrena^Mj  de  cotte  nature  dans  le  régulateurâ  îii- 
leltos. 

Enfin,  pour  des  valeurs  moyennes  du  pas,  l'engrenage  est 
réciproque. 

La  le^  ]ier«*he  des  conditions  de  la  transmission  apparlienlii 
la  théorie  du  l'roltemenl  dans  les  machines. 

On  |)eut  l'  'slormer  l'engrenage  de  la  vis  sans  fin  en  un  en- 
grenage de  Ui  ..  iOuesà  axes  rectangulaires  non  concourants. 
Imaginons  pour  cela  (ju'on  augmente  le  rayon  de  la  vis,  en  en 
réduisant  la  hmgueiir,  et  en  multipliant  le  nombre  des  lileN 
hélicoïdaux;  on  (djtiendra  parcette  transformation  deux  lones 
engrenant  l'une  avec  l'autre,  par  des  dents  hélicoïdales  tracées 
ol)li(|uenjent  aux  couronnes. 

lU.NSi:iG>EMLNTS    rRATIQULS    SUll    LES    ErsGRENAGES. 

2")!).  Le  pas  S  d'un  engrenage  se  calcule  par  la  formule 

s   :-^-i^ 

m  étant  le  nombre  de  dents  d'une  roue,  et  R  le  rayon  de  sa 
circonlérence  primitive. 

La  roue  conjuguée  devra  donner  la  même  valeur  de  S: 

m' 

Sur  chaciue  roue,  le  pas  S  est  la  somme  du  plein  et  du 
creux;  le  creux  est  égal  au  ple'nt  de  la  roue  conjuguée,  pln^ 
un  jeu. 

Les  pleins  des  deux  roues  conjuguées  peuvent  n'être  pas 
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égaux  ;  cela  arrive  si  les  dents  des  deux  roues  ne  sont  pas 
formées  de  la  même  matière,  les  dents  en  fer  demandant 
moins  de  largeur,  par  exemple,  que  les  dents  en  bois. 

Le  jeu  doit  varier  avec  la  nature  des  matières  employées 
pour  les  dents,  et  aussi  avec  le  soin  apporté  à  Tengrenage;  on 

1         1 

le  fait  du  7^  au  ^  du  plein  pour  les  engrenages  à  dents  mé- 

1        1 

lalliques,  et  du  ^  au  j^r  pour  les  engrenages  à  dents  en  bois. 

M.  Willis  indique  les  proportions  suivantes  comme  adoptées 

dans  la  meunerie. 

Saillie  de  la  dent,  en  dehors  de  la  circonférence 

3 
primitive «i.    .      j-nS. 


>«#  •»  .f»^ 


10 


Profondeur  du  creux,  en  dedans  de  la  même  cir- 


4 
conférence îo^' 

1 
Jeu  au  fond  du  creux j^tS. 

Largeur  du  plein  de  la  dent  sur  la  circonférence 

5 
primitive ÎT'^* 

Largeur  du  vide  sur  la  même  circonférence.     .     .      ti  §• 

1 

Jeu  sur  la  circonférence  primitive 49  ^" 

Dimensions  des  dents.  —  On  calcule  les  dimensions  des 
dents  par  les  formules  suivantes  : 

Soit  Pla  pression  mutuelle  qui  s'exerce  entre  deux  dents  en 
prise; 

K,  un  coefficient  constant  ; 

L,  la  saillie  totale  de  la  dent,  mesurée  à  partir  du  fond  du 
creux  ; 

b,  Tëpaisseur  de  la  dent,  mesurée  dans  le  sens  des  géné- 
ratrices du  cylindre,  ou  perpendiculairement  au  plan  de  la 
roue; 

KÉIR.  COUMWm,  S4 
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A,  la  largeur  ou  le  plein,  mesuré  sur  la  circonférence  jii- 
mitive. 
P  est  exprimé  en  kilogrammes;  L,  b,  h  sont  exprimés  e. 

mètres. 

r  Les  quantités  L  et  A  sont  liées  entre  elles  par  les  fu: 
mules  : 

L  =  1 , 2  fc,  si  l'engrenage  est  soumis  à  de  grandes  char:'  > 

L=l,5  fc,  si  Tengrenage  est  soumis  à  des  charges  nu- 
diocres. 

2""  On  a  de  plus  l'équation 

PL  =  Kbh*. 

Dans  celte  équation,  on  peut  faire  K==  250,000  si  lesden  > 
sont  en  fer,  et  K=  145,000  si  elles  sont  en  bois. 

•V  La  valeur  de  b  doit  être  comprise  entre  3&  etCA,  suivu.  i 
que  P  est  plus  ou  moins  grand. 

On  a  dressé  des  tables  qui  donnent  ces  dimensions  pour  le^ 
cas  les  plus  usuels. 

Dimemiofu  de  la  jante.  —  La  jante  des  roues  d'engrenage  tn 
fer  reçoit  une  largeur  égale  à  l'épaisseur  b  des  dents  ;  et  ui  > 
épaisseur  (dans  le  sens  du  rayon)  égale  à  la  largeur  des  dénis 
h,  ou  bien  aux  |  de  cette  largeur  si  Ton  ajoute  une  nenuro 
intérieure.  Si  la  roue  est  exposée  à  des  chocs,  on  fait  saillir  b 
jante  latéralement  aux  dents ,  de  manière  à  leur  fournir  un 
appui  à  leurs  deux  extrémités. 

Pour  les  roues  en  bois,  les  dents  sont  des  alluchons  rappor- 
tés qui  traversent  la  jante  et  débordent  à  l'intérieur  ;  on  le^ 
fixe  solidement  au  moyen  de  coins  en  bois. 

Dimensions  des  bras.  — Le  nombre  des  bras  de  la  roue  dépend 
de  son  diamètre  ;  pour  les  petites  roues  au-dessous  de  l",3u 
de  diamètre,  on  met  quatre  bras. 

On  en  met  6  pour  un  diamètre  variable  de  i",50  à  2",oiK 
8  _  de  2»,50  à  S",!)": 

10  —  de  5-,00  à  7'",00. 

La  section  du  bras  est  en  général  une  croix,  dont  les  dimen- 
sions vont  en  diminuant  du  moyeu  à  la  jante.  Les  saillies  la- 
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térales  de  la  croix  se  fondent  avec  la  nervure  intérieure  de  la 
jante,  s'il  existe  une  telle  nervure. 

Le  calcul  de  la  section  de  ces  pièces  est  un  problème  de  la 
résistance  des  matériaux. 

Les  frottements  sont  plus  durs  quand  le  contact  des  profils 
en  prise  a  lieu  en  arrière  de  la  ligne  des  centres,  que  lorsqu'il 
a  lieu  au  delà  de  cette  ligne;  si  donc  une  des  roues  est  toujours 
la  roue  menante,  et  l'autre  la  roue  menée,  il  est  bon  de  Taire  en 
sorte  que  la  prise  soit  moins  longue  avant  la  ligne  des  centres 
qu'après,  en  d.'autres  termes,  que  Varc  d'approche  soit  moins 
long  que  Varc  de  retraite  ;  on  donne  par  exemple  au  premier 
une  longueur  ^ale  à  la  moitié  du  pas,  et  au  second  une  lon- 
gueur égale  aux  |  du  pas.  Cela  suffit  pour  assurer  la  conti- 
nuité de  la  transmission. 

TRAINS    DE   BOUES   DENTÉES. 

240.  Soit  proposé  de  transformer,  par  une  série  de  roues 
dentées  extérieures  les  unes  aux  autres,  une  rotation  uni- 
forme (ù  autour  d'un  axe  A  en  une  rotation  uniTorme  (ù'  au- 
tour d'un  axe  parallèle  B.  Les  vitesses  angulaires  ta  et  tù'  sont 
données,  et  leurs  sens  sont  déterminés. 

Si  (o  et  u/  sont  de  même  sens,  il  faudra  au  moins  une  roue 
intermédiaire  entre  les  deux  arbres  A  et  B  pour  assurer 
la  transmission  sans  qu^on  ait  recours  aux  engrenages  inté- 
rieurs. 

Attribuons  aux  rotations  a>  et  iù'  les  signes  +  ou  —  suivant 
le  sens  dans  lequel  ces  rotations  s'effectuent.  Imaginons  des 
axes  intermédiaires, 

autour  desquels  nous  supposerons  les  vitesses 

Sur  chaque  axe  P»  nous  plaçons  deux  roues  dentées ,  in- 
variablement liées  ensemble;  la  première,  munie  de  m^  dents, 
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engrène  avec  une  roue  de  l'arbre  Pj^t  ;  Taulre,  munie  i^ 
|x*  dents,  engrène  avec  une  roue  de  l'arbre  Pt_i;  en  rèsuni . 
nous  pouvons  reprêbcnler  la  transmission  par  le  diagram^// 
suivant: 


A  P,  P 

JU       l»^.      1 


m." 


.i- 


V. 


sa 


W»aL  «  linT;i]"iiir»TrTJrTmi 


«**+  I 


Fig.  253. 


P-      » 


^ 


••f  » 


nio  est  le  nombre  de  dents  de  la  roue  fixée  sur  l'arbre  A,  ei 
|jL^i  celui  de  la  roue  fixée  sur  l'arbre  B. 
Nous  aurons  la  suite  d'équations  : 


«1 

61 


m< 


6»! 


m 


*-i 


w 


1+1 

CJi. 


/** 


m. 


A'iH 


Multipliant  ces  équations  membre  à  membre,  il  vient 


Le  rapport  -  étant  donné  avec  son  signe,  on  verra  d'aiord 
s'il  faut  prendre  pour  n  un  nombre  ps^ir  ou  impair.  On  pourra 
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toujours  changer  le  signe  du  rapport  en  introduisant  entre 
deux  arbres  consécutifs,  P^  et  P^+i,  un  arbre  portant  une  roue 
parasite  qui  engrène  à  la  fois  avec  la  roue  m^  et  la  roue  [x^^.! 
(g  216)  ;  le  nombre  de  dents  de  celte  roue  n'influe  pas  sur  le 
rapport  des  vitesses  angulaires. 

Laissons  donc  de  côté  le  signe,  auquel  on  pourra  toujours 
satisfaire,  et  proposons-nous  de  trouver  les  nombres  de  dents 
m^,...,  m„,  iXj...,  [JL,^iqui  vérifient  le  mieux  possible  en  valeur 
absolue  l'équation 

«   ~  Ml  •  •  •  /*n+i* 

La  première  chose  à  faire,  c'est  de  déterminer  deux  nombres 
entiers  N  et  N',  proportionnels  à  w'  et  w;  ensuite  on  décompo- 
sera N  et  N'  en  un  môme  nombre  de  facteurs  entiers  ;  on  doit 
chercher  à  rendre  ces  facteurs  au  moins  égaux  à  8  et  au  plus 
égaux  à  120;  alors  on  pourra  les  adopter  comme  nombres 
des  dents  à  attribuer  à  chaque  roue. 

Le  problème  à  résoudre  consiste  donc  d'abord  à  trouver 

l'expression  approximative  du  rapport  —  par   une  fraction 

^   dont  les  termes  puissent  être  décomposés  en  facteurs 

compris  entre  les  limites  convenables. 

241.  On  peut  réduire  le  rapport  —  en  fraction  continue,  et 

N 
prendre  pour  ^,  Tune  des  réduites  de  cette  fraction  continue, 

ou  bien  l'une  des  fractions  ûif^*m^rftair^5  que  l'on  peut  inter- 
caler entre  deux  réduites  consécutives.  On  essayera  parmi  ces 
diverses  fractions  celle  qui  se  prête  le  mieux  à  la  décomposi- 
tion demandée.  On  peut  d'ailleurs  introduire  aux  deux  termes 
de  la  fraction  que  Ton  adopte  un  ou  plusieurs  facteurs  com- 
muns, pour  compléter  le  nombre  égal  de  facteurs  qui  doit 
se  trouver  définitivement  dans  les  deux  termes,  chacun  de  ces 
facteurs  indiquant  le  nombre  de  dents  d'une  roue. 


.h4  EoriP.vr.Es 


< 


Soil  proposé  par  e\cinple  de  réaliser  un  rapport  de  vitesses 
angulaires  égal  '^^t^t^'  ^^^^  essayera  d'abord  de  décomposer  Its 

fermes  en  faeleurs;  mais  la  fraction  s'y  refuse,  parce  qucS*2ô 
est  un  nombre  premier. 

Elle  s'exprime  parla  fraction  continue  suivante: 


Hi:, 

-  -  1        ' 

.',in  ' 

■  '              1 

les  réduites  successives  sont  : 

Si  Ton  prenait  la  troisième  réduite,  qui  diffère  de  la  valeur 

de  la  fradion  d'une  quanlilé  moindre  que  tt^ r^i  <>'i  '*^^^' 

^  ^      181  x4u/ 

lait  pour  la  raison  du  (rain 

r.r.i»     ^1  -,  r»  ^.,  ci 
TsT  1.XI     "* 

Mais  1S|  est  un  nombre  premier  plus  grand  que  la  limite 
admissi))le.  On  essavera  ensuite  la  traction  intermédiaire  en- 

li'^'  7-;.T  et  ,.  î  ol)tenne  en  aioutant  ces  deux  tractions  terme 
à  terme  :  il  vient 

:>>.()  4- !)i  _a:û 
îsT-i-  i:.  "  "  i>-jr.  ' 

fraction  irréductible,  (\ir  ij?  est  premi(^r. 

.  .>()«»     1.)/     (S'io  ..    '  1     1' 

Aucune  des  iraclions  y-- .  ——^  -^_-  n(^sc  prête  a  la  decoin- 

]S|    'l^li)    10/  * 

91 

position.  Aussi  on  s'en  tiendra  à  la  fraction  V.  »  et  ce  rapport 

Je)  ' 

|K)uii'a  se  réalisrr  de  plusieurs  manières:  par  exemple: 

1"  Avec  un  engrenage  direct;  une  roue  de  91  dents  engre- 
nant avec  une  ronede  4^; 
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2**  Avec  un  train  de  deux  arbres  tournants. 
On  a  en  effet 

91  =  7  X  13 

et 

45  =  9x5. 

Les  nombres  7  et  5  étant  au-dessous  de  la  limite  inférieure  8, 
on  les  multipliera  tous  les  deux  par  2,  ce  qui  n'altère  pas  la 
raison  de  Féquipage;  et  on  obtiendra  le  train 

m«  =  14      /*!  =  9 

ftti  =  13     fi^  =  10, 

dont  la  raison  est 

_14xl591 
*  —  9  X 10  ■"  45* 

91 
La  fraction  j^  diffère  de  la  véritable  valeur  du  rapport 

1  1 

donné  d'une  quantité  moindre  que^n — îftT'^SîïÂ' 

L'erreur  aurait  été  plus  grande  si  l'on  avait  altéré 
d'une  unité  les  termes  des  fractions  précédemment  essayées 
pour  les  rendre  décomposables  en  facteurs. 

Nous  ferons  connaître  bientôt  une  méthode  qui  conduit  à 
des  solutions  plus  rigoureuses  ;  elle  résulte  de  l'emploi  des 
trains  épicycloidaux. 

242.  Le  problème  qui  suit  se  présente  souvent  quand  il  s'a- 
git de  choisir  les  nombres  de  dents  pour  uq  train  de  roues 
dentées. 

Étant  données  deux  fractions  irréductibles  -n  -ï»  dont  la  pre^ 

X 

mière  est  plus  petite  que  la  seconde^  trouver  la  fraction  -  corn- 

prise  entre  ces  deux  fractions^  qui  soit  exprimée  par  les  moindres 
nombres  xety. 
Nous  avons  par  hypothèse  la  double  inégalité 
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multiplions  par  bdy  pour  chasser  les  dénominateurs,  il  vies 
dra 

orfy  <  Wx  <  cby. 

Nous  pouvons  poser 

Mx  —  ady  =/i, 
bdx  —  cby  =—7, 

en  appelant  peiq  des  entiers  positifs  indéterminés. 

Divisons  la  première  équation  par  d,  la  seconde  par  b  ;  nou^ 
aurons 

rfx  —  Of  = —  ^. 

Par  conséquent})  est  un  multiple  de  d,  et  q  un  multiple  de 
b.  Ces  équations  résolues  par  rapport  à  x  et  y  nous  donnent 

'—    bc—ad' 
'       bc  —  ad 

DoncpH-ç  est  un  multiple  du  déterminant  à=:be^afh 
du  groupe     ,      >  lequel  déterminant  est  positif,  à  cause  de 

l'inégalité  ^  <  ^ 

Le  môme  déterminant  doit  de  plus  diviser  §t*+  f^. 

a       b 

Un  nombre  limité  d'essais  conduira  à  la  solution  cher- 
chée. 

Les  moindres  valeurs  de X  et  y  correspondent  aux  moindres 
valeurs  de  p  e[q\  or  p  est  un  des  termes  de  la  suite  d,  2<i» 
3r/...,  eiq  est  un  des  termes  de  la  suite  6,  2b,  5fr... 

En  vertu  de  la  troisième  condition  p-hq  doit  être  compris 
dans  la  suite  A,  2a,  5a.... 
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On  satisfait  aux  quatre  conditions  à  la  fois  en  posant 

q  =  àb. 

Car    alors   p  +  q  =  à  (d+b)    est   multiple  de  A,    ei 

^c-hfa=^(c-ha)  est  aussi  multiple  de  a.  Il  est  donc 

inutile  de  pousser  les  séries  des  multiples  de  d  et  de  b  au  delà 
de  leurs  a'^^  termes,  et  Ton  aura  par  suite  à  essayer  au  plus 
a'  combinaisons. 

2i3.  Deux  cas  particuliers  sont  à  remarquer  : 

l""  Si  A=:l,  la  solution  consiste  à  poser  p=(l,  q=b^  et  par 

suite  T — 2  ^^^  ^^  fraction  la  plus  simple  qui  soit  comprise  en- 

tre  les  fractions  données,  t'  ^'  Lorsque  bc — ad=l,  le  déter- 
minant du  système 

6    b'\'d, 
a    a  +  c, 

est  égal  à  6(a-f-c)  — o(fc-+-d)=frc— ad=A=l. 
De  même  le  déterminant 

b'\'d     d\ 
a  -{-  c      c  ' 

est  égal  à  l'unité;  de  sorte  que  la  fraction  intercalaire  pos- 
sède, par  rapport  à  chacune  des  fractions  données,  la  pro- 
priété exprimée  pour  celles-ci  par  l'équation  A=l*. 
2*^  Si  bet  d  sont  premiers  entre  eux,  la  quatrième  condition 

est  comprise  dans  la  troisième.  En  effet  ^c-+-^a  étant  divi- 
sible par  a,  pftc-i-çda  est  divisible  par  6dA.  Or  je  dis  qu'il 
suffit  que  p-f-9  soit  multiple  de  A  pour  que  p6c  +  9da  soit 
multiple  de  frdA. 

*  M.  Brocot  a  fondé  sur  cette  remarque  une  méthode  pour  la  recherche  du 
nombre  de  dents  d'un  équipage  de  roues  dentées. 
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Soil  ;)  =  m  A-f-5,mélant  le  quotient  et  .s  le  reste  de  lad'ni- 
siou  iep  par  a.  Nous  aurons  aussi  r/  =  7)î'A  — .<?,  en  appelant 
m'  le  quotient  pris  par  excès  de  la  division  de  q  par  a.  Les 
nombres  m  et  m'  soûl  tous  deux  entiers. 

Donc 

pl)r-\-(j(ln  -^  m\hc-\-shc-\-in'^(1a  — sda 

=  A  [nihc  -\-  in'da\  +  fi  \hc  —  nd] 
^=  A  [nihc  -\-  m'dn  -h  «  • 

et  par  conséquent  phc-hqda  est  multiple  de  A  dès  quep-f-^ 
est  lui-même  mulli|)le  de  A. 

Il  en  rèsult(*  que  phc  -hqdn  est  divisible  par  b(l^.  Car,  puis- 
qu'on a  bc  —  (t(l  =  1  et  que  h  et  rfsonl  par  hypothèse  premiers 
entre  o\\\J)  et  a  sont  aussi  premiers  entre  eux,  sans  quoi  tout 
laeleur  premier  commun  à  t  et  à  A,  diviserait  ad,  ce  qui  est 
impossible,  ni  a  ni  d  n'ayant  de  facteur  commun  avec  fr.  Do 
même  d  et  a  sont  premiers  entre  eux. 

Les  trois  nombres  &,  (/,  A  sont  donc  premiers  entre  eux 
deux  à  deux,  et  la  somme  phr-^-qda,  divisible  à  la  fois  par 
chacun  de  ces  nombres,  rst  divisible  par  leur  produit. 

'J  i  \.  Application.  —  Soit  proposé  de  trouver  la  fraction  la  plus 

snnpie  comprise  entre  ,..  et   -.. 
Nous  aurons 

0--   10. 

h  =-- 1>:,, 

rr-.  17, 

d—  'J«;. 

A  --^  'i:>  <  17  —  1 G  >:  lh;  =  !:>;)  —  tlG  r^-  9, 

Essayons  successivement  pour  />  les  multiples  de  '26,  et 
pour  q  les  multiples  de  -J^;  puis  formons  les  sommes /)-f-^/. 
Oîi  obtient  ainsi  les  résultais  inscrils  dans  le  tableau  suivant 
Jes  nomlires  sonlifpu's  sont,  parmi  les  sommes ]>  4-  q,  les  mul- 
tiples du  déterminant  A)  : 
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p  = 

26 

52 

78 

104 

130 

25 

51 

77 

103 

129 

155 

50 

76 

102 

128 

154 

180 

75 

101 

127 

15S 

La  moindre  solution  a  lieu  pour  p=  78, 9=75  ;  la  somme 
p+9  est  égale  à  153,  qui  est  multiple  de  9.  D'ailleurs  les  dé- 
nominateurs 25  et  26  étant  premiers  entre  eux,  la  quatrième 
condition  est  satisfaite  dès  que  les  trois  premières  le  sont. 

Donc  enfin 

3x17+3x16      17+16      33       .. 
*= 9 =^— =  T="' 

153      ,_ 
y=-^  =  17. 

11 

La  fraction  cherchée  est  j^. 

On  aurait  une  autre  solution  en  prenant  p= 130  et  9=50, 
ce  qui  donne 


et 


,=!?-». 


5xl7-f-2xl6      117      ,- 
x= g =-9-  =  ^3. 


13 


Mais  les  termes  de  la  fraction  résultante ,  ^  ,  sont  plus 

grands  que  ceux  delà  première. 

11 

j  ^  est  donc  la  solution  définitive. 
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245.  On  appelle  train  épicycloidal  un  appareil  de  roues  den- 
tées dont  la  première  est  montée  sur  un  axe  fixe  0,  tandis  que 
les  suivantes  sont  montées  sur  des  axes  mobiles,  entraînés  par 
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un  bras  ou  châssis  OA,  lequel  tourne  autour  de  l'axe  O.Si- 

^     même  temps  que  la  première  mik 
-^^     tourne,  on  imprime  au  bras  OA  v 
mouvement  de   rotation  autour  >. 
point  0,  le  mouvement  effectif'- 
^*^'  ^^  roues  du  train  sera  un  mouvcm- 

composé,  résultant  de  leur  liaison  avec  la  roue  0  et  du  ii  o^ 
vement  du  bras  OA. 

Appelons  b»  la  vitesse  angulaire  de  la  première  roue  0,  a 
iù  la  vitesse  angulaire  d'une  roue  déterminée  du  train,  a\  ji 
son  centre  quelque  part  en  A  sur  le  bras  OA,  cette  vitesse  an.  i- 
laire  étant  prise  par  rapport  à  des  axes  de  direction  conslan 
menés  dans  son  plan  par  le  centre  A  de  cette  roue  ;  soit  c:i: 
tt  la  vitesse  angulaire  du  châssis  autour  du  point  0.  La  vit' >h 
angulaire  de  la  roue  A  par  rapport  au  châssis  sera  é'pl^ 
(â)' — M  (§  lOiet  94);  et  la  vitesse  angulaire  de  la  roue  0  y^- 
rapport  au  même  châssis  seraw — u;  donc  le  rapport  de>  vi- 
tesses angulaires  simultanées  des  roues  A  et  0,  par  rappoit. 
un  même  système  OA,  est  égal  à 


ta*  — u 
ùt  —  u* 


Ce  rapport  est  égal  à  la  raison  e  de  l'équipage  des  mu:^ 
dentées  formé  par  la  roue  0  et  les  roues  qu'elle  met  en  ni"- 
vement  jusqu'à  la  roue  A  inclusivement  (g  128);  or  le  nom- 
bre e  ne  dépend  que  des  nombres  de  dents  des  roues  rp 
constituent  la  transmission.  On  a  donc 


(i)  t  = 


<a —  U 


Cette  formule  est  générale,  pourvu  qu'on  attribue  les  sif 
convenables  aux  vitesses  angulaires  <*>,  w',  ti,  et  à  la  raisvn  i 
Elle  est  due  à  M.  Willis. 

246.  Exemple.  Engrenage  planétaire  de  Watt. — Laprenii^i- 
roue  0  et  la  dernière  roue  A  ont  le  même  nombre  de  dénis  c\ 
engrènentjune  avec  l'autre:  on  fera  donc  e= — 1. 

La  seconde  roue  A  est  fixée  invariablement  à  rexlrénni^ 
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3S1 


B 


Fig.  255. 


d'une  bielle  A6,  qui  se  meut  parallèlement  à  elle-même  :  donc 
w'  =  0.  Le  mouvement  de  la  bielle  trans- 
met au  lien  OA,  autour  du  point  0,  un 
mouvement  de  rotation  dont  la  vitesse 
angulaire  est  u.  Il  en  résulte  pour  la 
roue  0  une  vitesse  angulaire,  o),  donnée 
par  la  formule  (1)  en  y  faisant  w'^O 
ets^ — 1;  on  en  déduit  w=:2u. 

La  roue  0  fait  donc  deux  tours  quand 
le  rayon  OA  en  fait  un. 

247.  Autre  exemple  detr(Un  épicycloidalplan.  —  Deux  roues 
dentées  a,  a\  indépendantes  l'une  de  l'autre,  sont  montées  sur 
un  môme  arbre  AA.  Ces  roues  engrènent  Tune  avec  la  roue  ^, 
Vautre  avec  la  roue  0',  qui  sont 
liées  invariablement  l'une  à 
l'autre  par  l'axe  CC,  lequel  est 
lui-même  entraîné  par  le  bras 
BB,  autour  de  Tarbre  AA.  On 
imprime  à  l'arbre  AA,  et  par 
suite  au  bras  BB,  une  vitesse 
angulaire  u;  on  imprime  en 
même  temps  une  vitesse  angu- 
laire (i>  à  la  roue  a  autour  du  même  arbre.  On  demande  quelle 
sera  la  vitesse  angulaire  ia  de  la  roue  a'. 

Appliquons  la  formule  générale  (1)  au  train  épicycloîdal 
formé  par  les  roues  a,  ^  et  le  bras  BB  ;  iù'  étant  la  vitesse  an- 
gulaire du  système  rigide  3»  ^S  par  rapport  à  des  axes  mobiles 
de  direction  constante,  et  e  la  raison  de  l'engrenage  (a,  ^),  on 
aura 


Fig.  i56. 


e  = 


ûl*'  —  u 
ùè — Il  ' 


La  même  formule  peut  s'appliquer  au  train  formé  par  les 
roues  a',  g'  et  le  bras  BB,  et  si  nous  appelons  e'  la  raison  de 
l'engrenage  (a'  ^'),  nous  aurons  de  même 


w' — u 
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Divisons  ces  deux  équations  Tune  par  l'autre;  nous  êlÎL- 
nons  (•)",  et  il  vient 

C    61* Il 

?~  té  —m' 

ou  bien 

équation  qui  donne  co'  en  fonction  àe  co  et  de  u.  Supposons  p^ 
exemple  que  la  roue  a  ait  iO  dents,  et  la  roue^,  45  derS 
que  la  roue  a'  ait  25  dents,  et  la  roue  y,  12  dents;  il  en  rê-^i 
tera 

10  .  25 

*  =  "Î5*      '^-~Î2" 

Supposons  en  outre  que  la  roue  2  reste  immobile,  ce  qu«  1 
exprimera  en  faisant  0)1=0.  Il  viendra,  entre  les  vitesses  an -u 
laires  ta'  et  u,  la  relation 

25    ,_       /lO      25\     _  255 

12"  ~      Vl5""i2;  ""■■*'l5xl2"' 

donc 

«[  _  255      _      17 

u  """^  25xl5~'*"25* 

La  roue  a'  et  le  bras  BB  tournent  donc  dans  le  même  sens. 

PROBLÈME. 

2i8.  Sur  l'arbre  AA  est  montée  une  roue  M,  qui  enpvuc 
avec  une  roue  N,  montée  sur  un  axe  BB.  En  un  point  donni 


de  l'un  des  rayons  de  cette  roue  N,  est  fixé  un  axe  CC,  lequel 
est  entraîné  dans  le  mouvement  de  la  roue  N,  et  porte  deiu 
roues  solidaires,  P  et  Q.  La  roue  Q  engrène  avec  une  roue 
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ixe  S,  montée  sur  Taxe  6B.  La  roue  P  engrène  avec  la  roue 
nobilc  Rf  montée  également  sur  l'axe  BB. 

On  demande  de  déterminer  le  rapport  des  vitesses  angu- 
aires  des  roues  M  etR,  connaissant  les  nombres 

w»  w»  p»  Çt  r$  «» 

les  dents  que  portent  respectivement  les  roues 

M,  N,  p,  Q,  R,  s. 

On  observera  que  les  (rois  roues  N,  R,  S,  bien  que  montées 
sur  le  même  axe  géométrique,  sont  indépendantes  les  unes 
des  autres. 

Appelons  : 

(â>  la  vitesse  angulaire  de  la  roue  M  ; 

iù  la  vitesse  angulaire  de  la  roue  N,  qui  sera  aussi  la  vi- 
tesse angulaire  du  bras  porte- train  de  Tarbre  CC; 

(I)"  la  vitesse  angulaire,  par  rapport  à  des  axes  de  direction 
constante,  de  Tarbre  CC,  et  des  deux  roues  solidaires  qu'il 
porte  ; 

iù"'  la  vitesse  angulaire  de  la  roue  R. 

La  vitesse  angulaire  de  la  roue  S  est  nulle. 

Soit  £  la  raison  deTengrenage  (M,  N); 

s' la  raison  de  l'engrenage  (P,  R); 

e"  la  raison  de  Tengrenage  (Q,  S). 

Nous  aurons  les  relations  suivantes  : 

t  =  —  = (engrenage  extérieur  M,  N), 

ff  =  îi_^_^  — :  «£  (train  épicycloidal  P,  R), 


«*  =  ^=^^j^  =  —  J  (train  épicycloidal  Q,  S). 


On  a  donc 


fti' 


n  8 


p  p*  "K       p*/ 
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Cette  dernière  équation  résout  la  question. 

Supposons  en  second  lieu  (ju'on  introduise  une  nouvelle 
roue  fiiisant  corps  avec  la  roue  M,  engrenant  avec  la  roue  S. 
et  porlant  m'  dénis.  La  vilesse  angulaire  de  la  roue  S  ne  sera 
plus  nulle;  appelons-la  co";  et  soit  î'"  la  raison  de  l'engrenage 
i'onné  parla  roue  S  et  la  nouvelle  roue.  Nous  aurons  la  séi;/ 
d'équations. 


«,/            w/ 

e        —       —    -, 

0)                   Il 

,       './'  —  0/ 

/' 

0)'"— w' 

r  ' 

..  _  ^>"  -  '-' 

7 

w'v_w' 

s  ' 

«->          « . 

w«>             ;«' 

On  en  déduit 


7}l 

m'  =■ W  X  —  , 

tt 


m' 
s 


Oi"    :-    0> 


/_/.     ^,.V_ç,/j   =r— WX -'    (   —    W   X h  WX   —   1 

*  n        s  \  s  n  I 


(  m       <i  m'       ani  \ 
--  —  ojX  ( ■^7--i--'-  K 


et  cnlin 


u"'—   Oi' ,  0)  ' Oi]  =: C)         \-        '    ( 1  . 


r.MiADoxi:  Di:  feugussoiN. 

241).  Une  roue  d'engrenante  A  est  fixe;  autour  de  son  axe 
tourne  le  hras  porte-train  BB.  Ce  bras  porte  deux  axes  ad  ,î 
parallèles  au  premier. 

Sur  Taxe  a  est  montée  une  roue  C,  qui  engrène  d'un  cùlc 
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ivec  la  roue  fixe  A,  et  de  l'autre  avec  trois  roues  folles  P,  Q,  R, 
moulées    sur   le    môme 

La  roue  A  porte  n  dents  ; 

La   roue   P  en    porle      ^^ja  

LaroueQ,n;  ^.^^ 

Et  la  roue  R,  n  —  1. 

Le  nombre  des  dénis  de  la  roue  C  est  indifférent. 

On  propose  de  déterminer  les  vitesses  angulaires  w'i^a)',,^'^, 
(les  trois  roues  P,  Q  et  R ,  lorsqu'on  imprime  au  bras  porte- 
train  une  vitesse  angulaire  u  autour  de  l'axe  fixe  A. 

La  formule  e  = s'applique  successivement  aux  trains 

épicycloïdaux  (A,  P),  (A^  Q),  (A,  R),  et  donne,  pour  le  premier, 

n     ûi^  — tt. 

Il  -f-  1  ~     —  tt    " 

donc 

û'i  =  u — T  u=  M  X 7 ,  valeur  positive; 

pour  le  second, 


n w'j  —  M 

n         — M 


donc 


w'i=0; 


pour  le  troisième, 


n  w',  —  u 


n  -   1  — u 


donc 


e/s=  u 7 u=:ux ; ,  valcur  négative. 

*  fi  —  1  n  —  1  ° 


La  roue  P  tournera  donc  (par  rapport  au  bras  porte-train) 
dans  le  même  sens  que  le  bras  porte-train  lui-même  ;  la 

vie.  coLuoioii.  25 
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roue  Q  restera  immobile,  et  la  roue  R  tournera  en  seos  c  .- 

traire. 

Ce  résultat  semble  paradoxal,  parce  que,  les  trois  rv. 
P,  Q,  It  ayant  à  très-peu  près  le  même  nombre  de  dénis,  s 
s'attend  à  les  voir  prendre  des  mouvements  ideiiliques. 

EXEHFLE   DE    TflÂin    ÉriCTCLOÏDAL   SFBÉRIQUE. 

2Î»0.  On  appelle  ainsi  les  trains  épicycloidaux  qui  rcii(  :■ 
meut  des  roues  d'angles. 

Un  arbre  AA'  tourne  autour  de  son  axe  avec  une  \ik>:- 

angulaire  u,  en  entraînant  dans  son  mouvement  les  deux  roue? 

dentées  B  et  C.  La  roue  B  <"■•■ 

'  '  grène  avec  ta  roue  D,  qui  lui' 

corps  avec  une  roue  K. 

La  roue  C  engrène  avft  U 
roue  E,  qui  fait  corps  u^cc 
C  une  roue  F. 

La  roue  F  engrène  ave- 
une  roue  G  ,  et  la  roue  ^ 
avec  la  roue  U  ;  les  roue;  !■ 
et  H  sont  solidaires,  et  ukhi- 
tèes  toutes  deux  sur  un  ar- 
bre mobile,  II',  autour  duquel  elles  tournent  librement. 

L'arbre  II'  est  lié  invariablement  à  un  autre  arbre  LL',  <]u> 
traverse  les  roues  D,  E,  F,  K  en  leurs  centres. 
On  demande  la  vitesse  angulaire  Q  de  cet  arbre  LL'. 
Tous  les  mouvements  considérés  s'accomplissent  autour 
d'axes  concourants  au  point  I,  intersection  des  axes  II'  et  LL' 
Soient  b,  c,  d,  e,  /",  g,  A,  ifc,  les  nombres  de  dents  des  rou'^ 
de  l'équipage. 

La  vitesse  angulaire  du  système  D  K  autour  de  l'axe  LI' 
sera  égale  à  u  x  -j . 
De  même  la  vitesse  angulaire  du  système  EF  autour  du 


Fig,  Î59. 
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même  axe  sera  égale  à  ci>x-.  Les  deux  vitesses  angulaires 

sont  dirigées  en  sens  contraire  Tune  de  l'autre.  Si  nous  re- 
gardons la  première  comme  positive ,  nous  devons  regar- 
der la  seconde  comme  négative.  Nous  pouvons  de  même  attri- 
buer un  signe  à  û,  en  lui  appliquant  la  même  convention. 

Imprimons  par  la  pensée  aux  trois  systèmes  DK,  EF  et  II' 
une  vitesse  angulaire,  autour  de  Taxe  LL',  égale  et  contraire  à 
û  ;  alors  les  roues  H  et  G  seront  ramenées  à  tourner  autour  d'un 
axe  fixe,  et  les  systèmes  DK  et  EF  seront  animés  respective- 
ment de  vitesses  angulaires  égales,  en  grandeur  et  en  signe,  à 


a 


et 


— wX-  — Q, 

e 


autour  de  Taxe  commun  LL'.  La  vitesse  angulaire  apparente 

c 
de  la  roue  F  sera  égale  en  valeur  absolue  à  o)  x  -  -h  û. 

Soit  donc  tù'  la  vitesse  angulaire  du  système  H6  autour  de 
son  axe  ir  supposé  fixe  ;  nous  aurons  pour  les  deux  engrenages 
coniques  (K,  H)  et  (F,  G) ,  en  prenant  les  rapports  des  vi- 
tesses angulaires  absolues,  les  relations 

Tûi  X  j  —  QJ*=fti'A, 

(«X  j-f  Ûyrrro/y. 

Éliminons  (ù  par  la  division,  et  nous  aurons,  pour  détermi- 
ner - ,  l'équation 

e 


5SS 
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On  Cil  (léiluil 


1)        hcfjk  —  cilfh 


Ce  (lisposilir  est  employé  pour  réaliser  des  mouvemonls 
exlivnieiiienl  lenls.  Il  suKil  en  elfet  de  prendre  des  noinl)iv> 
d(?  dénis  snlfisaininent  ^nuids,  v{  satisfaisant  à  la  eoiiditiuii 

Or  cetle  éqnalion  est  toujours  possible  en  nombres  entiei>; 
on  prendra  pour  c,  d,  J\  h,  e^  r/,  des  nombres  tels,  que  lo 
produit  (ï//"  soit  premier  avec  le  produit  be^j;  les  mélliudes 
de  l'analyse  indéterminée  l'ont  alors  connaître  h  et  fr. 

A  cet  éuard,  les  tiains  épieycloïdaux  rentrent  dans  la  classe 
des  mouvements  différentiels  que  nous  examinerons  plus  loin. 


USAGE     DES    THAINS     ÉPlCYCLOÏn.vrX     POl.n     riÉAElSER     AVEC    PBÉasiO 
LE   I;APP0HT   IM:s   vitesses  AINGI  LAIUES    des  A15BKES  TOURNANTS. 

2^)\.  Nous  prendrons  pour  exemple  le  dispositif  suivanl  ; 
AA,  arlue  moteur;  \itesse  angulaire,  w. 
C,  D,  roues  faisant  corps  avec  l'arbre  AA. 


n 


u 


K 


iljj  I  11   IJ__U  11 


1"I_J  J  LlTTi/M, 


I» 


M' 


fiLHi    LLij^:.i_"  _i:i_.l  II-  J.Li  Mil  JI1!IIII  I  f  I  IIILHI 

I 

' ' 


I  ?T ,  ,  1 , . ,  I  )  ]  1  j  i  I  «a|Ti  J  l'i  j  f 


M 


6 


Fil.  -la). 


Ll/,  MM\  arlires  auxili-iires,  poilanl  Tun  les  roues  solidaires 
c  el  II,  et  l'autre  les  roues  solidaires  d  et  F  ;  la  roue  c  en^Mviie 
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avec  la  roue  C  ;  de  même  d  engrène  avec  la  roue  D  ;  (i>\  vi- 
tesse angulaire  de  Tarbre  LL';  <i)\,  vitesse  angulaire  de  l'ar- 
bre MM'. 

BB,  arbre  auquel  on  veut  transmettre  le  mouvement  ;  vi- 
tesse angulaire,  u  ;  cet  arbre  est  solidaire  du  bras  IK,  autour 
duquel  tourne  la  roue  d'angle  K. 

e  et  G,  roues  dentées  solidaires,  montées  sur  un  arbre  con- 
centrique à  BB';  vitesse  angulaire,  dn".  La  roue  e  engrène 
avec  E  ;  la  roue  d'angle  G  engrène  avec  K. 

fei  H,  roues  dentées  solidaires,  montées  sur  un  arbre  con- 
centrique à  l'arbre  BB;  vitesse  angulaire,  (d^^  La  roue /"en- 
grène avec  F;  la  roue  d'angle  H  avec  la  même  roue  d'angle  K. 
Ceci  suppose  les  deux  roues  G  et  H  égales  et  garnies  du  même 
nombre  de  dents. 

Nous  représenterons  le  nombre  de  dents  de  chaque  roué  par 
la  lettre  que  cette  roue  porte  dans  la  figure.  On  aura  donc 
G=H. 

NN',  PP\  flasques  qui  supportent  les  arbres  tournants. 

La  vitesse  de  rotation  tt/  de  l'arbre  LL'  est  donnée  en 
grandeur  et  en  signe  par  Téquation 

u  =—  -   M. 

C 

De  même  la  vitesse  de  rotation  du  système  formé  par  les 
roues  e  et  G  est 

E  CE 

«*"  =  —  -«'  =  -+-  à», 

e  ce 

On  aura  donc  aussi  pour  le  système  des  deux  roues  soli- 
daires /*  et  H 

F  .  DF 

Imprimons  par  la  pensée  à  tous  les  systèmes  qui  tournent 
autour  de  l'axe  BB  une  vitesse  égale  et  contraire  à  la  vitesse  u 
du  bras  porte-train  IK  ;  le  système  eG  sera  réduit  à  la  vitesse 
w" — u,  et  le  système  fil  à  la  vitesse  w^^  —  u;  ces  deux  sys- 
tèmes tendent  à  faire  tourner  en  sens  contraires  la  roue  d'an- 
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glo  K,  qui  maintenant  est  supposée  mobile  autour  d'un  a\c 
lixe.  La  \ilesse  angulaiic  qu'elle  reçoit  du  système  eG  est  donc 

égale  à  ((o"  —  u)  X  r-,  <?t  celle  qu'elle  reçoit  du  svstéme  fl\  e>( 

K 

dirigée  en  sens  contraire,  et  égale  par  conséquent,  en  grandeur 
et  en  signe,  à  (m  —  co",)  Xw-  Ces  deux  vitesses  doivent  êtie 


égales  :  donc 


r  II 


équation  d*où  les  nombres  G,  II  et  K  disparaissent  comme 
fadeurs  communs,  car  nous  savons  que  Hi=G. 
Donc 


I      „.     „,       1       /CK       T)F\ 


Supposons  que  le  rapport  de  //  à  w  soit  exprimé  par  une 

p 
fraction,    .,  dans  laquelle  le  numérateur  P  soit  un  nombre 

premier  très -grand,  le  dénominateur  0  étant  un  nombre 
décomposable  en  facteurs  compris  entre  les  limites  conve- 
nables. Posons,  par  exemple, 

en  n'admettant  que  trois  facteurs.  Nous  aurons  à  satisfaire  à 
Tégalité 

H      V      _p 

et  nous  pouvons  décomposer  cette  fraction  en  deux  fractions 
plus  simples.  Soit  en  effet 

p         .r    ,    // 


4- 


77'7"       'lY    '   77' 

On  en  déduira 

7'-*"  4-  77  ^  t\ 

équation  résoluble  en  nombies  entiers  ,  pourvu  que  7' et  ^ 
soient  premiers  entre  eux. 
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Quand  on  aura  trouve  la  solution  la  plus  simple  de  celte 
tquation,  on  pourra  poser 

_f_      Jf^_i /CE      DF\ 

Il  suffira  de  prendre 
et  de  faire  en  sorte  que 

CE=  2x 

et 

DF=2y. 

252.  Voici  un  exemple  de  décomposition  donné  par  Ed- 
mond Bour^  ;  il  s'agit  d'établir  un  train  reliant  l'aiguille  des 
heures  d'une  horloge  à  une  aiguille  faisant  un  tour  entier  dans 
une  lunaison  moyenne,  c'est-à-dire  dans  29  jours  12  heures 
44  minutes  3  secondes,  ou  enfin  dans 

2551443  secondes. 

Le  temps  du  tour  entier  de  l'aiguille  des  heures  est  12  heu- 
res, ou  45200  secondes. 
Le  rapport  des  vitesses  est  donc 

2r)5i443  _  850481 
45200    ""    14400  ' 

Le  numérateur  est  un  nombre  premier  ;  les  trains  de  roues 
deiftées  ne  permettraient  donc  pas  l'établissement  exact  du 
rapport  donné. 

On  peut  décomposer  1 4400  en  quatre  facteurs 

3x5x64x25. 

Partageons-les  en  deux  groupes,  de  manière  que  les  pro- 
duits partiels  dans  chaque  groupe  soient  premiers  entre  eux; 
par  exemple 

3x3    et    64x25. 
'  Cinémaiique,  p.  259. 
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Puis  faisons 

850481  X  y 


\  i  m)  ~  5  X  3  "^  (Ûx  25  * 

Il  en  résulte  Tcquation  indéterminée 

inoOxH-' y  =  850581, 

qu'il  s'ogil  de  résoudre  en  nombres  entiers  positifs. 

()n  satisfait  à  Téquiilion  en  prejiant  x  =  500  =  20  x -5; 
d'où 

y  = =:  -jp-  =  5009  =  71X79. 

Celte  solution  a  Tavantage  d'admettre  des  facteurs  compris 
dans  les  limites  convenables. 
On  a  donc  identiquement 

850  J8 1  _  20  X  25   ,'1x70 
iTloÔ  "     5"x":."  "^  04  x~25  ' 

et  Ton  devra  déterminer  les  nombres  de  dentsC,E,D,F,cc,(/,/\ 
des  roues  de  l'équipage  de  manière  à  satisfaire  à  Tégcilité 


1  /CE       DF\  _  20  .  25       71  .70 

2  \  ce  "^  (If)  ~    5 .5     "^  04 . 25* 

On  fera  par  exemple  : 


r  =  G 
0  =  6 
C  =  80 
E  =  50 
^i  =  32 
/  -  25 
l>  ^  71 
|-  ----  70. 


CHAPITRE  III 


DE8  CAMES  ET  DES  COURBES  ROULANTES. 


253.  La  came  est  une  partie  saillante,  b,  adaptée  à  un  arbre 
tournant,  et  destinée  à  soulever  le  menlonnet^  a,  d'un  pilon  ou 
d'un  marteau,  qui  retombe  quand  la  came  cesse  de  le  soute- 
nir. Le  mouvement  de  Tarbre,  l'espace- 
ment des  cames,  et  la  levée  du  pilon  ou  du 
marteau,  doivent  être  réglés  de  telle  sorte, 
que  la  chute  soit  terminée  avant  que  la 
came  suivante  soit  en  prise  avec  le  men- 
tonnet. 

On  diminue  les  résistances  en  faisant 
passer  la  came  à  tra- 
vers une  fente  prati- 
quée dans  la  tige  du 
pilon  (fig.  262);  elle 
agit  alors  sur  un  rou- 
leau r  mobile  autour 
de  son  axe  ;  ou  bien  on 
fait  passer  la  tige  du 
pilon  entre  deux  cames 
jumelles,  qui  agissent 
sur  une  traverse  pas- 
sée dans  Taxe  de  la 
pièce.  Ces  diverses  dispositions  ont  l'avantage  d'èyiter  la 


I 


ù 


Fig.  261. 


Fig.  2(S. 


7*9  i 
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poussre  latérale  exercée  par  la  came  sur  le  pilon  et  le  frul- 
leinent  du  pilon  contre  ses  guides.- 


THLOIUE  DrS  CAMKS  LT  MARTEAUX. 


2hi.  Une  came  C  est  fixée  au  pourtour  de  la  circonférence 
d'un  ar])re  tournanl  T,  mobile  autour  de  l'axe  projeté  en  A 
(lig.  2G7)).  Le  contour  V.V  de  celle  came  soulève  un  mar- 


\^" 

R 

A 

y\J> 

/ 

A 


\ 

I 
•    / 

; 


Fii;.  tîr,:,. 


teau  II,  moI)ile  autour  de  l'axe  projeté  au  point  0,  et  le  laisse 
relomlier  lorsque  l'arbre  tmirnant  continue  sa  marche.  11  ré- 
sull(*  de  là  (|ue  le  mouvenienl  circulaire  continu  de  l'arbre  T 
produit  pour  le  marteau  II  un  mouvement  circulaire  allenin- 
tit,  dans  lequel  la  came  agit  seulement  pour  soulever  le  mar- 
teau, el  rabandoime  à  son  |)i'opre  poids  quand  il  doit  retomber. 

On  demande  les  rapporis  des  vit(*sses  angulaires  du  mar- 
teau et  de  la  came,  à  un  instant  quelconqu(^  de  la  période  du 
soulèvement  du  marteau. 

Soit  M,  à  cet  instant,  le  ])oint  de  contact  des  deux  pièces. 

Appelonscola  vilcsseangulaire  delà  cameautour du  poinlA. 
et  (./  la  vitesse  angiil.iiriî  conespondante  du  marteau. 

Dans  \w\  ttnnps /// inliinmeut  court,  le  point  M,  considéré 
connue  appartenant  à  la  came,  décrit  un  arc  élémentaire 
MP=iMA  Xwr/f,  perpendiculaire!  au  rayon  AM. 

Le  même  point  M,  considéré  comme  appartenant  au  mar- 
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;au,  décrit  dans  le  même  temps  un  arc  élémentaire  MN,  égal 

OMxw'd^  et  perpendiculaire  au  rayon  OM. 

Les  deux  points  qui,  au  commencement  du  temps  d^,  étaient 
n  coïncidence  au  point  M,  s'écaitent  donc  l'un  de  l'autre  à  la 
istance  NP  au  bout  de  ce  temps.  L'arc  NP  est  l'arc  de  glisse- 
%ent  du  marteau  sur  la  came  (g  182),  et  comme  ces  deux 
orps  se  touchent  au  point  M,  on  doit  admettre  (en  négligeant 
es  infiniment  petits  d'ordre  supérieur  au  premier)  que  le 
glissement  mutuel  a  lieu  suivant  la  tangente  commune,  ce  qui 
^evient  à  dire  que  la  direction  de  l'élément  NP  est  parallèle  à 
a  tangente  aux  profils  en  prise  au  point  de  M,  ou  qu'elle  est 
perpendiculaire  à  la  normale  commune  MI  à  ces  deux  profils. 
11  est  facile  de  construire  un  triangle  semblable  au  triangle 
infinitésimal  MNP.  Prolongeons  OM,  et  du  point  A  menons  AR 
parallèle  à  MI.  Le  triangle  MAR  sera  semblable  au  triangle  MNP, 
comme  ayant  ses  côtés  respectivement  perpendiculaires  aux 
côtés  de  ce  triangle.  En  effet,  MA  est  perpendiculaire  à  MP,  MR 
à  MN,  et  AR  à  NP  ;  donc  on  a  la  suite  de  rapports  égaux 


ou  bien 


MN 
MR" 

MP 
"MA 

NP 
-ÂR' 

OM  X  vTdt 
MR 

MAXc^ 
"       MA       " 

NP 
AR 

La  première  égalité  nous  donne  le  rapport  des  vitesses  an- 
gulaires 

•/^MR. 

«  ""CM' 

mais  les  droites  IM  et  AR  étant  parallèles,  nous  avons  aussi  la 
proportion 

MR__IA 
OM  ""  01  ' 

et  par  suite 

w'__IA 
01  ~0I* 

Le  raffort  des  vitesses  angulaires  des  deux  corps  en  contact 
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est  doue  à  chaque  instant  éfjal  au  rapport  inverse  des  segmenta 

déterminés  sur  la  lujne  des  centres  par  la  normale  commune  aux 

deux  profils  en  prise. 

NP 
Lclroisiùme  rapport,  .^  ,  nous  fait  connaître  la  valeur  di' 

Ali 

l'arc  (le  glissement  ;  nous  avons  en  eifet 

Les  triangles  semblables  OIM,  OAR  nous  donnent 

OA 


AU  =  Ml..^^j  , 


mais  (le  la  proportion 


w'       lA 


f 

ï 


••) 


01 


on  déduit 


r./-\-'o  _  01  +  jA   _    (U 

""  ~  ()î~  "  or 


0) 


Donc 


AUr^iMIx , 


et  par  suile 


>P  =  )Hx(w'4-oj)<//. 


NP 

La  vitesse  de  (jhssement -j- est  donc  égale  au  produit  de  la 

s<nnme^  o)  +  o)',  des  vitesses  angulaires  par  la  longueur  MI  de  la 
normale  commune^  prise  entre  le  point  de  contact  M  des  deux  pro- 
fils et  la  ligne  00'  des  centres. 

Nous  r(^trouvons  ainsi,  par  une  analyse  directe,  les  résul- 
tais obtenus  dans  la  théorie  générale  des  engrenages  comme 
application  drs  principes  du  mouveuieni  relatif  (^.2 15  et  21  Oi. 

Si,  au  lieu  de  mellre  on  mouvement  un  marteau,  la  coine 
soulevait  un  pilon,  les  résullals  que  nous  venons  d\)b(eiiir 
seraient   encore  applicables;  il   suffirait  de  supposer  que  le 
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oint  0  s'éloigne  à  l'infini,  dans  une  direction  AO,  perpendi- 
ulaire  à  la  course  du  pilon. 

Pour  que  le  rapport  des  vitesses  angulaires  des  deux  corps 
n  prise  soit  constant,  il  faut  que  le  point  1  soit  fixe  surlaligne 
lA  :  c'est  ce  qui  a  lieu  dans  les  engrenages. 

Si  Ton  veut  que  le  glissement  soit  constamment  nul,  il 
àut  que  le  point  de  contact  M  des  deux  profils  ne  sorte  pas 
le  la  ligne  des  centres  ;  alors  le  rapport  des  vitesses  angulai- 
•es  est  nécessairement  variable.    . 


COURBES    ROULANTES. 


255.  Soient  MN,  PQ,  deux  courbes  solides,  mobiles  dans 
leur  plan,  lune  MN,  autour  du  point  0, l'autre  PQ, autour  du 
point  (y.  Nous  supposerons 
que  ces  deux  courbes  agis- 
sent Tune  et  Paulre  par  con- 
tact direct,  comme  une  came 
sur  un  marteau,  et  nous 
nous  proposerons  de  déter-  Pig.  5^4 

miner  la   condition  néces- 
saire et  suffisante  pour  qu'elles  roulent  Tune  sur  l'autre  dans 

leur  mouvement  relatif. 

Il  faut  et  il  suffit  pour  cela  que  le  point  de  contact  A  ne 
sorte  pas  de  la  ligne  des  centres  00',  car  alors  Tare  de  glis- 
sèment  sera  constamment  nul.  Le  rapport  des  vitesses  angu- 
laires sera  égal  à  chaque  instant  au  rapport  des  segnaents 
OA,  AO,  de  sorte  que  ce  rapport  sera  variable,  le  point  A 

n'étant  pas  fixe  sur  la  ligne  00'. 

Les  courbes  roulantes  appartiennent,  en  général,  à  la  classe 
B  du  premier  genre  de  la  classification  de  Willis. 

Soit  A  le  point  de  contact  des  deux  courbes  à  un  instant 

donné. 

Prenons  sur  les  deux  courbes  deux  points  B  et  C  tels,  que 
Parc  AB  soit  égal  à  Parc  AC.  Rapportons  la  courbe  AB  au  pôle 


:/J><  COURliES 

0  et  à  Taxe  polaire  OA,  et  faisons  d'une  manière  générale 
r=  01),  0  =  l)()A.  De  même  rapportons  la  courbe  AC  au  pùle 
(T  et  à  l'axe  polaire  O'A,  en  posantO'C  =  i'  et  CO'A  =  0. 

]Nous  regarderons  0'  comme  une  lonclion  de  0  telle,  quo 
l'arc  Al]  soil  éj^al  en  lon^^neur  à  l'arc  AC.  Quand  on  lait 
tourner  la  conilje  MX  d'un  anj^le  0  autour  du  point  0  dans  le 
si'Hs  de  la  lléche  0,  et  la  courbe.  PO  d'un  angle  0'  autour  du 
|)oinl  0',  ihins  le  sens  de  la  lléche  /',  il  laut  (jue  les  deux 
points  r>  et  C  viennent  se  confondre  en  un  point  A'  de  la 
ligne  des  centres,  et  de  plus,  que  les  deux  courbes  soient 
encore  tangcidesen  ce  point.  Ces  deux  conditions  s'expriment 
parles  égalités 

r  4-  1"  -  'la, 

en  appelant  2^/  la  dislance  constante  00',  et 

J  u  (l  ry 

(Ir  dr' 

Kn  effet  r  —  est  la  tangente   trigonométrique  de  langlo 

Ol»N  que  fait  la  courbe  MN  avec  le  rayon  vecteur  OB;  /r. 

es!  (le  même  la  tangente  de  langle  OCO',  et  l'égalité  précé- 
dente exprime  ([ue  ces  deux  angles  sont  supplémentaires,  ce 
qui  assure  le  conlacldes  deux  courbes  lorsque  les  points  BelC 
viennent  se  réunir  au  point  A'. 

f.e  rapi)o!'t  des  vilesses  angulaires  des  deux  courbes  à  Tins- 
tanl  où  elles  ont  le  point  A'  pour  point  de  contact,  est  donm'' 
|);ir  le  rapport  inver>e(les  segments  OA',  O'A',  ou  par  le  nip- 
porl  desrayons  vecteurs  /*,  /*'.  Les  équations  précédentes  le  dé- 
montrent; en  elïel,  tle  la  inejniére  éciualion  on  tire  en  dilK- 
rentiant 

dr  -\-dt'=  0. 

Donc 

rd(j--^r'dù\ 
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i  par  suite 


de* 


r 


On  voit  aussi  que  les  deux  équations,  supposées  vérifiées 
)Our  tous  les  points  conjugués,  R  et  C,  des  deux  courbes,  as- 
urcnt  Tégalité  des  arcs  AB,  AC.  En  effet,  Tare  AB  a  pour  dif- 
érentielle 


il  l'arc  AC 


V^3r*+r*3y*, 


y/dP^Tr^*dP*. 


Ces  deux  différentielles  sont  égales  ;  par  suite  les  deux  arcs 
ne  diffèrent  que  d'une  constante,  et  cette  constante  est  nulle, 
puisque  les  deux  arcs  s'annulent  ensemble  pour  6=0. 

Étant  donnée  Téquation  f=F(ô)  de  la  courbe  MN,  on  ob- 
tiendra l'équation  r'  =  /*(0')  de  la  courbe  roulante  conjuguée, 
au  moyen  des  deux  équations  : 


r'  =  2a  —  r , 


r*-  2a  —  r 


de. 


256.  Applications.  —  Ellipses  roulantes. —  Considérons  deux 
ellipses  égales,  MN,  PQ,  tangentes  Tune  à  l'autre  au  point  A, 
sommet  commun  de  leurs  grands  axes. 

Faisons  tourner  Tellipse  MN  autour  de  son  foyer  0,  et  l'el- 
lipse PQ  autour  de  son 
fover  0'  ;  les  deux  cour- 
bes  MN  et  PQ  auront 
la  propriété  d'être  des 
courbes  roulantes.  Il  est 
facile  de  le  reconnaître 
par  la  simple  géomé- 
trie. Soient  F  et  F'  les 
seconds  foyers  des  deux  courbes.  Prenons  sur  la  première  un 
point  B  quelconque,  et  déterminons  sur  la  seconde  un  point  C 


Kg.  165. 
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lel,  que  Tare  AC  soit  égal  à  l'arc  AB.  Les  points  C  etB  seror. 
mélriques  par  rapport  à  la  tangente  AI  menée  aux  deux  elli:- 
au  point  A.  Joignons  OB,  FB,  O'C,  F'C.  Nous  aurons  0'C  =  î 
donc  0'C-hnB  =  FB  -4- OB,  quantité  constante,  égale  aiur 
axe  AH  de  Tellipse,  ou  à  la  distance,  00'  =  2a,  des  centra 
rotation.  La  condition  r  -f-  r*=  2fl  est  donc  remplie.  Les  ;. 
courbes  seront  d'ailleurs  tangentes  lorsque  les  points  B  et  ù 
seront  réunis  en  un  seul.  En  effet,  menons  la  tangente  I' 
elle  fait  des  angles  égaux  avec  les  droites  FB,  BO  menées  j 
foyers  de  la  courbe;  donc  l'angle  FBT  est  le  supplémei;! 
Tangle  OBT.  Mais  FBT  est,  en  ver  iu  de  la  symétrie,  égal  i\  lï  • 
gleO'Cr.  Donc  les  angles  OBT,  O'CT'  sont  suppléraenlaii 
ce  qui  vérifie  la  seconde  condition. 

Soit  c  la  demi-excentricité  des  ellipses.  Le  rapport  des  Vi- 
tesses angulaires  des  deux  courbes  autour  des  points  0  lI- 

0  A       a c 

variera  entre  les  limites  tttt  = ,  lorsqu'elles  sont  d:ib 

O'A       a-hc^        ^ 

la  position  représentée  par  la  figure,  et .  lorsque  le  eu!- 

tact  a  lieu  entre  les  points  H  et  ir.  Chaque  courbe  a  fait  al>  :^ 
une  demi-révolution  autour  de  son  point  fixe. 

Onremanjuera  que,  tantque  les  rayons  successifsOB,  OB', f' 
sont  croissants,  la  courbe  MN  peut  pousser  la  courbe  Pn  o'- 
tournant  dans  le  sens  de  la  (lèche/;  loi-squeau  contraire  le p'  ^ 
de  contact  a  dépassé  le  sommet  II,  les  rayons  OB\,OB'\  >-i^î 
décroissants,  et  par  suite  la  courbe  MX  serait  sans  aclion  sui  ! 
courbe  PQ,  et  ce  serait  celle-ci  qui  devrait  pousser  la  premi  i 
Pour  assurer  néanmoins  la  transmission  de  l'ellipse  MN  à  i  ■ 
lipse  PQ,  il  suffit  de  garnir  de  dents  d'engrenage  la  deii- 
ellipse  AB,  H,  et  la  demi-ellipse  AQIl'. 

Quand  Tune  des  ellipses  fait  un  tour  entier,  Taulie  l  il 
également  un  tour  entier;  le  rapport  moyen  des  vites.ses./^ 
gulaires  pour  un  nombre  entier  de  tours  est  donc  é^al  ^ 
l'unité. 
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SPIRALE    LOGARITHMIQUE. 

257.  Soit  MN  une  spirale  logarithmique  ayant  pour  pôle  le 
)oint  0,  et  représentée  par  l'équa- 
ion 

m» 
r  =  ae 


La  courbe  roulante  conjuguée  est 
la  même  spirale  PQ,  inversement 
placée,  et  représentée  par  l'équation  ^^-  ^^• 


La  condition  r  +  r'  =  2a  sera  remplie  si  l'on  prend  pour  0 
elO'  des  valeurs  satisfaisant  à  l'équation 


m9        — mft' 

e     4-ff  =2. 

On  a  d'ailleurs ,  en  dificrentiant  les  équations  des  deux 
courbes, 

m*  dr    — *»•• 

dr=mae     aO,  donc     «0=       — e        , 

ma 

— m«'  ,  .  d}-*    m*'      dr    mO' 

dr'^ — mae        d(i\  </6'= c     =  —  e 

wifl  via 


Multiplions  la  première  par 


la  seconde  par 


il  viendra 


mi 
r=zae 


— »|0' 

r*:=  ae 


rdO=  —  , 
m 

dr 
r'd</=  -. 
m 


Donc  rdO=r'dô',  et  les  conditions  du  roulement  sont  toutes 
deux  remplies. 

S6 


HBC    GOUlAflOH. 


Ulii 


cul  r.iii> 


On  0  iililisc  cette  piopriélé  de  la  logarillnniquc  dans  Icdi- 
|)Osilir  snivaiil. 

O  et  ()\  ceiilres  de  rolalioii,  sont  les  centres  des  deux  can«S 
é^aiix  ljCi)E,  A/fy//,  paihigés  chacun  en  (|natre  carrés  plus  |>''- 

lils  ()ar  des  droites  menées  [la- 


B 


9 


l'^ 


II 


Kii-.  -ji;: 


lallrlenient  aux  cnlés  par  le 
ceiilre  de  la  fi;i:ure.  On  trace  iiii 
arc  de  spirale  lo^arilliniiiiue 
du  pninl  A,  milieu  de  côté  i>E, 
au  point  !>;  un  autre  arc,  du 
point  A  au  point  E,  et  de  mémo 
sur  les  trois  autres  côté>.  (U\ 
(Ml  l'ait  autant  sur  K^s  (puitrc  côtés  du  carré  (V.  Entin,  on  Init 
en  sorte  (|ue  le  sonniu'l  A  du  carré  iV  cnïncidi^  à  Torigine  du 
mouvement  avec  le  milieu  A  du  côté  1»E.  Les  deux  combes 
égales  AI),  M)  aur<int,  C')nime  on  vient  de  le  démontrer,  la  juti- 
priélé  di'  roiil('r  l'une  sur  Taulre,  et  les  ]K)inls  h  et  R  viendront 
se  réunir  en  un  seul  point  de  la  li^ne  00'. 

Le  l'apport  des  vi:cs^cs  animlaires  qui  était,  au  départ,  égal;) 

r^TT^  ^^*'  '^  ~^  ^  ^^'i'î<  devenu,  lorscim^  les  deux  (iuures auront  dé- 
i  )  A  y  *2  ^ 

cril  un  angle  de  f^',  é^al  à     77  -^  \  ï. 

Ce  sont  les  deux  limites  du  lapport,  qui  est  égal,  en  moyenne, 
à  l'unité  ]>arclia([ue  huitième  de  tour. 


cornBKs  nLiavKcs. 


"2^8.   Les  coni'hes 


étant  une  solution  des  équations 


2a 


on  obtiendra  d'autres  solutions  en  substituant  à  0  et  à  0'  des 
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iigics  p  TTi  altérés  dans  un  même  rapport  constant,  sans  rien 
hanger  aux  rayons  r  et  r'  ;  de  sorte  que  les  courbes 

atisfont  encore  aux  conditions. 

On  pourra,  par  exemple,  transformer  les  ellipses  roulantes 
m  d'autres  courbes  qui  aient  les  mêmes  rayons  \ecteurs, 
ivcc  les  angles  polaires  réduits  au  tiers  ou  au  quart  ;  ces  nou- 
rellcs  courbes  feront  passer  le  rapport  des  vitesses  angulaires 
trois  fois  ou  quatre  fois  par  le  maximum  et  par  le  minimum 
le  sa  valeur  pour  un  tour  entier  de  chaque  courbe. 

COURBE   EN    CŒUR. 

259.  La  courbe  en  cœur  est  un  excentrique  destiné  à  trans- 
former un  mouvement  de  rotation  uniforme  en  un  mouve- 
ment rectiligne  alternatif.  On  peut,  par  une  disposition  con- 
venable de  Tappareil,  lui  faire  produire  un  mouvement  recti- 
ligne alternatif  quelconque,  uniforme,  uniformément  varié, 
uniforme  avec  intermittences.  Supposons,  par  exemple,  qu'on 
veuille  obtenir  un  mouvement  uniforme  dans  chaque  partie  de 
la  course. 

Par  le  centre  0  de  la  rotation  (fig.  268)  menons  des  droites 
OC,  CD,  OE,  OF,  OG,  OH,  01  faisant  entre  elles  et  avec  les 

droites  OA,  OB  des  angles  égaux  à  une  fraction  quelconque, 

1 

o  par  exemple,  de  deux  angles  droits.  Le  mouvement  de  la 

courbe  en  cœur  se  faisant  dans  le  sens  de  la  flèche,  au  bout 

de  j-  de  tour,  le  point  C  sera  parvenu  en  c,  et  par  suite  lex- 

Irèmilé  d'une  pièce  mobile  assujettie  à  suivre  la  droite  fixe  MN 

2 
aura  été  poussée  de  la  quantité  Ac.  Au  bout  de  t-^  de  tour,  elle 
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aura  été  poussée  de  même  en  d  ;  au  bout  de  jg,  en  t,  ei  ai. 

de  suite.  Pour  que  le  mouvement  soit  uniforme  pendant  l:^ 
le  demi-tour,  il  faut  que  les  intervalles  Ac,  cd,  de...  ib,  soi^ 
égaux,  Xb  représentant  la  course  totale  de  la  pièce  mobiU. 
On  devra  donc  partager  A6  en  8  parties  égales  ;  les  diu 
sions  feront  connaître  les  longueurs  des  rayons  OC,  ODJ'l 
01,  OB,  et  permettront  de  tracer  la  courbe  AB. 
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Fig.  2C8. 


Cette  courbe  est  une  spirale  d'Archimède.  Si  l'on  app  i' 
r,  la  distance  OA,  r  et  0  le  rayon  vecteur  et  Tangle  poUur 
d'un  point  de  la  courbe,  rapportée  au  pôle  0  et  à  Taxe  OM,  <»: 
aura  entre  r  et  0  la  relation  linéaire 

Donnons  à  0  deux  valeurs  supplémentaires  ô'  et  t:— 6',  1^' 
valeurs  correspondanles  de  r  étant  r'  et  r"  ;  nous  aurons 

donc 

,«'-f-r"=2ro-f-Tra, 

quantité  constante. 
Par  conséquent,  si  l'on  répète  symétriquement  la  coiir^ 


ACFB  au-dessous  de  la  droite  MN,  on  complélera  la  courbe 
en  cœur  par  un  arc  tel,  que  tous  les  diami;tres  menés  par 
le  point  O  seront  égaus  entre  eux  et  égaux  à  la  distance  AB. 
Ou  pourra  donc  placer  sur  la  ti^e  mobile  que  doit  conduire  la 
courbe  doux  galcls  laissant  entre  eux  la  distance  AB;  l'un 
sera  poussé  de  A  en  b  pir  le  contact  de  l'axe  AGB;  el  dans 
la  seconde  moitié  du  lour,  le  se- 
cond galet  sera  ramené  au  point  B 
par    la    pression  de  l'arc  symé- 
trique. On  obtiendra  ainsi  le  mou- 
vement alternatif. 

La  figure  269  représente  la  dis- 
posilion  employée  en  pratique. 

Les  galets  sur  lesquels  agit  la 
courbe  en  cœur  ont  un  certain 
diamètre,  et  il  faut  par  conséquent 
substituer  au  tracé  géométrique 
que  nous  venons  d'indiquer  une 
courbe  parallèle  à  une  distance 
égale  au  rayon  des  galets. 

Les  points  anguleux  A  et  B  du  ,p.    ^^g 

tracé  géométrique  AMBM' donnent 

lieu  b  une  petite  difficulté  pour  le  tracé  altéré  ambm',  qui  doit 
en  être  écarté  d'une  quantité  constante  Aa^B/».  Au  point  A 
les  deux  arcs  de  la  courbe  obtenue  ne  se  rejoignent  pas;  il 
faut  les  raccorder  par  un  arc  de  cercle 
aa',  décrit  du  point  A  comme  centre 
avec  Aa  pour  rayon.  Cet  arc  représente 
le  logement  du  galet  quand  son  centre 
passe  en  A  ;  il  appartient  en  réalité  à 
l'enveloppe  des  positions  successives 
du  galet. 

Au  point  B,  les  deux  arcs  obtenus  se 
croisent,  et  chacun  retranche  à  l'autre  "' 

une  petite  longueur  cb'=cb.  En  réalité,  "^'  '™' 

la  courbe  en  cœur  se  termine  à  la  pointe  c;  il  en  résulte  que 


quand  le  galet  passe  ou  B,  il  ne  touche  pas  le  contour  do  la 
courbe.  Le  mouvement  n'est  donc  pas  strictement  ,auidé;ni 
passage  du  galet  à  la  pointe  de  Tappareil. 


EXCE-MIUQUE    DE    M.    MOBLN. 

^(iO.  L'excentrique  de  M.  Morin  assure  la  continuité  du 
mouvement  transmis,  et  l'ait  passer  par  tous  les  états  de  gran- 
deur la  vitesse  de  la  tige  nien«'*e  par  les  galets. 

Soit  0  rar))re  tournaîit  ;  décrivons  de  ce  point  comme 
centre,  avec  un  r.iyon  arbitraire  Oa,  une  circonférence  a:'::. 
Soit  Lia  course  (ju'on  veut  donner  à  la  tige  menée  par  l'ex- 
centrique. Nous  allons  construire  la  courbe  des  espaces  dé- 
crits par  cette  tige. 

Pour  cela  pnMions  sur  une  droite  une  longueur  A(]  égale 
au  développement  de  la  circonlérenre  Oa. 
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}ri         \) 
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lier.  Ti\ 


Paringvoiis  la  droite  AC  en  qunire  parties  épales  aux  points 
1%  f>  (1  t.  r<M(()ns  en  c^es  ))oints  des  ordonnées  E(Î=W., 
rd)r^L,  I  IL_-.'  L. 
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Par  les  trois  points  G,  D,  H  faisons  passer  une  parabole 
GDII,  ayant  pour  axe  la  droite  DB.  Répétons  ensuite  de  A  en  E 
Tare  de  parabole  GD,  en  le  traçant  symétriquement  par  rap- 
port au  point  G.  De  même  répétons  de  H  en  C  l'arc  de  para- 
bole DH,  en  le  traçant  symétriquement  par  rapport  au  point  H. 
Nous  obtenons  ainsi  une  ligne  continue  AGDHC,  tangente  à 
l'horizontale  aux  points  A,  D  et  G;  nous  prendrons  celte  ligne 
pour  courbe  des  espaces  décrits  par  la  tige  de  l'excentrique, 
quand  l'excentrique  lui-même  fait  une  révolution  entière  au- 
tour de  son  centre  de  rotation  0. 

Si  nous  prenons  sur  la  première  moitié  de  la  courbe  deux 
points  II  et  n'  symétriques  par  rapport  au  point  G ,  nous 
aurons  à  la  fois  mn=m'n\  Am =Dm'  =  Br,  np=n'p',  et  enfin 
mn-f-rn'  =  BD.  Et  comme  lare  DH  est  symétrique  4e  Tare 
DG  par  rapport  à  la  droite  DB,  nous  aurons  aussi  pour  le 
point  n'p  symétrique  de  n'  par  rapport  à  cette  droite, 
mn  4-  r^^n\  =  DB,  avec  Bi\  =  Am,  ou  bien  mr^  =  AB  ==  x  X  Oa. 
La  courbe  des  espaces  va  nous  servir  à  tracer  le  contour  de 
Fexcentrique. 

A  chaque  point  m  de  la  droite  AC  correspond  un  point  |jl 
de  la  circonférence  ae^ç.  Il  suffit  pour  l'obtenir  de  prendre 
arc  a|jL^  Am.  Les  deux  points  m  et  r^,  qui  sont  distants  d'une 
quantité  égale  à  AB  ou  5  x  X  Oa,  correspondent  sur  la  cir- 
conférence à  deux  points  \l  et  pj  diamétralement  opposés. 

Sur  le  prolongement  de  chaque  rayon  0|jl,  portons,  à  partir 
de  la  circonférence,  une  quantité  {j.v  égale  à  l'ordonnée  mn. 
Nous  avons  ainsi  eY  =  EG,  p*/  =  rn\  jîB  =  BD,  çi^w^=i\n\, 
ç7i=zYll ,  et  nous  obtiendrons  la  courbe  cherchée  en  joignant 
les  points  a,  v,  y»  ^i  ^i  par  une  ligne  continue. 

La  distance  w'^  de  deux  points  diamétralement  opposés  sur 
Texcentrique  est  égale  au  diamètre  du  cercle  primitif,  aug- 
menté de  |i.v  H-  pjv',  ou  de  L.  Cette  distance  est  donc  constante, 
de  sorte  qu'on  pourra  embrasser  l'excentrique  par  deux  galets 
posés  d'une  manière  fixe  sur  la  tige,  et  qui,  dans  la  rotation 
de  l'appareil,  resteront  toujours  tangents  à  son  contour, 
n  est  facile  de  voir  que  la  ligne  AGDHG  est  la  courbe  des 
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espaces  de  la  ti^^e  conduite  [iru*  rexcontriqiic  ;  comme  elle  ne 
piéserile  aucun  point  aniruleux,  les  variations  de  la  vitesse  d.* 
la  li^^e  seronl  conlinnes;  aux  points  AJ>,C,  on  le  mouvemiiil 
(K;  la  li«,^e  cli;ni;^e  de  sens,  la  vilesse  devient  nulle  par  dei:ivs 
insensil)le^.  I.a  courbe  en  coMir  an  contraire  maintient  con- 
stanle  la  vilesse  de  la  ti.Lie  dans  tonte  l'étendue  de  cliaqiie 
course,  et  tiMid  à  la  faire  changer  hrusquement  de  sens  i\ 
chaque  extrémité,  ce  qui  développe  un  surcroît  de  ré^is- 
tanc(%  e(  ce  qui  luiit  à  la  conservation  des  pièces.  Tout  arc 
de  courhe  passant  ])ar  les  trois  ])oints  A,  G,  I),  ayant  pour 
centre  le  pinnt  (i,  et  tangent  à  Tliorizontale  à  A  et  en  D,  pour- 
rail  servir  à  construire  un  excentricpie  possédant  les  mêmes 
}n'0[)iiélés  '. 
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rxcLMT.rQrr:  TiaANc.n.AiHE. 

201.  L'excentriipie  triangqilaire  (fig.  272)  a  pour  objet  de 
IransCormer  un  nH)uvement  de  rotation  continu  en  un  nnni- 

vement  rectiliuue  alternatif  inter- 
l'ompu  par  des  repos. 

(let  appareil  est  représenté  en 
t)Ai;.  Les  trois  distances  OA,  OB,  Ail 
sont  égales,  de  sorte  que  le  triangle 
tK\l>  est  un  triangle  êquilatéral.bes 
|)oints  0,  A,  n,  comme  centres,  on 
décril,  av(M^  le  côté  du  triangle  pour 
ravon,  le^  arcs  de  cercle  Ail],  IIK'I 
OLA.  1/excenti'ique  est  le  solide  prismatique  droit  qui  a  pour 
b:is(»  le  contour  curviligne  ObAlHKn.  ||  est  mobile  autour  du 
point  n,  (.'l  il  est  entouré  d'un  cadre  CDEK,  assujetti  par  seN 
guides,  aux  jM.inls  (i  r[  II,  à  se  mouvoir  dans  la  direction  (ill 
ou  dans  la  direclion  IKi. 

'  Commo  (Armj.li'-,  on  ponl  |ir.'i^(lro  mio  siniKoi-in  ACnHC,  ou  rnroro  un  arc 
c\o  h  cfiuilic  1/  \.r  a-  —  ./-  .  r.i|i|i(irl'-.'  :'i  de»  ;»\<^>  iiieii<'^  j-ar  \v  poiilt  G.  i  t 
?vc  <  laiil  ivjhtc  >yiiir'ri(|iir:ii(Mi(  en  IHI'l.  la  itorlioii  uIiIcmIc  In  coiiil  o  t'^l  tu  n- 

prise entre  les  nh-cl-^cs ci  -|.   '^'-    .^."i)'. 
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La  hauteur  du  cadre  CP  est  égale  à  la  corde  OA  des  arcs 
qui  composent  Texcentrique ,  ou  au  rayon  de  ces  arc^.  Fai- 
sons tourner  le  triangle  autour  du 
point  0  dans  le  sens  de  la  flèche. 
Dans  ce  mouvement ,  Tare  0KB 
(  fig.  273  )  vient  appuyer  sur  le 
côté  FE  du  cadre,  et  le  fait  des- 
cendre dans  le  sens  GH.  Pendant 
le  même  temps,  le  colé   opposé 
du  cadre,  CD,  passe  constamment 
par  le  sommet  A,  car  il  est  écarté 
du  côté  FE  d  une  quantité  CF:=OA=AK,  distance  du  point 
de  contact  K  au  centre  A  de  Tare  OB.  Le  mouvement  continue 
ainsi  jusqu'à  ce  que  le  contact 
entre  FE  et   OB  ait   lieu   en  B. 
Alors  commence  une  nouvelle  pé- 
riode, dans  laquelle  (fig.  274)  c'est 
le  sommet  B  qui  pousse  le  côté  FE 
du  cadre,  pendant  que  Tare  AO 
glisse  tangentiellement  au  côté 
opposé  CD.  Cette  seconde  période 
se  termine  quand  le  point  de  con- 
tact de  OA  et  de  CD  est  arrivé  en  0. 
Le  sommet  B  cesse  à  ce  moment  de  faire  descendre  le  côté  FE, 
et  la  rotation  de  l'excentrique  au- 
tour du  point  0  n'agit  plus  sur  le 
cadre  tant  que  le  contact  reste  éta- 
bli entre  le  côté  FE  et  l'arc  de 
cercle  AB  (fig.  275).  Caria  distance 
d'un  point  quelconque  de  cet  arc 
au  point  0  est  toujours  la  même. 
Il  y  aura  donc  immobilité  du  cadre 
pendant  tout  le  temps  que  l'excen- 
trique met  ù  passer  de  la  position  OBA  à  la  position  OB'B. 
Au  delà,  l'excentrique  pousse  le  côté  CD  du  cadre  dans  la  di- 
rection HG,  et  le  ramène  dans  sa  position  primitive,  où  il  le 


Fig.  274. 


Pig.  Î75. 
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10  i-xccNTRion-: 

lniss(^  iîiimohilo  pondant  tout  le  l(Mnps  que  riiiT  BA  ^liss(»  mu 
le  cnlr  (Ml.  \\\\  résumé,  le  lonr  eulier  de  rexeentrique  .^e  i!»- 
conipose  en  six  pério^les  é^ide> ,  doiil  quaire  pendant  le-- 
quclU^s  le  cadre  est  eu  luouvenunil  ,  el  deux  j)endaut  Icv 
(|uelles  il  resle  immobile. 


V" prrifidr.  .  .  I/;ii'i'  OR  ponsso  l"E.    ...  |  (louTï^e  <l;ms  le 

'2''  priifidr.  .  .  .  I.c  >oinmrl.  B  jxmivSc  FK.    .  ^       ^ciis  (ill. 

7y  jirrKHlc.  .  .  .  I,  arc  AI»  taii^riil  ;'i  FI:.    .    .  Il('[ii»s. 

\'  /n'/iotlr.  .  .  .  1,'aic  l!0   poii^-o  Cl).    .    .  )  floiirsodans  lo 

r>"  i>rii"(lr  .  .  .  I.c  Mniiiiicf  II  ]miii>v(' (Ih.  ,    .  \        stii>   IKi, 

ii'  I  l'no'Ic.  .  .  I/arc  Al)  laiiL'ciif  ;i    i]\).    .    .  |{(  |>(»s. 


(llinrnne  de  ces  périodes  corres|>oud  pour  rexeentriqueà  un 
déplaeemeul  ant^nlaue  dt»  (iO  d(^i:rés. 

'li'rl.  r.herelions  Féqualiou  du  mouvement  du  cadre. 

Soil  OA  =  r,  le  c<Mé  du  Irian-^h^  é(pnlaléral. 

Appcdons  0  l'au^li^  dont  loui'ue  r(^xcenlri(|ue  autour  du 
point  0,  à  parlir  d(»  la  posilion  OAB  ((ig.  '212). 

Pendauf  la  première  période,  res]iace.i'  décril  par  le  cadre 
esf  éual  à  l'espace  décrit  par  le  ponit  A  en  projeclion  sur  la 
diriîction  Gll  ;  on  aura  donc 

.r  ^-  r  1 1  —  cos  OV 

(ielle  é(|ualion  s'ai)plique  au  mouvement  cnirc  les  limilos 
Oz=-_(l  cl  ()—i]i\\ 

PendanI  la  second(»  période,  le  chemin  décrit  par  le  cadre 
e>-l  éiial  à  la  projeclion  du  clicniin  déci'il  par  le  somniel  !> 
(lin.  '21  U.  Or  le  ravoii  01)  csl  de  (WT' (Ml  avance  sur  le  ravon 
OA,  el  (puuid  la  preiniéri^  périod»»  se  hM'iuine,  le  cadre  a  déj;"i 
décril  un  chemin  é;:al  à.r  =  r(l  — cos  (iO")  i=i  ^  r. 

Le  inoiivemeul  dans  la  seconde  ])ériode  est  donc  défini  pnr 
Téqualinn 

Klle  donne  eu  etïel  .r=i/'  j)our  0:=()0^    KUc  donne  .r  =  ' 
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3our  0  =  120%  et  s'applique  à  toute  valeur  de  ô  comprise 
între  60^  et  120^ 

Enfin  Téquation  du  mouvement  est  x=zr  pour  toute  va- 
leur de  0  de  120"  à  ^80^ 
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Fig.  276. 


La  courbe  des  espaces  présente  la  forme  aefglik^  pour  un 
tour  entier.  Elle  ne  présente  aucun  point  anguleux. 

263.  L'excentrique  triangulaire  est  un  cas  particulier  de 
Y  excentrique  à  cadre.  Soit  ABCD  un  cadre  rectangulaire  attaché 
à  une  tige  mobile  parallèlement  aux  côtés  AD,  BC. 

Soit  de  plus  un  contour  fermé  MN,  inscrit  entre  les  côlés 
AB,  DC  du  rectangle,  et  tel,  que,  si  on 
lui  mène  deux  tangentes  parallèles 
quelconques  T,  T,  la  distance    TT' 
de  ces  tangentes  soit  constante  et 
égale  à  la  hauteur  AD  du  cadre.  En 
faisant  tourner  l'excentrique  MN  au- 
tour d'un   point  quelconque   0   de 
son  plan,  les  côtés  AB,  DC  du  cadre 
loucheront  constamment  le  bord  de  l'excentrique,  et  par 
suite  recevront  des  déplacements   réglés  sur   la    distance 
variable  du  point  0  aux  tangentes  à  la 
courbe  MN.  On  peut  rapporter  la  courbe  MN 
à  (les  coordonnées  particulières ,  savoir  la 
distance  0|>=p  du  point  0  à  une  tangente, 
et  l'angle  0=|)OY,  de  la  droite  Op  avec  un 
axe  fixe,  OY,  angle  égal  à  l'angle  de  la  tan- 
gente pm  avec  Taxe  perpendiculaire  OX. 
L'équation  p  =  /*(0)  définissant  la  courbe,  la  même  équation, 
dans  laquelle  on  aura  remplacé  6  par  une  fonction  du  temps  ^ 


Fig.  277. 


Fig. 
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c  î:-ln  Vt  aLf>-T-?s*:it  rec*il  jne  du  «dre.  La  condition  :'- 
L»r  a  1»  Cij^iiiiie  des  U'^eLles  opp->>tres  s'eipriraeri  . 

Eifn  p«  ur  f»i5î<r  ces  cc-Tdoi-nèes  reclangles  x  ei  5,  i 
c  uri-e  îi>\  aui  cc^-niroj.r^  p  et  ft,  on  aura  les  cqu3tiop> 

xi\^%ix  ày 

9  =  — — ^  «     tin-:  »  =  7-  • 

Li  traLsîcriLûtivn  inverse  5'o{»ënerail  au  moyen  des  fonc- 
er ^p  . 

Ces  tcuat^^ns  s'uLiicnrenl  immédialenient  en  obsen:r 
çi;e  la  disbrce  mp  est  ê::ole  à  -,  • 


CHAPITRE  IV 


TRANSMISSION   PAR  COURROIE 


264.  Les  courroies  servent  à  transformer  un  mouvement 
circulaire  autour  d'un  axe  en  un  mouvement  circulaire  au- 
tour d'un  axe  généralement  pa- 
rallèle au  premier. 

Soient  0  et  0'  la  projection  des 
axes  parallèles  ;  soient  cd  et  (ù  les 
vitesses  de  rotation  qui  doivent 
avoir  lieu  respectivement  autour 
de  ces  axes.  Supposons-les  d'abord  de  même  sens. 

Pour  lier  ces  axes  entre  eux  par  une  courroie  et  réaliser 


Fig.  219. 


(I) 


le  rapport  -;  des  vitesses  angulaires,  on  montera  sur  les  deux 

axes  0  et  0' des  tambours  cylindriques,  ayant  des  rayons  OA, 
O'A'  qui  satisfassent  à  la  proportion 

0A_6.' 

Puis  on  fera  passer  la  courroie  sur  les  deux  tambours,  de 
manière  à  embrasser  les  arcs  ACB,  A'C'B'  et  à  suivre  d'un 
tambour  à  l'autre  les  tangentes  AA' ,  BB'.  La  courroie  doit 
être  assez  tendue  pour  qu'elle  ne  puisse  pas  glisser  sur  la 
surface  des  tambours;  cela  étant,  la  transmission  satisfait 
aux  conditions  imposées.  En  effet,  si  on  imprime  un  petit 
déplacement  au  tambour  OA  autour  de  son  axe  0,  le  point  A 
s'avancera  d'une  quantité  infiniment  petite  AA/,  le  long 


"'  IliANSWlSSIOV 

.l.'la  Um);ciilc  AA,';  In  l..„?,iM,r  ,!,■  la  courr.i»  rcslanl  i„„. 
rialil.',  I.'  |ioinl  II'  s,-  iKui-iiorlcTa  le  Ion-  de  II'  I:  J',,,,. 
i|iianlilé  l;'l;',  f-alo  à  AA,  ;  la  vilpss,'  angulaire  île  l'aiLiTiu 

'■"  ""'""■'■■i'  ]'«<■  II'  r: Ji'l  -|-J,  el  ecllc  Je  l'aibre  (l'A'  pj, 

le  ,-ap,,„rt'^  „.,"'. 

le  ra|T"rl  îles  >ile,>e*  angulaires  esl  donc  é^al  à   '-^  „„ 

OA 
Il  [\:  si  le  |,ieiiiior  iiilee  leenii  ime  ,ilesse  angulaire  »,  le  -e- 

'■; '■ •'  '""■   "l"- ■  ■'"="l-'i'v  ■■■'■  Unis  eelle  transini<- 

iriJinJ"'''"''  '""'""''"  """  '''"'''"  ■'  '"  ""''""■  ''"  ''"" 

Si  les  jilesse,  angiilaiies  ,„  el  ,„■  élaieiil  en  sens  coniraiif 

I  une  ,l|.  1  aulre,  la  eiinrroie  piniriail  encurc  servir  à  lier  le- 

deiu  axes,  mais  il  li ail  la  mener  sniïani  les  langenles  in- 

„,       >.   '   '  \      '''''''"'L'^'lnx  (l.u\  eereles.  Diinsee 

•       '''s asiiiii  deivleniiier  la  iMiir- 

V    "  '    -   »   ■         ■"       !      '■"'''  'l'"«  '»  l'assag,.  ,ln  |,i,inl  A  au 

1*  ,         l"'i"i  A'eld!i|Hjinil;'auiioinl(;;de 

!..  >ii,      '  '■'''''■  inaniêie,  la  lOnnoie  (leul  èjre 

>'"''■  <'n  eonlael  avee  les  deux  lam- 

l.»urs  |,ar  sa  l:iee  rnguense,  e,  lien  par  sa  laee  lisse;  e,  de  plus, 

" '"""J'*';»l." '■.«laii.enles,  les  deux  L; 


AA',  lll!- a 


ivleiirné-,  el  passeni 


'''■eliainp  l'iiii  à  ndi  de  lu 

'"' ■"'■■"•■"l-™mmeeelaanrail  li|.„';i';,; 

",    "■""  ""  •'""'"!  eunseiMi  l,i  pusilicin  à 

l>lal  i|U  ils  uni  sur  les  cylindres. 

l'uni'  iissmer  la  slaliililé  de  la  eourroie  si.r 
les  lainliunrs,  el    leinpètlier  de  se  jeler  de 

'"'''■  ""  ''  ' '''   ''"""'■■■  »  la  surfaee  des 

,,j  ,,,,  '■" ""-""  leeer  lioiiihei (  (lij,.  o,s||.  j, 

, ,  ,,  , ,         """■"'"■  sa|tli.|Ue  sur  hi  parlie  liu  evliiidrc 

'I '■-  l'l"^li''»"J  'l'^inelrei  elle  a.  en  général,  une  le,,. 
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lance  à  gagner  les  diamètres  les  plus  grands,  et  par  suite,  elle 
este  dans  le  plan  moyen  du  tambour,  de  chaque  côté  duquel 
es  rayons  vont  en  décroissant. 

265.  Lorsque  la  tension  de  la  courroie  devient  trop  faible 
)our  développer  sur  les  tambours  Tadhérence  nécessaire  à  la 
ransinission,  on  peut  accroître  cette  tension  en  faisant  peser 
jur  la  courroie,  en  un  point  quelconque  m  de  la  portion  libre 
IB,  un  rouleau  N,  mobile  autour  de  son  axe,  et  attaché  a  un 
levier  coudé,  qui  peut  tourner  autour  du  point  fixe  I,  et  qui 
porte  à  son  extrémité 
un  conlre-poids  Q. 
La  poignée  M  sert  à 
déplacer  le  système 
autour  de  son  axe. 
L'addition  du  contre- 
poids ne  change  rien 
au  rapport  des  vi- 
tesses angulaires  des 
deux  arbres  tour- 
nants ;  mais  elle  ac- 
croît l'adhérence,  et  cela'  de  deux  manières  :  V  en  augmen- 
tant la  tension  T  de  la  courroie,  par  suite  de  la  pression  exercée 
par  le  rouleau  N;  2°  en  augmentant  légèrement  les  longueurs 
des  arcs  embrassés. 

Lorsque  la  courroie  est  très-longue,  son  poids  seul  suffit  à 
développer  Tadhérence  nécessaire,  sans  même  qu'elle  soit  ten- 
due en  ligne  droite.  On  a  utilisé  cette 
propriété  pour  transmettre  à  grande 
distance  le  mouvement  de  rotation 
d'un  axe  à  un  autre  ;  la  distance  des 
deux  arbres  0  et  0'  peut  être  portée 
à  une  centaine  de  mètres  et  au  delà. 
Ce  genre  de  transmission  à  grande  distance  a  été  appliqué  par 
M.  Him  à  l'usine  du  Logelbach.  11  est  maintenant  fort  em- 
ployé dans  l'industrie.  Le  fil  métallique  qu'on  substitue  alors 
aux  courroies  plates  dessine  deux  courbes  AA',  BB',  entre  les 


Fig.  2Sli. 


Fig.  283. 
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deux  poulies.  Les  tambours  à  surface  légèrement  bombée  son! 
remplacés  dans  ce  cas  par  des  gorges  de  poulie  où  le  til 
trouve  à  s'engager. 

200.  La  transmission  par  courroie  est  l'une  des  plus  em- 
ployées dans  les  usines  pour  communiquer  aux  divers  oulik 
des  ateliers  le  mouvement  emprunté  à  un  arl)re  lournant»iui 

reçoit  Taclion  du  moteur.  11 
Tant  qu'on  puisse  à  voloiilé 
interrompre  le  mouvement 
dcl'oulil,ellelaire  nailre  ilo 
nouveau,  pour  cela  (lig.  28  li 
on  nH)nte  à  c<Mé  du  tain- 
Jjour  V\  sur  le([uel  i>asse  la 
poulie  et  qui  transmet  le  mouvemenl  à  l'outil,  un  tam- 
boiir P de  diamètre  égal,  mais  qui  n'est  pas  calé  su)'  Taibre  \X\ 
de  telle  sorte  qu'il  puisse  tourner  autour  de  cet  arbre  sans 

l'entraîner  dans  son  mouvement,  ù'  second 
tambour  est  ce  (ju'on  appelle  une  pouHe  folle. 
Quand  l'ouvrier  vent  l'aire  cesser  le  jnouve- 
mentde  l'outil,  il  n'a  (ju'à  pousser  latérale- 
ment un  levier  (lig.  285),  terminé  par  une 
l'ourdie  embrassant  la  courroie  du  coté  du 
brin  qui  airive  à  la  poulie,  et  non  du  côté 
du  brin  qui  la  quitte  ;  entraînée  par  c<  tte 
fourche,  la  courroie  se  déplace  latérale- 
ment d'une  certaine  quantité,  et  quitte  le 
tambour  P',  pour  entourer  la  poulie  folle. 
L'outil  est  alors  dé^ei)d>nt\fé.  Pour  le  re- 
mettre en  mouvement,  il  suffit  de  déjilacer  le  levier  en   sens 

contraire,  ce  qui  ramène  la  courroie  sur  le 
tambour  P'. 

On  se  sert  aussi  du  déplacement  latéral 
de  la  eourroie  pour  changer  le  sens  du  mou- 
vemenl de  certaines  machines-outils. Pour 
cela,  on  monte  sur  un  même  axe  ijéomélnquc 
trois  tambours  égaux  A,  11,  C  ((ig.  280]  ;  l'un  de  ces  tambours 


Fi-.  28:;. 


\     c,     Il 


Fi-.  2si;. 
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it  monté  sar  l'axe  matériel  0;  le  second,  B,  est  monté  sur  un 
lire  axe  matériel  &;  le  tambour  intermédiaire  C  est  une 
3ulie  roUc.  L'axe  0  communique  à  l'outil  un  mouvement  dans 
n  cei-laia  sens,  et  l'axe  O*,  le  mouvement  en  sens  contrairu. 
apposons  qu'il  s'agisse  du  mouvement  rectilïgne  alternatif  de 
i  machine  à  raboter  ;  on  reliera  le  levier  de  la  courroie  à  la 
lacliine,  de  manière  que.  quand  le  rabot  arrive  àl'extrémité  de 
a  course,  la  courroie  soit  déplacée  latéralement  dans  le  sens 
onvenable  de  la  quantité  AB,  Ace  déplacement  correspondra 
3  changement  de  sens  dans  le  mouvement  de  la  machine.  La 
toulie  folie  C,  interposée  entre  les  deux  tambouis  A  tt  B,  a 
lour  objet  d'éviter  les  chocs  brusques  dans  le  passage  de  la 
courroie  d'un  tambour  à  l'autre,  et  de  donner  lieu  à  un  petit 
emps  perdu,  pendant  lequel  l'outil,  cessant  d'être  sollicité  par 
le  tambour,  A,  que  la  courroie  vient  de  quitter,  perd  graduel- 
iement  sa  vitesse,  pour  en  prendre  une  contraire  au  moment 
jîi  la  courroie  atteint  l'autre  tambour,  B. 

Lorsque  l'outil  mis  en  mouvement  par  la  courroie  doit  tra- 
vailler, suivant  les  circonstances,  à  des  vitesses  très-différen- 
lesles  unes  des  autres,  on  remplace  les  deux  tambours  sur 
lesquels  passe  la  courroie,  par  une  série  de 
tambours  de  différents  diamètres,  juxtapo- 
sés et  montés  ensemble  sur  le  même  arbre. 
De  cette  manière,  on  a  par  exemple  le  choix 
entre  4  tambours  moteurs,  A,  B,  C,  D,  qui 
correspondent  respectivement  aux  tambours 
<i,b,c,d  de  la  machine-outil.  On  a  soin  que 
la  somme  des  rayons  des  tambours  corres- 
pondants soit  sensiblement  constante.  De 
celte  manière,  la  même  courroie  pourra 
servir,  sans  variation  de  longueur,  à  trans- 
mettre fc  mouvement  de  l'un  des  arbres  à 
l'autre  ;  en  efîet,  la  longueur  d'une  courroie 
est  à  peu  près  égale  au  double  de  la  distance 
des  centres  des  tambours,  augmenté  de  la  somme  des  deux 
demi-circonlerences  embrassées  ;  si  R  et  r  sont  les  rayons 
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des  deux  tambours,  et  D  la  distance  des  centres,  saf^^ 
très-grande  par  rapport  à  ces  rayons,  la  longueur  L  de  la  co^j 
roie  est  à  peu  près  égale  à 

et  comme  D  est  constant  pour  deux  tambours  conjugués,  îî 
faut  queR  +  r  soit  aussi  constant  pour  une  même  longueur  l 
Le  rapport  des  vitesses  angulaires  des  deux  tambours  m 
égal  à  l'inverse  du  rapport  des  rayons  ;  si  par  exemple  h 
rayons  des  tambours  A,  B,  C,  D,  sont  représentés  par  le: 
nombres  4,  3,  2,  1, 

et  ceux  des  tambours     a,  by  c,  d,  par  les  nombres 

1,  2,3,4, 

qui  donnent  chacun  avec  son  conjugué  une  même  somme  I. 
le  rapport  de  la  vitesse  angulaire  de  l'arbre  inférieur  à  k 
vitesse  angulaire  de  l'arbre  supérieur  est  égal  aux  noniLit^ 

.321 
^'  2'  3'  4' 

suivant  que  la  courroie  passe  sur  les  tambours 

A  et  a,        B  et  &,        C  et  c,        D  et  d. 

La  transmission  par  courroie  transforme  un  mouvemtiv 
circulaire  continu  en  un  mouvement  circulaire  continu. 

*  Voici  la  formule  exacte  qui  donne  la  longueur  de  la  courroie  tendue  : 
Soit  fli,  l'angle  aigu  (évalué  en  parties  du  rayon]  que  filt  la  courroie  a^  - 

la  ligne  des  centres  des  tambours;  nous  auroDs,  e* 
supposant  R  >  r«  ou  au  moÎDS  égal  à  r. 

Il  faut  prendre  le  signe  supérieur  — ,  si  la  cr^r- 
roie  est  extérieure  aux  deux  cylindres,  et  le  >i-^' 
inférieur  4-,  si  elle  passe  entre  les  deux.  L'anc k-  ^ 
Fig.  «ks.  est  donné  par  Téquation 

Uuga=    .-         ^  ^ 

Lorsque  «  esttrés-pclit,  que  R  est  peu  différent  de  r,  et  qu'enfin  la  courroie  si 
extérieure,  on  peut  prendre  approximattvement 

L=ic(R4-r)4-2I>. 
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Remarquons  l'analogie  qui  existe  entre  cette  transmission 
t  Tengrenage  par  adhérence.  Là  encore  les  vitesses  linëai* 
es  des  deux  circonférences  primitives  sont  égales.  Pour  faire 
arier  Tadhérence,  au  lieu  d'avoir  à  ciianger  la  distance  des  ar- 
bres tournants,  on  abaisse  sur  la  courroie  un  rouleau  muni 
l'un  contre-poids,  ce  qui  est  infiniment  plus  simple.  L'adhé- 
ence  dé  la  courroie  sur  le  tambour  est  d'ailleurs  bien  mieux 
issurée  que  l'adhérence  de  deux  roues  tangentes  l'une  à  Tau- 
re, et  elle  croit  rapidement  avec  les  arcs  embrassés. 

INFLUEHCB  DE   l'mXTENSION  DES  GOURDOIES. 

267.  Soient  0  et  0'  (fig.  289)  deux  arbres  tournants,  sur 
lesquels  on  a  monté  deux  tambours  AB,  CD,  réunis  l'un  à 
l'autre  par  une  courroie  ABCD. 

Nous  supposerons  que  le  tambour  AB  mène  le  tambour  CD  , 
c'est-à-dire  que  TefTort  moteur  P  soit  appliqué  au  premier 
tambour,  et  que  l'efTort  résis- 
tant Q  soit  appliqué  au  se- 
cond ;  les  deux  tambours  tour- 
nent dans  le  sens  des  flèches  f 
etf. 

Dans  ces  conditions,  il  est  fa- 
cile de  voir  que  le  brin  DA  doit 
ëlre  plus  tendu  que  le  brin  CB  ; 
le  premier  est  pour  le  tambour  (y  le  brin  conducteur^  le  se- 
cond est  pour  le  même  tambour  le  brin  résistant.  Soit  T  la  ten- 
sion du  briri  AD,  et  T' la  tension  du  brin  CB. 

La  tension  de  la  courroie  varie  du  point  A  au  point  B,  en- 
tre les  limites  T  et  T'  ;  elle  varie  du  point  C  au  point  D,  entre  les 
limites  T'  et  T. 

Nous  allons  exprimer  que  dans  un  même  temps  les  longueurs 

de  courroie  qui  s^enroulent  sur  les  deux  cylindres  correspondent 

à  des  quantités  égales  de  matière.  Cette  égalité  est  nécessaire 

pour  assurer  le  régime  permanent  de  la  courroie. 

Suivons  l'appareil  pendant  un  temps  dt  infiniment  petit; 
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soieiil  0)  ol  to'  les  vitesses  angulaires  des  deux  tambours,  rel/ 
leui's  rayons;   soit  enfin  ds  la  longueur  inlinimenl  petite  d 
courroie,  prise  dans  relut  naturel^  qui  s'enroule  pendant  1 
temps  di,  au  point  A  sur  le  cylindre  0,  cl  au  point  C  sur  le 
cylindre  0'. 

On  sait  que  l'unité  de  longueur  d\m  111,  dans  l'état  naturel, 
prend  sous  la  tension  ï  la  longueur  1  4-  aT,  %  étant  un  coei- 
licient  constant  pour  une  même  nature  de  111.  Il  en  est  lio 
nième  des  courroies.  La  longueur  ds  qui  s'einoule  sur  le  cy- 
lindre 0  étant  soumise  à  la  tension  T,  comme  tout  le  biinDA. 
occupe  sur  le  cylindre  un  arc  égal  à  ds{{-\-%ï)\  ce  qui  cor- 
respond à  un  angle  au  centre 


'•>iU 


r 


La  même  longueur  ds  qui  s'enroule  sur  le  cylindre  0  ini 
point  C,  sous  la  tension  T',  correspond  à  un  angle  au  ctniic 


r/.vM-faT'' 


Donc 

'..r  1  -h  y  T 

On  voit  (lu'on  n'a  pas  exactement  wr  :=  o/r',  à  cause  de  Tê- 
lasticité  (lu  lien  qui  réunit  les  deux  tambours. 

M.  Kretz,  qui  le  [iremier  a  doimé  cette  théorie,  a  reconnu 


quV*n  pratiipie,  pour  assurer  un  rapport  donné  -y  entn'  Ks 
vitesses  angulaires,  il  sul'lit  de  déterminer  r'  en  fonction  de  / 


par  l'équalion  -  =  ',    puis   de  réduire   r'  du   cinquautiènie 
environ  de  sa  valeur. 


TUA>SM1SSIU>    PAR    COLRKOlt:    ENTllK    DEUX    ARBRES    K0>'    l'AKALltLES. 

208.  Soient  0  et  0'  les  deux  axes  qui  ne  sont  ni  concourants 
ni  parallèles. 
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Nous  commencerons  par  monter  sur  ces  deux  axes  deux 
ambours  cylindriques,  Met  N,  que  nous  supposerons  réduits 
i  leurs  plans  moyens.  Soit  AB  la  droite  suivant  laquelle  ces 
ieux  plans  se  coupent.  Prenons  sur 
3ctte  droite  deux  points  arbitraires  C 
et  D ,  et  de  chacun  de  ces  points 
menons  aux  cercles  M  et  N  des  tan- 
gentes CE,  CF,  et  DG,  DH.  Puis  pla- 
çons en  K  et  L,  près  des  points  C  et  D, 
des  poulies  de  renvoi  dont  les  axes 
soient  perpendiculaires  aux  plans 
ECF,  GDH.  Une  courroie  sans  fin  ËFHG, 
pourra  passer  sur  les  surfaces  des 
quatre  poulies,  en  les  touchant  cha- 
cune suivant  leurs  sections  droites.  La  Iransmission  sera  donc 
réalisée,  et  elle  pourra  se  faire  dans  les  deux  sens. 

On  supprime  quelquefois  les  deux  poulies  de  renvoi  K  et  L, 
en  profitant  de  cette  circonstance,  que  le  brin  qui  aboutit  à  une 
poulie  doit  seul  être  dans  le  plan  de  la  section  droite,  et  qu^il 
n'y  a  pas  d'inconvénient  à  dévier  l'autre  brin.  Mais  cette  solu- 
tion simplifiée  ne  se  prête  pas  à  la  transmission  dans  les  deux 
sens*. 


Fig.  290. 


V.  Courg  de  mécanique  d'Edmond  Bour,  CnÉiiAnQVc,  p.  23C. 
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269.  Ces  transmissions  constituent  le  troisième  genre  de  L 
classilication  de  Willis.  Nous  examinerons  successivement  Ir 
transmissions  par  bielle  et  manivelle^  par  excentrique  à  adUc 
par  bielle  et  manivelles  inégales^  par  bielle  d^accoupleme'i: 
enfin  nous  étudierons  la  transmission  connue  sous  le  nom  1^ 
joint  universel, 

TRARSPORMATION  d'uN  HOUTEMEMT  RECHLIGIII  ALTERNATIP   EU  US  SOr- 
VEME5T   aRCULAIUE   OOIfTOfU.    —  BIELLE    ET   MAniTELLE. 

270.  La  tige  T  d*un  piston  mobile  dans  un  cylindre  e>t 
animée  d*un  mouvement  de  va-et-vient  le  long  d'une  dnûtt 
OX  ;  elle  est  guidée  dans  ce  mouvement  par  deux  glissiùv 


■*-i-4 


0  E  ^ 


I 


r-^ 


I      .X 
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fixes,  CD,  CD',  parallèles  à  la  droite  OX,  et  entre  lesquelles  la 
coquille  MiN,  attachée  invariablement  à  la  tige  T  du  piston,  a  la 
liberté  de  glisser  à  frottement  doux. 
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Pour  transmettre  le  mouvement  à  un  arbre  tournant,  dont 
l'axe  est  projeté  en  un  point  0  de  la  droite  OX,  on  se  sert 
d'une  bielle  AB,  dont  l'extrémité  A  est 
articulée  à  la  coquille,  et  dont  l'autre 
extrémité  B  s'articule  en  un  point  du 
rayon  OB  fixé  à  l'arbre.  Le  rayon  08 
prend  le  nom  de  manivelle.  11  porte 
en  B  un  bouton  cylindrique  dont  l'axe 
est  parallèle  à  Tarbre  0,  et  qui  passe 
dans  un  onl  ménagé  à  Texlrëmité  de  la 
bielle. 

Nous  avons  déjà  étudié  (g  135)  cette 
transformation  de  mouvement  et  re- 
connu que  la  vitesse  Y  du  point  A  était 
liée  à  la  vitesse  angulaire  u)  de  l'arbre 
par  la  relation 

v=oix«, 

01  étant  la  longueur  comprise,  sur  une 
perpendiculaire  à  OX,  entre  le  point  0 
et  la  rencontre  de  la  direction  AB  de  la 
bielle. 

Si  du  point  A  comme  centre  avec  AB 
pour  rayon  nous  décrivons  un  arc  de 
cercle  pour  rabattre  AB  de  A  en  E  sur 
la  droite  AD,  le  point  E  aura  un  mou- 
vement identique  à  celui  du  point  A, 
puisque  ces  deux  points  sont  constam- 
ment à  la  même  distance  Tun  de  Tautre 
sur  la  droite  qu'ils  parcourent  tous  deux.  Or  abaissons  du 
point  B  une  perpendiculaire  Bfr  sur  OA.  La  distance  frE 
serait  infiniment  petite  du  second  ordre  si  l'angle  BAO,  qui 
mesure  l'obliquité  de  la  bielle,  était  infiniment  petit.  Si  donc 
la  bielle  est  suffisamment  longue,  on  pourra  sans  grande 
erreur  négliger  hE  devant  la  longueur  AB  et  conlondre  le 
mouvement  du  point  A  avec  le  mouvement  du  point  b,  pro- 


Fig.  292. 

A,  tête  i  fourche,  embrassant 
reitrëmité  du  balancier  on 
la  coquille  du  piston.  A',  tète 
articulée  ou  bouton  de  la 
manivelle.  B,  B'.aies  passant 
dans  les  paliers.  C,  C,  cla- 
vettes de  serrage,  appuyant 
d'un  côté  sur  les  coussinets, 
de  l'antre  eôté  sar  des  con« 
tre-davettes  fixes. 


AU  BIELLE 

jcchon  du  bouton  de  la  manivelle  sur  le  diamètre  01.  L't? 
rcur  commise  est  nulle  aux  pmnts  morts;  elle  est  maximui 
„  quand  la  manivelle  faite 

/^  *^^    -^_  angle  droit  avec  la  droik 

^^ -^^-- OX  (fig.   295);carcV<' 


ko 
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alors  que  Tangle  BAO  e4 
le  plus  grand  possible.  Ei 
général ,  on  donne  à  la 
bielle  BA  une  longueur  égale  à  5  fois  la  manivelle  60.  Dorb 
ces  conditions,  le  maximum  CE  de  Terreur  que  Ton  comme; 
en  confondant  le  mouvement  du  point  A  avec  le  mouvement  Ji 
la  projection  du  point  B,  est  donné  rigoureusement  par  Vvqw^- 
lion 

0EX.2AB  — OE)  =  ôri', 

et  approximativement  par  Téquation 

0Fx2AB  =  ÔÛ'. 

On  a  donc  â  peu  près 


Si  donc 


0E_  OR 
OB  ""  "iKXl 


OBI 
AB~ô 


CE  ,    .    ,  .    I      .  <^E ,    1 

le  rapport  -^  sera  à  peu  prés  égal  a  y^,  et  ^^  a  ^. 

La  longueur  de  la  manivelle  OB  est  rigoureusement  égale  à  1j 
moitié  de  la  course  du  piston,  ou  de  l'intervalle  qui  sépare  les 

deux  positions  extrtV«e> 
du  point  mobile  A.  Lors- 

— i — it  "m 1 î Que  le  bouton  de  la  ma- 

p.^  294.  nivelle  passe  au  pomi 

mort  Bj,  la  bielle  et  la 
manivelle  sont  en  prolongement  Tune  de  l'autre,  et  par  suite 
la  distance  OA,  du  point  mobile  A  au  point  fixe  0  est  égale  a 
OB  -f-BA;  lorsque  la  manivelle  a  accompli  une  demi-révolu- 
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lion  et  que  le  boulon  passe  au  second  point  mort  6,,  la  bielle 
revient  en  retour  de  la  manivelle,  et  le  point  A  se  trouve  alors 
en  A,,  à  une  distance  du  point  0  égale  à  BA  — OB  ;  la  course 
du  piston  A^A,  est  donc  égale  à  la  difTérencc 

(BA-4-0B)— (BA— OB),      ou  à      'iOB. 

Celte  relation  est  rigoureuse,  et  ne  dépend  pas  de  la  lon- 
gueur de  la  bielle. 

271 .  Cherchons  la  relation  qui  existe  entre  les  positions 
simultanées  du  point  A,  tête  de  la  tige  du  piston,  et  du  point  B, 
bouton  de  la  manivelle. 

Comptons  à  partir  de  la  droite  OX  (fig.  291),  et  de  droite  à 
gauche,  les  angles  9  décrits  par  le  rayon  OB  autour  du  point  0. 
Rapportons  au  point  0  la  position  du  point  A,  donnée  par 
Tabseisse  OA  =x.  Soit  OB  =  r  et  BA  =  /,  quanlilôs  con- 
stantes. Soit  enfin  a  Tangle  variable  BAO.  Nous  aurons  pour 
définir  cet  angle  l'équation 

/sina=rsin^, 

et  pour  définir  .T,  la  relation 

Si  l'on  suppose  /  plus  grand  que  r,  l'angle  a  sera  nécessaire- 
ment aigu  dans  le  triangle  OBA,  et  son  cosinus  sera  positif. 
Quant  au  terme  r  cos  ?,  il  change  périodiquement  de  signe, 
lorsque  l'arc  croit  au  delà  de  toutes  limites. 
De  la  première  équation  on  tire 

sin  s  =  j  «n  y, 

ce  qui  montre  que  a  ne  croit  pas  indéfiniment,  mais  qu'il  os- 
cille entre  deux  limites  données  en  faisant 

On  en  déduit 

cosa=  i/t  —  Lsin*î> 
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cl 


=  iy  i  —  ^sin'f+rcosf  ; 


le  radical  doit  toujours  être  pris  positivement  dans  cet: 
équation.  Jamais  x  ne  devient  imaginaire  ni   négatif,  c^: 
r  étant  <  /,  r*  sin'  9  est  a  fortion  <  P,  et  la  quantité  soust 
radical  reste  positive.  De  plus,  les  limites  de  x  correspondent 
à  (p  =  0,  ce  qui  donne 

et  à  (p  =  ir,  ce  qui  donne 

«=  < — r, 

quantités  toutes  deux  positives. 
Si  /  est  très-grand  par  rapport  à  r,  on  peut  supprimer  I' 

terme  — ^r-^  devant  l'unité,  et  l'équation  se  réduit  a 

égalité  à  laquelle  on  parvient  aussi  en  supposant  Tare  «nul.  La 
plus  grande  erreur  commise  en  adoptant  cette  formule  réduite 
correspond  à  la  plus  grande  valeur  de  sin  9,  c^est-à-dire  â 

^  r=  ~ .  On  a  alors,  par  la  formule  exacte, 


x=./y/i-f.^V>-r* 


et,  par  la  formule  approchée, 

272.  Aux  points  morts,  le  piston,  parvenu  à  Tune  des  ex- 
trémités de  sa  course,  n'agit  plus  sur  la  bielle,  et  ne  contribue 
plus  a  imprimer  un  mouvement  de  rotation  continu  à  TarbreH. 
Le  mouvement  une  fois  commencé  peut  se  prolonger,  comme 
nous  le  verrons  plus  tard,  en  vertu  de  la  propriété  connue 
sous  le  nom  d'm^rfi^  de  la  malièie;  la  manivelle  et  la  bielle 
cessent  bientôt  d^avoir  toutes  deux  une  même  direction,  ^^ 
la  transmission  du  mouvement  redevient  possible.  Il  n  en  est 
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pas  moins  vrai  que  si  la  machine  était  à  l'un  des  points  morts 
à  rinstant  où  Ton  veut  la  mettre  en  train,  l'effort  du  pis- 
ton sur  la  bielle  resterait  sans  effet;  pour  déterminer  le 
mouvement  de  l'arbre  dans  un  sens  plutôt  que  dans  le  sens 
opposé,  il  faut  que  le  mécanicien  agisse  sur  la  manivelle  dans 
le  sens  voulu,  et  lui  donne  un  déplacement  qui  permette  à  la 
transmission  de  s'opérer.  C'est  cette  opération  qu'on  appelle 
abatage  dans  les  machines  à  vapeur  à  cylindre  unique.  La  né- 
cessité de  l'abatage  est  évitée  dans  les  machines  à  deux  cy- 


î 

M 

I 


0' 


a 


Fig.  «œ. 


lindres  (fig.  295).  Chaque  cylindre  a  son  piston,  sa  bielle  et 
sa  manivelle.  L'arbre  tournant  porte  à  la  fois  deux  mani- 
velles OB,  OB',  que  l'on  place  à  angle  droit  l'une  sur  Tautre  ; 
lorsque  l'une  passe  à  un  point  mort,  Tautre,  qui  a  sur  la  pre- 
mière une  avance  ou  un  relard  de  90'',  produit  tout  son  effet, 
de  sorte  que  la  transmission  est  toujours  assurée,  soit  par  les 
deux  manivelles,  soit  par  l'une  des  deux. 

Les  vitesses  simultanées  des  deux  pistons  ne  sont  pas  égales. 
Si  (0  représente  la  vitesse  de  rotation  de  l'arbre  0,  la  vitesse 
linéaire  v  du  piston  correspondant  à  la  bielle  AB  est  égale  & 
OC  X(i>,  tandis  que  la  vitesse  v'  du  piston  correspondant  à  la 
bielle  A'B' est  OC  xw. 

La  transmission  par  bielle  et  manivelle  peut  s'opérer  dans 


4!g  EICGNTRIQUB 

Ifs  duns  sens.  Lorsque  la  transmission  esl  double,  rtqn«^ 
deux  manivelles  sonl  calées  à  angle  droit,  on  remeiv 
mouvemenl  de  rolalion  de  l'arbre  en  changeant  à  la  fol-' 
sens  de  la  marclie  des  deux  pistons. 

La  transmission  par  bielle  et  manivelle  est  réâproqiu,  c'<^: 
à-dire  que  si  l'on  fait  tourner  l'arbre  de  rotation,  le  mni;it- 
mcnt  allernalir  du  piston  en  résulte.  Dans  ce  cas,  les  ç<r-V: 
morts  dti  la  manivelle  sont  sans  inconvt^jiient. 

Celte  Iransmission  foumit  donc  un  moyen  de  Iransforur 
un  moiiTemenl  circulaire  continu  en  un  mouvement  recli!i.r - 
allernalir. 

'273.  L"i?jf«i(ni/i(f  à  foUier  (lig.  296)  est  une  transFormarioii 
du  môme  genre,  dont  la  théorie  gèomélriqne  se  ramène  ài'Il' 
de  la  bielle  et  de  la  manivelle.  Sur  un  arbre  0  esl  calv  u:i 
cercli'  dont  lo  centre  C  est  silué  en  dehors  de  l'ase  0,  et  <i"<'' 


ta  circonfùronce  enveloppe  l'arbre  entiércmeni;  c'est  ail' 
circonférence  massive  D  qu'on  appelle  excentrique.  Au  pout- 
tour  du  cercle  est  placé  un  colUer  ou  bague  A\,  qui  enTcKf  [■■ 
tout  l'excentrique  et  ù  l'intérieur  duquel  cette  pièce  peut  ^li;- 
scr  à  frottement  doux.  Le  collier  est  attaché  à  des  bjrre> 
droites  A'IÎ,  entre  toisées  l'une  k  l'autre  et  qui  se  réuniss'Hi 
en  un  mémo  point,  mobile  sur  une  droite  OY  (ou  sur  un  arc 
de  cercle  de  faible  longueur,  qu'on  peut  confondre  sans  err^i" 
avec  une  droite),  dont  le  prolongement  passe  par  le  poini  ''■ 
centre  de  rotation  de  l'arbre. 
Joignons  le  point  0  au  point  C  et  le  point  C  nu  point  V;  li'^ 
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longueurs  restent  constantes  dans  le  mouvement,  car  la 
droite*  OC  appartient  au  système  invariable  de  Tarbre  et  CY 
est  la  dislance  constante  du  point  Y,  qui  fait  partie  du  système 
des  barres  d'excentrique,  au  point  C,  centre  du  cercle  formé 
par  le  collier  AA.  Tout  se  passe  donc  comme  si  une  manivelle 
OC,  égale  à  Texcentricité,  menait  la  bielle  CY;  le  mouvement 
circulaire  continu  de  Texcentrique  imprime  donc  au  point  Y 
le  long  de  sa  trajectoire  un  mouvement  alternatif  dont  lam- 
plitude  est  égale  à  20C. 

Cette  transformation  de  mouvement  n'est  généralement 
pas  réciproque,  parce  que  la  poussée*  qu'on  exercerait  dans 
le  sens  YB  produirait  une  augmentation  de  frottement  de 
la  bague  contre  l'excentrique  et  ne  pourrait  faire  tourner 
celte  pièce.  L'excentrique  a,  comme  nous  le  verrons  plus 
lard,  rinconvénient  d'accroître  beaucoup  le  travail  du  frot- 
tement développé  par  l'emploi  d'une  bielle  et  d'une  mani- 
velle; malgré  cette  infériorité,  l'excentrique  est  très-employé 
dans  les  machines,  parce  que  le  calage  de  cette  pièce  sur 
Tarbre  tournant  évite  les  coudes  qu'il  serait  nécessaire  d'y  mé- 
nager pour  le  passage  des  bielles.  On  peut  regarder  l'excen- 
trique comme  un  système  particulier  de  manivelle  dans  lequel 
le  bouton,  sans  changer  de  centre,  aurait  augmenté  de  dia- 
mètre jusqu'à  envelopper  l'arbre  tournant  lui-même. 
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274.  Nous  avons  déjà  donné  (§139)  la  théorie  géométrique 
de  ce  mécanisme.  Il  nous  reste  à  chercher  les  conditions  pour 
que  le  mouvement  puisse  être  indéfiniment  prolongé  dans  le 
même  sens  autour  de  cliaquc  arbre  tournant. 

Nous  allons  déterminer  les  conditions  nécessaires  cl  suffi- 
santes pour  que  les  deux  manivelles  A6,  Ba  (fig.  135)  puissent 
faire  chacune  un  tour  entier  autour  des  centres  A  et  B.  Pour 
cela,  commençons  par  chercher  s'il  y  a  des  limites  à  Texcur- 


!cs  (lfit\  si'(i«.  lorsque  \j  traii-- 
(kni\  iniHiivcllos  skiiI  calres  :i 
III  Olive  mont  (le  rotuUon  de  \':\\ 
sens  (le  la  niarcho  (lt;s  doux  |ii 

Lu  Ira  lis  mission  par  bielle  i 
;i-(liic  que  si  l'oii  l'iiil  lounv 
meut  allernalif  du  pislon  c 
morts  (le  ia  iiiaiiivelli;  sont 
Celte  Iransmission  foun 
ULi  mouveincnl  cireulaire  c 
alleniiitir. 

■JTj.   I.Vj'i't'n/rJ(/'"'  à  fol 
du  même  fleure,  tlonl  la  1' 
de  la  liicljo  cl  do  la  ina 
eertli'  ditiil  le  ccnlrc  C  t 


ia  eii'conférence  en 
eirconCércncc  massi 
lour  du  cercle  est  ]' 
Uiul  l'cxcenlrique  •■ 
sor  à  fi'ollemenl  <■ 
droites  A'B,  cnlre  I 


i.oint  E  de  la  li^œ  des  œnUts, 

D,  et  que  quaod  le  pïinl  k  passe 

lilé  du  diamèire,  b  bieile  soil  au 

i  la  plus  courte  droite  quoo  paisse 

nréreoce  B,  de  mèine  que  ED  eS  b 

iiuisse  mener  a  celle  ârconléroice 

Ions  a  U  distance  AB  des  centres,  B 

■a,  et  enfin  l  la  longooir  de  b  bielle; 

i  moins  R^r,  et  admettons  d'abord 

ifde  soil  extérieur  in  grand.  D  Eaodra 

r  b  cootinoilé  de  b  rotation. 


l=aa<{a  +  r—t) 


lit  incompatibles  avec  b  condition  R  >  r  : 
lien  supposant  R=rel  l^a. 
e  autrement  lorsque  le  ^ 

il    int&ieur    au    graml 
cfiel,  au  moment  où  le 
au  point  E,  la  longueur  l 
oit  Jitre  comprise  entre  ED 
lii'elle  aboutit  en  un  point 
iiférence  GD;  et  quand   le 
.'  fiîiK.elledoitètrecompriae  ' 

%t-(i-dire  que  la  lon- 
re  à  la  l'ois  aux  quatre  inégalités 


R  +  «-r<I<R+o  +  r. 

ions  soit  compatibles,  il  faut  et  il  suffit  que 
seconde  limite  inférieure,  R  +  a  —  r  est 
imièie  limite  supérieure,  R  —  a  +  r,  et  on 
ces  deux  limites  des  valeurs  de  l  salisbi 
[ualre  inégalités. 
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[ue  quand  le  points  passe  au  point  E  de  la  ligne  des  centres, 
a  bielle  soit  au  plus  égale  à  ËD,  et  que  quand  le  point  b  passe 
LU  point  F,  à  l'autre  extrémité  du  diamètre,  la  bielle  soit  au 
Tioins  égale  à  GF.  CarGP  est  la  plus  courte  droite  qu'on  puisse 
nener  du  point  F  à  la  circonférence  B,  de  même  que  ED  est  la 
plus  longue  droite  qu'on  puisse  mener  à  cette  circonférence 
a  partir  du  point  E.  Appelons  a  la  distance  AB  des  centres,  R 
le  rayon  Afr,  r  le  rayon  Ba,  et  enfin  /  la  longueur  de  la  bielle; 
supposons  R>  r,  ou  au  moins  R=r,  et  admettons  d'abord 
que  le  centre  du  petit  cercle  soit  extérieur  au  grand.  Il  faudra 
qu'on  ait  à  la  fois,  pour  assurer  la  continuité  de  la  rotation, 

/=ou<(a4-r— R) 

et 

/=ou>(a-t-R— I). 

Ces  conditions  sont  incompatibles  avec  la  condition  R>r; 
mais  on  y  satisfait  en  supposant  R=r  et  /=a. 

Il  peut  en  être  autrement  lorsque  le 
petit  cercle  est  intérieur  au  grand 
(fig.  298).  En  effet,  au  moment  où  le 
point  b  passe  au  point  E,  la  longueur  / 
de  la  bielle  doit  être  comprise  entre  ED 
et  EG ,  puisqu'elle  aboutit  en  un  point 
de  la  circonférence  GD;  et  quand  le 
point  b  passe  en  F,  elle  doit  être  comprise 
entre  FG  et  FD;  c'est-à-dire  que  la  lon- 
gueur /  doit  satisfaire  à  la  fois  aux  quatre  inégalités 


Fig.  298. 


R— a— r<l<R— fl-fr 


et 


R  +  fl— r<l<R-fa4- r. 

Pour  que  ces  conditions  soit  compatibles,  il  faut  et  il  suffit  que 
r>a;  car  alors  la  seconde  limite  inférieure,  R  +  a  — r,  est 
au-dessous  de  la  premièi*e  limite  supérieure,  R  —  a  +  r,  et  on 
peut  trouver  entre  ces  deux  limites  des  valeurs  de  /  satisfai- 
^nl  à  la  fois  aux  quatre  inégalités. 


4.V2  MANIVELLES   INEGALES. 

En  (U'Miiiilivo,  il  va  deux  cas  seulemoiil  dans  Jcsquels  le 
iiioiiveniiMil  des  deux  arbres  lournauts  peul  ùtre  indéfinimciil 
poloiiiré  duns  le  même  sens  : 

-  il>r>>r/,  et  «<(U  — r);  cette  dernière  condition 
iiionlre  que  le  petit  cercle  est  à  Tintérieur  du  grand;  l'inéi:;j- 
lilé  r  >  (/  imli(|ue  de  plus  ([ue  le  centre  du  grand  ceicle  csl  à 
r intérieur  du  |)etil.  Alors  la  longueur  /  de  la  bielle  doit  être 
com[u  ise  entre  les  deux  limites  \\  -+-  (r  —  a)  et  II  —  (r  —  fli. 

Si  U  =  r,  et  /  =  (/,  et  qu'on  fasse  tourner  les  deux  mani- 
N.^llt^s  dan^  le  nirme  sens,  la  droite  ab  (lig.  155)  reste  con- 
-taniinont  parallèle  à  la  ligne  AB  des  centres,  et  par  suite  le 
p.'iiu  t*  est  inliniment  éloigné.  La  fornuile  du  rapport  de> 
\  ik'><o>  donne  alors 


'./ 


w 


-l. 


c^ïaU'  qii  il  e^t  laeile  d'établir  directement.  On  a  ainsi  la  trans- 
:ri>-ioii  par  bicUc  d' (H'cou\)leme,ii^  que  l'on  emploie  pour  ro- 
1a  i  l  n:ie  a  Tanlie  les  roues  motrices  d'une  locomotive. 

\\\\  p. .m:. lit  aussi  avec  cette  liaison  iaire  tourner  Tune  des 
i-^uc-  ai  >eii<  contraire  derantre;  mais  le  rapport  des  vitesses 
-;i:il  au>r>  \ariable. 


TUA>SMISS10.NS    DU    BALAISCIEn. 


'  .  aiMHllt'  halitncicr,  dans  les  machines  à  vapeui  a 

N.  •.  :iv  al,  une  pièce  AD  ((ig.  299),  oscillante,  ou  ani- 

.i.'U'/f  circulaire  alternatif  ;  ce  njouvemenl  lui 

:;;;;  a  unc  exUémité  par  le  piston  de  la  ina- 

:.;.   1.^  transmet  par  l'autre  extrémité  à  un  arkc 

;  ; ...1  on  doit  communiquer  un  mouvement  circu- 


*> 


•>>i,Mis  du    balancier  comprennent  donc  une 
iu  niouNement  recliligne  alternatif  en  circii 
.'t  une  transformalion  du  mouvement  circu- 
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aire  alternatif  en  circulaire  continu.  Elles  s'opèrent  toutes 
leux  au  moyen  d'un  lien  rigide. 

La  première  est  réalisée  par  Tappareil  appelé  parallélo- 
gramme articulé;  la  se- 
conde, au  moyen  de  la  ^ 
)ieile  et  de  la  mani- 
velle. Occupons  -  nous 
l'abord  do  ce  second 
[lîspositif. 

276.  Soit  0  (fig.  300) 
la  projection  de  Tarbre 
tournant,  OP  la  mani- 
velle   qui   le   met    en 


Fig.  i<9. 
C,  ce,  axe  de  rotation  du  balancier.  B,  bb,  et  A,  aa. 


-   r. 


A' 


tnrkiii'Amonf     C  l'nTP  Hii        ^^^^  auxquels  s'articulent  les  I  i^IIcs  et  les  li^es 
mOU\Cmeni,  L  l  axe  au       ^.^^^  ^^  mouvement  i^ar  le  halandei. 

balancier;  A,  Tarlicula- 

tion  de  la  bielle,  AP,  qui  réunit  le  balancier  au  boulon  P  de  la 

manivelle. 
Du  point  0  comme  centie,  avec  un  rayon  OA',  égal  à  la 

somme  OP  4-  PA,    décrivons  un   arc  de  cercle  qui  coupe 

en  A'  l'arc  de  cercle  décrit  par  le 

point  A  autour  du  point  C.  Le  point  A' 
sera  une  des  limites  de  l'excursion  du 
balancier.  Du  point  0  comme  centre, 
avec  un  rayon  OA",  égal  à  la  diflé- 
rcncc  PA  —  OP ,  coupons  l'arc  A' A" 
par  un  second  ai'C  de  cercle  ;  noii? 
déterminerons  ainsi  le  point  A",  se- 
conde limite  de  l'excursion  du  balan- 
cier ;  de  sorte  que,  pendant  que  la 
manivelle  tourne  indéfiniment  autour 
du  point  0,  le  balancier  CA  oscille  en- 
tre les  positions  extrêmes  l^A'  et  CA". 

A  un  instant  quelconque,  le  rapport  des  \ilesscs  angu- 
laires des  droites  CA,  OP  autour  des  points  fixes,  C  et  0,  est 
égal  au  rapport  des  segments  01,  Cl,  interceptés  par  la  bielle 
sur  la  ligne  des  centres  ;  ce  rapport  change  de  signe  en  pas- 


Fig.  300. 


vie.   COLLIOROR. 
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sanl  par  zéro ,  a  chaque  fois  que  les  trois  points  A ,  R ,  0. 
trouvent  silués  sur  une  même  droile  (g  139). 


PARALLÉLOGRAMME  DE    WATT. 


277.  Soient OA,  0'A'(ng.  501)  deux  droites  égales,  nul 

dans  le  plan  de  la  figure,  h-  ;>r 
mière  autour  du  point  U.  i 
seconde  autour  du  point  0\  . 


-     ^'.0 


f  i^- 


!'■» 


deux  droites  sont  parallèles']  ^ 
leur  position  moyenne  ;  la  : r- 
mière  peut  s'en  écarter,  i-r 
un  sens  et  dans  Fautre,  d  ui 
angle  B0A  =  COA  ,  et  elle  .-: 
animée  d*un  mouvemenl  cir  i- 
laire  alternatif  qui  la  fait  pas- 
ser de  la  position  extrême  «J: 
à  Tautre  position  extrême  OC. 

Le  point  A  de  la  droite  OA  est  lié  au  point  A'  de  la  dr'it 
O'A',  par  une  droite  AA' de  longueur  constante  ;  le  mouvenuM 
de  la  droite  OA  définit  donc  complélement  le  mouvement  d 
droite  O'A'.  On  trouvera,  par  exemple,  les  positions  exlrèit 
O'B'  et  OV  de  la  droite  O'A',  en  cherchant  les  intersections  h 
et  C  de  l'arc  de  cercle  C'A'B',  décrit  par  le  point  A' autour  ^ 
centre  0',  et  des  arcs  décrits  des  points  B  et  C  comme  centres 
avec  un  rayon  égal  à  AA'. 

Le  lieu  géométrique  décrit  par  le  milieu  de  la  droite  i 
jonction  des  points  mobiles  A  et  A'  est  une  courbe  !'  I'  qui  ■ 
un  centre  à  Tinterscclion  de  la  droite  AA'  et  de  la  droite  00 . 
et  qui  diffère  trés-peu  d'une  ligne  droile  si  les  proportions  i> 
la  figure  sont  convenablement  choisies.  On  appelle  ce  lieu  l< 
courbe  à  longue  inflexion. 

La  courbe  passant  par  son  centre  a  en  effet  une  inflej:ion  au 
point  1.  De  plus,  on  peut  prévoir  qu'elle  a  une  courbure  irèv 
peu  prononcée  ;  car  les  lignes  décrites  par  les  extrémités  de 
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droite  finie  AA'  étant  des  arcs  de  cercles  égaux,  mais  orien- 
s  en  sens  contraire  Tiin  de. l'autre,  la  courbe  décrite  par  le 
)int  milieu  de  la  droite  AA'  a  pour  ainsi  dire  une  courbure 
loyenne  entre  ces  deux  courbures  égales  et  opposées  ;  sa 
>urbure  est  donc  voisine  de  zéro,  et  elle  est  tout  à  fait  nulle 
j  point  où  elle  coupe  la  droite  OÙ'.  En  résumé,  le  mouvement 
u  milieu  de  la  droite  AA'  est  à  peu  prés  rectiligne. 

Watl  s'est  servi  de  cette  propriété  pour  établir  la  liaison 
ntre  la  télé  du  piston  de  la  machine  à  vapeur  et  le  balancier 
t  éviter  les  poussées  latérales 
u'entralne  la  connexion  directe 
le  ces  deux  pièces. 

U  a  remarqué  que  si  l'on  pro- 
onge  OA  (fig.  302,  303  et  304) 
l'une  quantilé  AD  égale  à  OA,  et 
|ue  Ton  complète  le  parallélo- 
gramme ADKA' ,  le  point  K  se  trouve  en  ligne  droite  avec 
es  points  0  et  I  dans  toutes  les  positions  du  parallélo- 
j^ramme,  et  à  une  distance  OK  du  point  0,  double  de  la  dis* 
ance  01. 


Fig.  302. 


L  ', 


-  --0 


1  ."-.  » 


P. 


Fig.  005. 


Fig.  :04. 


La  ligne  décrite  par  le  sommet  K  de  ce  parallélogramme  est 
donc  homothélique  à  la  ligne  décrite  par  le  point  I  ;  si  celle-ci 
se  confond  sensiblement  avec  une  droite,  l*aulre  se  confon- 
dra de  même  avec  imc  droite  parallèle  à  la  première.  Watt 
a  pris  le  point  K,  sommet  du  parallélogramme  articulé, 
pour  y  attacher  la  tète  du  piston  P  ;  dans  la  position  moyenne, 


M-  -•■•  ■  ■  ' ,  r--  -:  C2C'. mrr^+s.'tfn^j^  CA',  qui  assure  le  u. 
x^^2rr  :  : .  r^:-  "-.  ^ .  c-In:.  k  en  projection  avec  le  sommùs 
:• .  i_  :  1  • .-  •  t  -1  11  î».;  *  du  pi-Ion.  le  p^Vinl  L  silué  au  m 
c  I  -  -.♦•  •  l  rt  1-..7K-  Ci»mT.e  le  point  K  d'un  moust  : 
*-:trî.:_:  V.--  ..-^n-rrl  re^tl.i^ne,  mais  de  course  de.i 
t  •  -•:-*-  >rr.  à  if  K b-r  b  l^e  de  l'une  d*?>  pompes dt  L 


i  j  1*1  -^  K  1.%  OKU e  .1  U>50tL  l>FLi:XK». 


•^     X 


S-.t  •VLV  y  le   svstèmc  articulé   dans  sa  p-*^ 
r  -  %  r--»,  <*t>î-à-Jire  dans  la  position  où   les  deux  :• 

ciersOA,0'A'sonlpAry. 

et  où  le  point  milieu  du 

A  A'  occupe  le  centre  du 

*  *.    "    '  "  ^éomélrique  quildécril. 

Nous  prendrons  pt^uT  '^ 

^'  ■      *"  coordonnés  les  droiU?  5^- 

• ,  la  première  parallèle,  I  '  * 

conde  perpendiculaire  i^ux 

^'   •'  rectionsOA,  O'A'. 

N.i-  lit  m,  ■  les  co  ordonnées  du  point  0  ;  —  m,  —  «  ^^* 
les  r«K>rdonnt'es  du  point  (Y. 

S.irOA  =  fl,  et.U'  =  :î*. 

\îneni>ns  b  ligure  articulée  dans  une  position  quek 'n  1 
Oîi  a  «y.  A{'i>»'lMis  x^.y^,  Ics  coordonuées  du  point  a,  J,.y.. 
cooid..nmvsdu  point  a':  les  coordonnées X,  jf  du  milioi 
la  dnnte  AA'  seront 


jr  -—  ■       ■ 


tf*  y  =  ~ 


Prenons  pour  inconnues  auxiliaires  les  angles  dtA'^' 
0  =  aOA,  V  =  aO'X\  des  balanciers  par  rapport  à  leurs F'^ 
tions  moyennes. 
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11  viendra 

# 

13> 

j?j  =:m— acos0, 

(*) 

y i  z=z  n-i- a  s\n$, 

W 

j-j=  — fW-f  flC08  6', 

vC) 

yj  =  — w  +asm6'. 

On  a  d'ailleurs 

Entre  ces  sept  équations,  éliminons  les  variables  x^,  j/p  x^, 
f,,  e  et  6';  Téquation  finale,  qui  ne  contiendra  plus  que  a-,  y 
^l  des  constantes,  sera  l'équation  du  lieu. 

Ajoutons  membre  à  membre  tes  équations  (5)  et  (5),  puis 
es  équations  (4)  et  (6)  ;  il  viendra,  en  remplaçant  x^  -h  x,  et 
!/t  +  Vi  P^^  leurs  valeurs  prises  dans  les  équations  (i  )  et  (2) , 


On  en  déduit 


a  (cos  '/  —  cos  6)  =  2jr, 
fl(siii  (/  H-sinO)  =  2y. 


2j: 

cos  0'  =  —  -f-cos  0, 

2}/ 

sinO'=  ~  — s'xnO. 

a 


Élevant  au  carré  ces  équations  et  ajoutant,  il  vient 

ij*       4i/*        i 
*  ^  ««  '*"'^"  "^  -xcosO— ysin«  4-1, 

ce  qui  se  réduit  à 

\ 

.7  ^  V  ^  , 

Des  équations  (5)  (4)  (5)  et  (6)  on  tire  successivement  : 

jr,—  X|= — m  +  acos  0  ' —  m  -f-fl  cos  0=  a  (cos 6'  -+-  cos  e)  — ?m 
=  fl  / 1.  2cos0  j  — 2m  =  2  j  x~m  +  ncosO  1 

—  fl/J!  — 28inej  — 2*1  =2L  — «  — flsinol. 
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le  poinl  (y,  ceiUrc  du  contre-balaneier  0'A\  qui  assure  le  ni  v 
vemenl  du  poinl  X\  coïncide  en  projection  avec  le  sommeik 
point  d'altache  de  la  tige  du  piston.  Le  point  I,  situé  aum.i. 
de  la  bride  A  A'  et  animé  comme  le  point  K  d'un  raou\eni  t 
alternatir sensiblement  rectiligne,  mais  de  course  deux: 
moindre,  sert  à  attacher  la  tige  de  l'une  des  pompes  de  la  :.: 
cliinc. 


n 


A 


.\  • 


l^  a'       •" 


_  ^1 


Sf 


L/ 


Ê<Jl  ATIU.N  DE  LA  COIRBE  A  LONGUE  IKFLEX10>. 

:Î78.  Soit  OAA'O'  le  système  articulé  dans  sa  f^l  ■ 
moyenne,  c'est-à-dire  dans  la  position  où  les  deux  ba!v 

ciers  OA ,  O'A'  sont  parall  '• 
et  où  le  point  milieu  du  1 
A  A'  occupe  le  centre  du  1. 1 
géométrique  qu'il  décrit. 

Nous  prendrons  pour  :'v 

coordonnés  les  droilts  IX.  1^- 

A'  la  première  parallèle,  la 

conde  pcrpendiculairciiux 
^ '^  •''  reclions OA,  OA'. 

Soient  m,  w  les  coordonnées  du  point  0  ;  —  «i,  —  w  seri 
les  coordonnées  du  point  O'. 
Soil0A  =  fl,  etAA'  =  2k. 

Amenons  la  ligure  articulée  dans  une  position  quelconq 
0«  fl'O'.  Ap|>elons  x,,r/p  les  coordonnées  du  point  a,  x.,!/., 
coonlonnées  du  poinl  a'  ;  les  coordonnées  x,  y  du  milieu 
la  droite  AA'  seront 

Prenons  pour  inconnues  auxiliaires  les  angles  d'éa^^' 
0  =  flOA,  0'  =  fl'O'A',  des  balanciers  par  rapport  à  leurs  po' 
lions  moyennes. 
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Il  viendra 

* 

(3) 

X,  =zm^acosO, 

(*) 

»/i— n-f-«sin9, 

(5) 

T^  —  —  ffl  -f  «  cos  6', 

(0) 

yj  =  — n  +<isin6'. 

On  a  d'ailleurs 

Entre  ces  sept  équations,  éliminons  les  variables  x^y  y^,  or^, 
y^j  0  et  6'  ;  Téquation  finale,  qui  ne  contiendra  plus  que  a-,  y 
et  des  constantes,  sera  l'équation  du  lieu. 

Ajoutons  membre  à  membre  les  équations  (5)  et  (5),  puis 
les  équations  (4)  et  (6)  ;  il  viendra,  en  remplaçant  x^  -h  x,  et 
Ht  +ys  P^**  leurs  valeurs  prises  dans  les  équations  (1)  et  (2) , 


On  en  déduit 


a  (cos  '/  —  cos  6)  =  2j:, 
fl(siii  C  -Hsinô)  =  2y. 


cosô'=  —  -f-cosô, 


■..r.-^ 


sinO'=  —  — sin  0, 
a 


Élevant  au  carré  ces  équations  et  ajoutant,  il  vient 

ij'      4//*       4 
I  =  -    -f  -^--  4-  -  ■xcnsO  — MSin  •)  -h  I, 

ce  qui  se  réduit  5 

(8'  ysino  — arcosO  =  -  [x^-k-y^]. 

Des  équations  (3)  (4)  (5)  et  (6)  on  tire  successivement  : 

*, —  :r|= — m  -h  aco$  d  ' —  m  -Ha  cos  0=  a  (cos 6'  4-  cos  B)  — îm 
=  «  ( 1-  2cosô  J  —  2»!  =2  I  x~m4-ocosO  1 

2/1-^^1  =—fi+ «sin  9' — II— asin^=a(sin|6'  — sinô}— 2m 
=  fl^-2— 28ino)— 2*1=2  L  —  w-asinol. 


4."s  r.inîun!:: 

Substituons  ces  valeurs  dans  l'équalion  (7)  ;  nous  obtenons 
l'équation  suivante,  en  divisant  par  i: 

ou  bien 

I^emplaçant  xcosO  —  ysinO  par  sa  valeur  tirée  de  l'équation 
(S),  il  vient  l'équalion 

(Ml  représentant  par  P,  pour  abréger,  la  Ibnclion, entière  du  se- 
cond degré  qui  ligure  dans  le  second  membre. 

Nous  résoudrons  les  équations  (8)  et  (9)  pai'  rapporta  sinO 
et  cos  0;  puis,  élevant  au  carré  et  ajoutant,  Tangle  0  sera 
éliminé  : 


a. 


cos  ';  ^= , 


//.'■ —  niij 


a 

vin  'I  ■  -  — 


-f  \\c 


itr  —  tut/ 

Honc  l'équalion  linale  est 


10 


V  étant  un  polynôme  du  second  degré  en  x  et  j/,  Pj/  et  Pa'  sont 
du  troisième,  et  le  polynôme  que  Ton  obtient  en  développant 
les  carrés  est  du  sixième.  La  courbe  est  du  sixiétne  demv. 
Kll(»  passe  à  Torii-'irie,  puistpie  x  =  0,  j/  =  0  satisfont  ii 
l'éciuation.  On  sait  (Paillcurs  (|uc  ce  point  est  un  centre  pour 
la  courbe. 


A  LONGUE  INFLEXION.  459 

La  courbe  lieu  des  points  i  à  la  forme  d*un  8  allongé  ;  le 
point  double  est  au  point  I;  Tune  des  branches 
touche  en  ce  point  Taxe  lY,  et  a  une  inflexion. 
La  même  branche  a  deux  autres  points  d'inflexion, 
symétriques  par  rapport  au  centre  f,  et  peu  éloignés 
de  ce  point.  De  là  une  certaine  étendue  sur  laquelle 
la  courbure  est  très-peu  prononcée,  el  que  Watt  a  pu 
sans  grande  erreur  confondre  avec  une  ligne  droite. 
L'axe  lY  rencontre  la  courbe  en  six  points,  savoir, 
m,,  m,,  le  point  1  de  la  branche  pq,  et  le  point  d'in- 
flexion I  de  Pautre  branche,  qui  compte  pour  trois, 
puisque  la  droite  lY  a  avec  cette  branche  un  contact  p.  ^^ 
du  second  ordre. 


TRACÉ  GÉOMÉTRIQUE   DU   PARALLÉLOGRAMME   DE   WATT. 

279.  SoitO(fig.  307) Taxe  de  rotation  du  balancier;  OD.OF, 
SCS  positions  extrêmes,  qui  font  des  angles  égaux  avec  la 
droite  OE,  sa  position  moyenne. 

Menons  la  corde  DF,  puis  par  le  point  F,  milieu  de  la  flè- 
che ER,  menons  une  droite  PQ  parallèle  à  DF.  Ce  sera  cette 
droite  que  nous  ferons  décrire  à  la  tête  du  piston. 

Des  points  A,  E  et  F  menons  à  la  droite  PQ  trois  droites  DG, 
EK,  FM,  égales  entre  elles  et  égales  au  petit  côté  du  parallé- 
logramme articulé.  Ces  trois  droites  feront  des  angles  égaux 

avec  PQ. 

Soient  A,  fi,  C,  les  milieux  du  balancier  dans  ces  trois  posi- 
tions. Achevons  les  parallélogrammes  ADGH,  BEKL,  CFMN. 

Il  suflira  de  chercher  le  centre  de  la  eirconférence  qui  passe 
par  les  trois  points  H,  L,  N;  en  assujettissant  le  sommet  H  du 
parallélogramme  articulé  à  se  mouvoir  sur  cette  circonrérence, 
on  forcera  le  sommet  G  à  se  trouver  sur  la  droite  PQ  aux 
points  G,  K  el  M,  et  par  suite  il  s'écartera  peu  de  cette  droite 
dans  les  points  intermédiaires  de  sa  course. 

Or  il  est  facile  de  voir  que  le  centre  de  la  circonférence  pas- 


I 


H 


i;(i  lV\llALLEl.(K;r»AMMf-: 

fînilt  pnr  les  points  II,  L  cl  N,  est  au  point  K.  Joignons  en  cflVl 
KIK  KK  (  l  HA.  Lu  droile  VQ  étant  perpendiculaire  au  milieu 
(le  KH,  on  a  KP»  =  KK  =  (iD  =  Ail.  Les  droites  KU,  AU  sont 
(Tailleurs  parallides;  (l'>nc  la  li<:ure  KIlAll  est  un  parallélo- 
iirainme  dans  lecpn'l  KI1  =  HA.  Mais  le  point  A  é'iant  le  mi- 
lieu de  riiypottjnuse  Ul> 
du  ti'iangle  reclangleDRO, 
ou  a  AR  =  AD,  et  par  con- 
sé(juentKII=AU=Gll=: 
KL.  On  prouverait  de  mènie 
(jueKN^iKL. 
h  I  fil  *    "■.;  '*    o  ~        Le  point  K  (»st  donc  à 

(\i:ale   dislance   des   trois 
points  II,  L  el  N. 

La  corde  DF  repr(Jscnlt' 
la  course  du  piston.  )Va(( 
(iï'terniinail  lalonuneurUl' 
par  la  condition  que  la  dis- 
lance Ol  lut  triple  de  h 
deini-course  l)]\.  Appe- 
lons /  In  longueur  OD,  a  l'angle  dV'cart  UOi^,  el  p  la  conisi^  I)l  : 
nous  aurons  enliv  ces  (rois  (|iianlil(''s  lestqualions 

>  .  ,  •'> 

et 

On  (k'^terniineia  donc  x  par  Te  (jualion 


K: 


\ 


M 

1 1 


Il    r.o; 


ou  bien 


.'Mil 


V.  u. 

'2  s  in  -  cos  -- 

2        '1       1 


OU  enfin 


y.         \ 

t;niL'  -  ^=  , 

'1        (» 


Donc 


DE  Watt. 


«=1<'65'28*, 


4il 


Avec  cet  angle  d'écart,  les  quantités  OD,  DFet  RI  sont  entre 
elles  comme  les  nombres  entiers 

57.    24,    1. 

Enfin  Watt  donnait  à  la  bride  D6  une  longueur  comprise 
enlrepel  =  p. 

La  déviation  est  très-petile.  De  Prony,  opérant  sur  des  lon- 
gueurs /  =  2",515et  DG  =  0'",762,  Pa  trouvée  seulement  de 
2  millimètres;  H.  Tchébychef  a  indiqué,  dans  les  Mémoires 
de  TAcadémie  de  Pétersbourg  (1854  et  1861),  certaines  mo- 
difications de  tracé,  qui  permettraient  de  la  réduire  encore 
beaucoup.  Mais  cette  amëlioralion  n'a  pas  pénétré  dans  la 
pratique. 

PARALLÉLOGRAMME  POUR  BATEAUX. 


280.  Dans  les  bateaux  à  vapeur  à  palettes,  on  ne  peut  p9s 
placer  le  balancier  au- 
dessus  des  cylindres, 
parce  que  cette  pièce 
a  un  poids  très-lourd, 
qui  compromettrait  la 
stabilité  du  bâtiment. 

La  tige  du  pislon 
((ig.  308)  fait  mouvoir 
une  potence  aux  extré- 
mités de  laquelle  sont 
attachées  deux  bielles 
descendantes  AB  (la 
seconde  est  cachée  der-  ji^,  508. 

rière  la  première). 

Le  point  A  est  donc  animé  d'un  mouvement  rectiligne  aller- 


nalir  suivant  la  verticale,  et  le  point  B,  d'un  mouTement  cini- 
laire  alternatif  autour  do  centre  C.  Cne  tige  rigide  DE,  arika- 
lée  en  D  avec  le  balancier  CB,  et  en  E  avec  le  contre-babm  .rr 
EK,  perle,  en  un  point  G  de  son  prolongement,  une  briiit  GA 
qui  la  rattache  invariablement  à  la  tète  du  piston;  on  disjKx 
des  proportions  de  la  figure  de  manière  que  le  point  G  dtcnv' 
à  très-peu  près  une  droite  verticale.  La  bride  GA,  louj^-ui^ 
égale  et  parallèle  à  DB,  maintient  donc  la  tige  du  piston  ^u. 
la  verticale,  malgré  les  actions  exercées  obliquement  par  !. 
bielle  AB,  lorsque  la  ligure  n'esl  pas  dans  sa  position  moyerr:.. 


AITAREIL  ARTICULÉ  POUR  OPtRJER  SUR  Hf  PLAII  LA   TRAHSFORMATIOS 

PAR  RATONS   VECTEURS  RÉCIPROQUES. 

281.  Deux  droites  égales,  OA,  OB,  sont  assujetties  à  louinr 
autour  d'un  centre  fixe  0.  Un  losange  articulé,  ACBD,  a  deui 

sommets  opposés,  A  et  P. 
situés  aux  extrémités  dc> 
droites  OA,  OB.  Il  résiille  de 
cette  disposition  que  les  déni 
autres  sommets,  C  et  D,  sont 
toujours  surunemémedroii: 

passant  par  le  point  0,  t'i 
perpendiculaire  au  m'ûku 
de  la  diagonale  AB.  Je  dis  de 
plus  que  le  produit  OC  X  W' 
est  constant. 
En  effet,  du  point  B, 
comme  centre,  et  avec  un  rayon  BC,  décrivons  un  cercle  qm 
passera  par  le  point  D  :  du  point  0,  menons  à  ce  cercle  une 
tangente  OE.  Nous  aurons 

oc  X  OD  =  ÏÏt*  ="ÔB*  — W  =  ÔB*  —  BC* , 

quantité  constante,  quelle  que  soit  la  déformation  de  la  fi- 
gure. 
Si  donc  on  fait  suivre  au  point  C  une  ligne  quelconque  LL', 


Fig.  309. 


DE  M.  L1PKINE.  445 

un  crayon  placé  au  sommet  D  Iracera  la  ligne  MM',  transfor- 
mée de  LL'  par  rayons  vecteurs  réciproques.  Le  produit 
constant  des  rayons  vecteurs  conjugués  sera  la  différence  des 
carrés  des  longueurs  OB,  OC. 

M.  Lipkine,  de  Pétersbourg,  a  fait  observer  que  Ton  pouvait, 
en  assujettissant  le  sommet  C  à  se  mouvoir  le  long  d'une  cir- 
conférence passant  par  le  point  0,  faire  décrire  une  droite  au 
sommet  D.  Il  suffit  pour  cela  de  relier  le  point  C  à  un  centre 
fixe,  I,  par  une  bride  invariable  IC,  dont  la  longueur  soit  égale 
à  la  distance  01  des  deux  centres  fixes  ;  la  transformée  par 
rayons  vecteurs  réciproques  du  confie  décrit  par  le  point  C  sera 
la  droite  DF,  perpendiculaire  à  la  direction  OL  (g  112). 

Cette  remarque  renferme  la  solution  rigoureuse  du  pro- 
blème que  Watt  a  approximativement  résolu  par  son  paraUélO' 
gramme  articulé.  Il  suffit,  en  effet,  de  soutenir  la  tige  du  piston, 
mobile  le  long  de  la  droite  DF,  par  le  système  OICBDA,  pour 
que  la  transmission  du  mouvement  au  balancier ,  au  moyen 
d'une  bielle  faisant  suite  ù  la  tige  FD,  n'entraîne  aucune  dévia- 
tion latérale  de  cette  tige. 

La  transformée  par  rayons  vecteurs  réciproques  d'une  cir- 
conférence étant  une  autre  circonférence,  on  peut  se  servir 
du  même  dispositif  pour  tracer  un  cercle  de  rayon  très-grand, 
en  faisant  suivre  au  point  C  un  cercle  de  rayon  plus  petit.  Le 
tracé  des  cartes  stéréographiques,  par  exemple,  pourrait  être 
notablement  simplifié  au  moyen  du  parallélogramme  articulé 
de  M.  Lipkine. 

MOUVEMENT   DU  TIROIR   POUR   UNE  DISTRIBUTION    SIMPLE. 

282.  Le  tiroir  d'une  machine  à  vapeur  est  conduit  par  un 
excentrique  à  collier,  qui  équivaut  à  une  manivelle  dont  la 
longueur  serait  égale  à  Texcenlricité  (g  272).  Nous  allons 
exposer  la  théorie  générale  du  mouvement  du  tiroir,  d'après 
M.  Zeuner,  de  Zurich  ^ 

1  Traiié  det  di»(rUnUi<m$  par  tiroin ,  traduction  de  MM.  Débite  et  Mérijbt, 
i860,  Dunod. 


«S 


r     -         V     • 


^  ..,^   et  OD  la  manivelle  è<i-' 

'.     /•/'  "         -.   ..V..I'B.q".conduUler.roirU 

,..■       ■      '•^•■■:%V1;    <iu3nr.U'S  constante- 
:       ..----•=-=     T;;.?to„  et  celle  du  t.ro.r  «  ■ 

,         -  =  -    î»  ^-^  "         -.liAnderexcenln.' 

-     .  i  :    •••     •■  ^"         ./n  <^  av.  r«n»  «"""^^  ,,:,\  _-  : 

.    :..  .    -:  :  -  ^  V";tI-uV  la  gbce  du  ti.o>r.  < 

...  V.U'n  .  '^ •  -;.,  ^,,,  r-r  cola  projetons  le  point  D  - 
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êveloppons  en  série  le  radical  par  la  formule  du  binôme,  et 
rrëtons-nous  au  second  terme  : 


y/l  -  (i^cos»  («  +  5)  =  I  -  ~  cos«(«-f  5). 


1» 


Dans  cette  formule,  on  néglige  les  puissances  dcy^.Nous 

lous  contenterons  de  celle  approximation,  cl  nous  aurons  par 
conséquent 

0B^x=0E4-EB|4-B,B 


=  rsin  (w-h5)-t-/-f-/i — .■riCos*(w-|-5). 


Dans  cette  équation  ^  donnons  successivement  à  (oles  va- 
leurs 0  et  X,  qui  correspondent  aux  deux  points  moris  de  la 
manivelle  motrice  :  il  viendra 


r^ 


pour»  =  11,     Xj=— rsin5+/-f /i — ^cos*S. 

Cherchons  le  milieu,  X,  de  l^intervalle  des  deux  points  défi- 
ni§  sur  la  droite  OB  par  ces  valeurs  x^^  et  x,-.  Si  Ton  repré- 
sente par  xTabscisse  de  ce  point,  qu'on  appelle  centre  d'oscil- 
lation du  tiroir,  on  aura 

Comptons  maintenant  les  abscisses  du  point  B  à  partir  du 
point  X,  et  soit  ^  la  distance  XB,  ou  Vécari  du  tiroir;  il  vient 

ç=z— x'  =  rsin(w  +  5)  — ^M  cos«(«-f-o)— cos*5  j 

— -rsin  (w-+-ô)-+-û-.sin  (2*-f-w)sin« 

=rsin  5co8«  +  rcoso  sin6»-|-âisin;i^-f- w)sin«, 

expression  de  la  forme 

ç  =  A  C08  61  +  B  sin  M  -H  F  ; 


>    t 


'  \- 
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dans  celte  équation,  A  et  B  sont  des  constantes;  F  est  i:< 
fonction   de  !•>,  mais  cette  fonction  n^acquiert  jamai 
bien  grandes  valeurs,  parce  qu'elle  contient  en  tacteiir 

quantité  -r ,  laquelle  est  toujours  Irès-petite.  C'est  un  tei 

correctif  qu'on  peut  supprimer  dans  la  plupart  des  ap 
cations. 

DIAGRAMIIE   DE   M.   lEUNEB. 


283.  Laissant  de  côté  le  terme  correctif  F,  M.  Zeunti  i 
*  donné  une  interprétation  géométrique  de  la  formule 

qui  définit  l'écart  du  tiroir  à  partir  de  son  centre  d'osdllati  n, 
en  fonction  de  Tangle  (■>,  décrit  à  partir  du  point  mort  j^i  h 

manivelle  motrice.  Cette  équatioi 
considérée  comme  une  relation  en  : 
Pangle  polaire  ca  et  le  rayon  vecteur:. 
représente  une  circonférence  passer; 
|)ar  le  pMe. 

p  Soit  OP  Taxe  polaire,  0  le  pùle. 

Prenons   sur    OP    une    longum: 
r    ...  OA  =  A,  et  sur  une  perpendiculir 

a  OP  une  longueur  0B  =  B.  Puis  fe 
sons  passer  une  circonférence  par  les  trois  points  A,  0,  B.  C 
sera  la  circonférence  cherchée. 

En  effet,  menons  par  le  point  0  une  droite  quelconque  (  R 
faisant  avec  OP  un  angle  ROP  =  w.  Projetons  les  poinls  />'  e 
A  en  6  et  a  sur  la  droite  OR.  Nous  aurons  Ofl=:Aco>. 
Oft  =  B  sin  (ù.  tienons  le  diamètre  OC.  Les  quatre  poinls  0, 1 
C,  A,  sont  les  sommets  d'un  reclangle  inscrit,  et  par  suilc 
la  corde  AC  est  égale  et  parallèle  à  OB.  D*ailleurs  si  Ton  joinl 
CR,  Tangle  CRO  est  droit;  oR  est  la  projection  sur  OR  (i 
la  droite  CA,  égale  et  parallèle  à  OB.  Donc  aR=Oft,  et  parcon 
aéquent  A  cos  w  -h  B  sin  w  =  0R.  Donc  enfin  0R=:$. 


», 


>  'i, 


(!e 
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L'écart  du  tiroir  est  ainsi  représenté,  pour  un  angle  «d  donné, 
r  la  longueur  OR  correspondante  à  cet  angle. 
Si  Ton  attribue  à  o>  des  valeurs  supérieures  à  l'angle  TOP,  qui 
rrespond  à  la  tangente  au  cercle  au  point  0,  mais  inférieures 
I  même  angle  augmenté  de  ic,  Técart  Ç  devient  négatif,  et  con- 
icré  comme  rayon  vecteur,  il  doit  être  porté  sur  le  prolonge- 
ent  de  la  droite  qui  fait  avec  OP  Tanglc  (o;  cette  construction 
produit  la  circonférence  OACB  déjà  décrite.  Comme  les  valeurs 
?gatives  de  Ç  correspondent 
des  écarts  du  tiroir  ditfé- 
!nts  de  ceux  qui  sont  repré- 
intcs  par  les  valeurs  posi- 
ves,  il  est  bon  de  distinguer 
ir  la  figure  les  deux  circon- 
rences  qui  correspondent  à 
lacune  de  ces  valeurs;  on 
parvient  en  convenant  de 
rendre  toujours  positive- 
lent  la  valeur  de  Ç  considérée 
3mme  un  rayon  vecteur,  ce 
ui  conduit  à  adopter  (fig.  312)  la  circonférence  OÂCB  pour  les 
alcurs  qui  sont  naturellement  positives,  et  une  circonférence 
gale,  OAX'B^  tangente  au  point  0  à  la  première,  pour  les 
aleurs  négatives  prises  positivement.  Ainsi,  pour  l'angle 
=  R0A  décrit  par  la  manivelle  motrice,  l'écart  du  tiroir  sera 
ositif  et  égal  h  OR;  pour  Tangle  R'OA,  il  sera  négatif  et  égal 
—  0R^  Les  limites  de  l'écart  dans  un  sens  et  dans  l'autre  sont 
h  OC,  et  —  OC',  pour  des  angles  co  égaux  à  COA  et  à  COA  -h  «. 
.e  diamètre  OC  des  circonférences  est  égal  à  y^A'  +  B*,  et  l'an- 

;le  COA  a  pour  tangente  -r. 

Dans  le  cas  do  la  distribution  simple  on  a 


Fig.  Sl-i. 


Donc 


A  =  r  si  11  S, 
D  =  r  cos  0. 

V'A*-hB*=r 
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« 

7  —  -: — î  =  col.  0  =  tane  (5  —  <»  I . 
A      siu  0  ^^  \  2  / 

Le  diamùlrcMlos  circonférences  qui  constituent  le  diagiaui" 
csl  épi  au  ra\on  d'excenlricilé,  cl  l'angle  COA  est  le  c<jiii[. 
nient  de  Tavance  angulaire. 

Le  niérne  procédé  s'applique  au  Iracé  d'un  diagramnu'''^ 
vitesses  du  tiroir.    L'angle  w   croît  proportionnellement  vi 
lemps,  quand  on  suppose  constanle  la  vitesse  angulaire  i 
l'arbre  tournant;   négligeant  le  terme  correctif  F,  on  a,  • 
appelant  û  cetle  vilobse  angulaire, 

^  =  j  —  A  sin  w  -h  Bcosoi  1  Û. 

La  vitesse  linéaire  du  tiroir  est  donc  proportionnelle  iib 
fonct'on  B  cos  (o  —  A  sin  w,  laquelle  peut  se  rcprésenler  ^ir 
les  rayons  vecteurs  d'une  circonférence,  ou  mieux  d'une  dm 
ble  cireonférence,  si  Ton  exclut  encore  les  valeurs  néualiv''^ 
du  layon  verleur.  Les  circonférences  des  espaces  poun  >nl 
('tre  employées  pour  représenter  les  vilesses,  inoyenniîr: 
qu'on  choisisse  convenablement  réchelle,  el  qu'on  fasse  l«'i:i- 
ner  les  deux  cercles  d'un  angle  droit  dans  leur  plan  aul'  u: 
du  point  0. 

Enfin  on  obtiendrait  la  courbe  des  accélérations  en  ri iii- 
gcant  encore  l'échelle  el  en  faisant  tourner  d'un  nouvel  an.-'t 
droit  la  courbe  des  vitesses,  ce  qui  ramène  à  la  courbe  d-^ 
espaces.  On  a  en  effet 

j  =  —  ^Acosw-hb  siiiwjn*  = —  ll*ç. 

Nous  verrons  plus  tard,  dans  l'étude  de  la  machine â  va- 
peur, l'utilité  (le  ces  diverses  considçralions. 

Si  Ton  conservait  le  terme  correctif,  f =ô-i  sin  (2$ -4- w)  sin 

dans  la  formule  qui  donne  Ç,  on  obtiendrait  une  courbe  dift'- 
renle  du  cercle  ;  mais  le  terme  F  est  toujours  Irès-pelil  t'/ 
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valeur  absolue,  et  s'annule  pour  quatre  positions  de  la  ma- 
Yiivelle  motrice,  définies  par  les  quatre  équations 

ft,  =  0,        25  -f.«  =  0, 

c'est-à-dire  pour  les  angles  —  2S,  0,  z  —  28  et  x. 

Le  maximum  de  sa  valeur  absolue  correspond  au  maxi- 
mum ou  au  minimum  de  sin  (2d  -f-  a>)  sin  (o  ;  égalant  à  zéro  la 
dérivée  de  ce  produit  par  rapport  à  o),  il  vient 

Le  maximum  cherché  correspond  aux  quatre  valeurs 

25-i-2w=0,        2J4-2«=2k. 
2a-h2«=ir,         2i4-26i=3ic, 

OU  bien  àa)= — 8,  (ù  =  '^  —  8,a>=TC  —  8,  <i)=^w  —  8, 

angles  qui  définissent  deux  directions  rectangulaires. 

Les  valeurs  correspondantes  de  la  fonction  sont  : 

r' 
F= — ïjySin*8  pour  une  des  directions, 

r* 
et  F  =  H-  ^  cos '8  pour  l'autre. 

On  pourra,  s'il  en  est  besoin,  corriger  à  Taide  de  ces  valeui*s 
les  cercles  du  diagramme. 


COULISSE  DE   STEPHEMSON. 


284.  La  coulisse  de  Stephenson  est  l'appareil  le  plus  généra- 
lement employé  sur  les  locomotives  pour  changer  le  sens  de 
la  marche,  et  pour  faire  varier  la  détente  de  la  vapeur. 

Deux  excentriques  circulaires  égaux,  A  et  A',  sont  calés  sur 
un  même  arbre  tournant  0  (fig.  313).  Les  barres  AB,  A'B'  de 
ces  deux  excentriques  sont  articulées  aux  points  B  et  B'  avec 
une  coulisse  en  arc  de  cercle,  dans  laquelle  est  engagé  le  coulis- 

MAG.  OQLUOINW.  29 


■(III  C.    I[i  pniril  [i;trluiilicr  (II- 
l',duii  iiuiiil  li\ei..  Iv 


[■iiililo.  LIi 


se,  le  point  11  [I.M 
une  disliiitLC  iiiwi 


fN 


iH-  [li.cc  i:i)t:  Mi-|iL-iiiliii-  i\ii  |"iiiil  lixe  !■:  et  mobile  liuIoiii'  ili- 
e  |U>iht.  Llie  e..]]iin;Miile  |Mr  son  e\lrérnilé  I)  une  li;;e  li-M'. 
ilieiilée  aux  points  D  et  >,  cl  lii-tiiiécii  li';<iisniolli'e  nu  lii-'< 
11  mon\eiiient  l'ieliii^jne  ulleiiialif.  On  peut  niodilierlBniiiii- 
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tudc  de  ce  mouvement  en  relevant  plus  ou  moins  la  cou- 
lisse BB';  pour  cela,  on  n*a  qu'à  agir  sur  le  levier  FG,  appelé 
lemer  de  changement  de  marche,  en  faisant  décrire  à  Tarticula- 
tion  H,  autour  du  centre  G,  une  portion  plus  ou  moins  grande 
de  Tare  de  cercle  HH'.  La  tringle  UK  transmet  ce  déplacement 
au  levier  coudé  KIL,  mobile  autour  de  V arbre  de  relevage  I. 
Une  double  bielle  de  relevage^  LB',  rattache  l'extrémité  L  de  ce 
levier  à  Tarliculation  B'  delà  coulisse.  Le  contre-poids  M,  qui 
équilibre  les  pièces  mobiles  dans  toules  leurs  positions,  est 
destiné  à  faciliter  ces  manœuvres. 

La  théorie  de  la  coulisse  de  Stephenson  a  été  faite  par 
M.  Phillips*. 

Réduisons  les  excentriques  aux  manivelles  équivalentes 
OA,OA';  soient  (Bg. 314)  AB, 

A'B',  les  bielles    qui   corn-  '* 

mandent  la  coulisse  BB';  soit 
P  un  point  de  la  coulisse  atla-  .  -__   y^^ 

ché  à  dislance  invariable  du     ^  ~'*'  V^ 

An 

point  L,  lequel  reste  fixe  tant  "^ 

qu'on  n'altère  pas  la  position 

du  levier  de  changement  de 

marche.  Cherchons  le  centre  ^*^'  "***• 

iiislantané  de  rotation  du  système  solide  BB\ 

Soit  H  le  centre  cherché. 

Le  point  P,  dans  le  mouvement  instantané  de  lu  coulisse, 
est  assujetti  à  rester  à  une  dislance  invariable  du  point  L. 
Donc  la  droite  LP  est  normale  au  déplacement  du  point  P,  et 
par  suite  le  point  H  se  trouve  sur  la  droite  LP  prolongée.  Joi- 
gnons HB,  HB'.  La  coulisse  tournant  autour  du  point  H,  par 
hypothèse,  on  peut  regarder  la  transmission  comme  s'opérant 
du  centre  0  au  centre  H  par  une  bielle  AB,  et  par  deux  mani- 
velles inégales  OA,  BlI,  ou  bien  par  le  bielle  A'B'  et  par  deux 
manivelles  inégales  OA',  HB'. 

Le  point  D,  point  de  concours  des-droites  OA,  HB,  est  le  cen* 

'  Annaltt  dei  mines,  1854. 


^^ 


ïb'i  COULISSE 

Irc  instantané  de  la  bielle  AB,  et  le  point  D",  point  de  ci>r.- 
cours  des  droites  0A\  HB',  est  le  centre  instantané  de  L 
bielle  A'B'. 

Joignons  HO,  et  prolongeons  les  droites  BA,  HO  jusqu'à  leu: 
i*encontre  en  C.  Le  rapport  des  vitesses  angulaires  simulta- 
nées autour  des  centres  H  et  0,  résultant  de  la  liaison  OAl^lI. 

CO 
sera  égal  au  rapport  des  segments,  ™'  De  même  si  Ton  pro- 
longe B'A'  jusqu'à  la  rencontre  de  HO  en  un  point  C\  le  rà:- 
port  des  vitesses  angulaires  autour  des  mêmes  centres,  ré^u'.- 

C'O 
tant  de  la  liaison  OA'B'H,  sera  égal  à  .-^t». 

L  a. 

Ces  deux  rapports  devant  être  égaux,  le  point  C  et  le  puiiil 
C  coïncident.  Donc  le  point  H  est  situé  à  l'intersection  de  la 
droite  LP  avec  la  droite  CO,  qui  joint  le  point  0  au  point  en 
concours  C  des  directions  BA,  B'A'  des  bielles. 

285.  Pendant  le  relevagc  de  la  coulisse,  larbre  tournaiil  «^ 
restant  immobile,  le  point B  tourne  autour  de  Tarticulation  A; 
la  droite  BA  est  donc  normale  à  la  trajectoire  du  point  B, 
de  même  la  droite  B'A'  est  normale  à  la  trajectoire  décrilt 
par  le  point  B';  donc  enfin  l'intersection  C  de  ces  deux  droite^ 
est  le  centre  instantané  de  rotation  de  la  coulisse  penilai:t 
l'opération  du  relevage. 

286.  Lorsque  le  coulisseau  est  très-près  du  point  B,  l'exccii- 
trique  A  commande  seul  la  marche  du  tiroir.  Si  on  le  fait  pasNi 
au  point  B',  en  relevant  la  coulisse,  c'est  l'excentrique  A'  qui 
commande  la  marche,  et  la  distribution  est  renversée  ;  la  ma- 
chine prend  alors  la  marche  rétrograde.  Si  enfin  le  coulisseau 
est  amené  au  milieu  I  de  la  coulisse,  on  dit  que  la  coulisse  e^t 
au  point  mort;  le  tiroir  conserve  un  petit  mouvement  oscilla- 
toire, généralement  insuffisant  pour  démasquer  les  lumîorts 
d^admission,  et  la  distribution  de  la  vapeur  est  interrompue. 
La  course  du  tiroir  varie  quand  on  change  la  position  du  cou- 
lisseau» soit  entre  les  points  I  et  B,  soit  entre  les  points  I  et  !>  : 
en  même  temps  la  longueur  de  la  détente  de  la  vapeur  d:\u< 
le  cylindre  est  modifiée. 
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Le  mouvement  du  tiroir  est  encore  défini  approximative- 
lient  par  une  équation  de  la  forme 

ç  =  A  cos  a»  -h  B  sin  w  -|-  F. 

*  étant  un  terme  de  correction  qui  reste  très-petit  lorsque 
e  rayon  d'excentricité  est  suffisamment  petit  par  rapport  à  la 
ongueur  des  bielles.  Mais  cette  équation  suppose  que  la  cou- 
issc  hh'  est  un  arc  de  cercle  de  rayon  égal  à  la  longueur  AB 
les  bielles.  Quand  il  en  est  autrement,  le  centre  d'oscillation 
lu  tiroir  n'est  pas  immobile  et  se  déplace  suivant  les  posi- 
ions  du  coulisseau  sur  la  coulisse. 


JOINT  UNIVERSEL. 


287.  La  transmission  connue  sous  le  nom  de  joint  univer- 
el  ou  Ae  joint  hollandais,  a  pour  objet  de  transformer  un  mou- 
ement  de  rotation  autour  d  un  axe  en  un  mouvement  de  rota- 
ion  autour  d'un  autre  axe  rencontrant  le  premier,  de  telle 
ortc  que,  lorsque  le  premier  arbre  fait  un  tour  entier,  le  se- 
ond  fasse  aussi  un  tour  entier. 

Soit  AB  le  premier  axe,  et  EF  le  second;  les  deux  di- 
ections  de  ces  axes  se  coupent  en  un  point  0. 

La  transmission  s'établit  en  ajoutant  aux  deux  arbres  des 
burchettes  demi-circulaires  CBD,  GFII  ;  la  figure  suppose  que 
'une,  CBD,  est  tracée  dans  le  plan  du  papier,  tandis  que  Tau- 
re, GFH,  est  tracée 

lans  un  plan  perpen-  ^ 

liculaire  au  plan  de  / 

a    première  ;    elles ^ — - 

mt  chacune  la  forme  V" ^ 

l'une  demi-circonfé-  ^- 

ence  décrite  du  point  fî}?.  315. 

)  comme  centre.  Aux 

loints  C,  D,  G,  H,  les  fourchettes  sont  percées  pour  rerevoir  les 

xtrémités  des  branches  d'un  croisillon  solide  CGDH,  dont  les 
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deux  branches  CD,  H6  se  coupent  au  point  0  ft  angle  droit  et 
en  parties  égales. 

Si  Ton  fait  tourner  la  fourchette  CBD  autour  de  l'axe  AF>.  1: 
branche  CD  du  croisillon  est  entraînée  dans  ce  mourement 
les  points  C  et  D  décrivent  une  circonférence  dans  un  plr 
perpendiculaire  à  Taxe  OA.  L'angle  COH  reste  toujours  droit. 
et  les  points  H  et  G  de  Tautrc  branche  restent  h  des  distan  i> 
constantes  des  points  C  et  D,  tout  en  parcourant  une  circorr - 
*  rence  dont  le  plan  est  normal  à  Taxe  OE. 

Lorsque  Textrémité  C  revient  k  son  point  de  départ,  lepr<^ 
mier  arbre  a  fait  un  tour  entier,  mais  l'extrémité  H  est  rêve- 
nue  à  son  point  de  départ,  et  l'arbre  EF  a  aussi  fait  un  t:a: 
entier. 

288.  Proposons-nous  d'étudier  le  mouvement  du  croisil!'!! 
pendant  la  durée  d  une  révolution  entière  accomplie  à  la  !<>i> 
par  les  deux  arbres. 


Considérons  (fig.  316)  la  sphère  qui  a  le  point  0  pour  cen- 
tre et  la  distance  OC  pour  rayon.  L'extrémité  C  de  la  fourch  1'^ 
CBD  décrit  sur  cette  sphère  le  grand  cercle  CMD,  dont  le  plan 
est  normal  à  Taxe  AO  ;  l'extrémité  H  de  l'autre  fourcht  Ile, 
que  nous  pouvons  concevoir  comme  située  sur  la  même  sur- 
face sphérique,  décrit  sur  cette  surface  une  circonférence  de 
grand  cercle  PNR,  dont  le  plan  est  normal  i  Taxe  OE.  Par  lir- 
pothèse,  la  distance  sphérique  des  deux  points  mobiles  est 
constante  et  égale  i\  un  quadrant.  Si  donc  le  premier  point 
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s'avance  en  M  sur  la  première  circonférence,  on  trouvera  la 
position  correspondante  du  second  en  décrivant  du  point 
M  comme  centre,  avec  un  rayon  sphèrique  MN  égal  à  un  qua- 
drant ,  un  arc  qui  coupera  le  cercle  PR  au  point  N  cher- 
ché. 

Soit  a  Tangle  fi'OE  que  fait  le  prolongement  de  Taxe  AR 
avec  l'autre  axe  FE.  Appelons  x  l'arc  CM  qui  définit  la  posi- 
tion du  point  M,  et  y  Tare  HN  qui  définit  la  position  correspon- 
dante du  point  N.  Le  triangle  sphèrique  MHN  a  pour  côtés 


m,         HN,  MN 

ir 

mm  m 

2 


les  arcs   5— x,       y,     et      5 


L'angle  MHN,  opposé  au  côté  -^,  est  égal  au  supplément  de  l'an- 
gle B'OE,  ouk%—a. 

Le  triangle  polaire  du  triangle  MHN  aura  pour  angles 

7gH-«,         TT— y,     et     j. 

Il  sera  donc  rectangle,  et  l'hypoténuse  sera  égale  à  a.  Or  le 
cosinus  de  l'hypoténuse  est  le  produit  des  cotangentes  des 
angles  contigus:  on  aura  dpnc 


cosa 


=  coi^|-fx  jcot(îT— y)  =  t8ngjrcoty, 

ou  enfin 

tang  X = tang  2^  cos  a, 

relation  à  laquelle  on  serait  parvenu  directement  en  appli- 
quant la  formule  fondamentale  au  triangle  sphèrique  MNH, 
dans  lequel  le  côté  MN  est  égal  à  un  quadrant. 
Différentiant,  il  vient 

dr  du 

— --  = — ^oosa; 
cos*  X       cos'y 


.i5^-.  JOINT 

dx 
\o  rapport  -r-  est  lo  rapport  des  vitesses  angulaires,  (o  el  (./, 

autour  (les  arbres  AO  et  OE,  et  Ton  a 

'ji       dx       co<-  X  cos  a 


ih/  (  O'»-  y 


Or  (le  réquation 


î-ipl:  J'—  tai)!iî/co<  u 


011  lire 


1  -f-  fan^-  f/cos-a 


Donc 

oj  lOv  X  LOS  a  CO?a 


cos  X 
1  — sin-y  siii^v 


Le  miniiDum  du  rapport  —  correspond    au    minimum    de 

(0 

siii-  ?/,  e'esl-à-dire  à  y  =  0  et  {/  ir^  ::  ;  le  point  N  passe  aloi'S  au 
point  H  ou  au  point  G,  et  le  rapport   -,  a  pour  valeur  cos  a. 


r  3:: 

le  maximum  a  lieu  pour  ?/=  ^  ou  -^,  c'est-à-dire  pour  le 

passage  du  point  N  en  P  ou  en  R,  el  du  point  M  en  H  ou  en  (^ 

,        ,            .    .                   (0             cos  a  I 

la  valeur minunum  est  -7=  -: r-r-  = 


[.c  rapport  ->  est    donc  toujours  compris   entre  les  deux 


(.>         I  —  sin'^a        coN  x 
limites  cos  a  cl    -     -.  Sa  valeur  movenue  pour  un  tour  entier 

CnS  7.  " 

est  l'unité;  lorsque;/  augmente  de  2::,  x  augmente  aussi  de 
2z.  La  pci'iode  la  plus  petite  est  égale  à  un  quart  de  tour. 

La  vahnir  moyenne  du  rapport  est  ainsi  la  moyenne  propor- 
tionnelle entn^  ses  valeurs  extrêmes. 

'iS9.  En  général,  soit  / 1//)  une  fonction  de  la  variable  ii/,  dont 
on  demande  la  valeur  moyenne  dans  l'intervalle  compris  en- 
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•c  les  valeurs  j;  =  m,  1/  =  n.  Celle  valeur  moyenne  esl  don- 
ée  par  l'équation 


/ 


u  = 


f\y)dy 

m 

n  — m 


Cherchons,  d  après  celle  règle,  la  valeur  moyenne  du  rap- 


orl  —pour  un  tour  entier,  c'est-à-dire  entre  les  limites f/=^ 

1 1/  :=  P  -h  2ir,  p  étant  un  arc  quelconque. 
Nous  aurons  pour  la  valeur  cherchée 

r-  > 

M   ZSZ    — 

2tr 


lais  —,dy  =  dxj  et  comme  x  augmente  de  2^  quand  y  aug- 
nonte  lui-même  de  2ic,  nous  trouverons,  en  définitive. 


y=  — -  =  i. 

In 


On  en  déduit  Pidentité 


•^  i  —  $in*asin*y         * 

[uels  que  soient  les  arcs  constants  0  et  a. 


(0 


290.  Reprenons  la  recherche  du  rapport  -,  par  la  géométrie. 

Par  le  point  M  et  l'axe  OA  faisons  passer  un  plan  ;  il  coupera 
a  surface  de  la  sphère  suivant  le  grand  cercle  BMB',  et  l'arc 
IM  de  ce  cercle  sera  la  position  prise  par  la  demi-fourchette 
le  Tarbre  AB  quand  elle  aboutit  au  point  M.  De  même,  faisons 
tasser  un  plan  par  le  point  N  et  l'axe  OE;  il  coupera  la  sphère 
uivant  le  grand  cercle  FNF',  et  Tare  FN  représentera  la  posi- 
ion  correspondante  de  la  demi-fourchette  de  Tarbre  OF.  Le 
)lan  BMB'  est  normal  au  grand  cercle  CM,  trajectoire  de  Textré- 
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mité  M  du  quadrant  MN;  de  même  le  plan  FTvF  est  norrr  1 
en  N  à  la  trajectoire  PNR  de  l'autre  extrémité  du  même  qi:-- 
drant. 

Ces  deux  plans  se  coupent  suivant  une  droite  qui  passe  i  r 
le  centre  0  de  la  sphère  et  par  le  point  S,  inlerseclion  c  - 
deux  grands  cercles  tracés  à  sa  surface.  La  droite  OS  est  d.  !i 
ïaxe  imiafUané  de  rotation  du  quadrant  mobile  MN,  cV-*- - 
dire  du  croisillon.  En  d'autres  termes,  à  chaque  inslan  !' 
croisillon  a  pour  axe  instantané  de  rotation  rinlerseotion  i- 
plans  des  deux  fourchettes. 

Le  point  S,  intersection  des  deux  grands  cercles  détermin:- 
par  ces  plans,  est  mobile  à  la  surface  de  la  sphère  ;  il  coîni  1 
avec  le  point  F'  quand  la  figure  est  dans  la  position  que  n*  :^ 
lui  avons  attribuée  en  premier  lieu;  il  coïncide  avec  le  poi:.' 
B  quand  la  fourchette  CBD  s'est  avancée  d'un  angle  dun\ 
Entin,  le  point  S  décrit  à  la  surface  de  la  sphère  une  count 
lernn'»e  comprise  entre  les  points  F'  et  B;  cette  eour.r 
peut  servir  de  directrice  à  un  cône  dont  le  sommet  est  3 
point  0,  et  qui  contient  la  suite  des  axes  instantanés  du  cr>i- 
sillon. 

Pour  avoir  le  rapport  des  vitesses  angulaires  des  deux  arbiv- 
à  un  mémeinstint,  il  sufQt  d'observer  que  la  vitesse  angubr 
du  premier  arbre  AB  est  égale  à  la  vitesse  linéaire  du  \^xi\ 
M,  divist'e  par  la  distance  MO,  du  point  M  à  cet  arbre,  laquoll^ 
dislance  est  conslante;  que  de  même  la  vitesse  angulaire  -iiî 
second  arbre  est  égale  à  la  vitesse  linéaire  du  point  >*  divisé» 
par  la  dislance  NO,  qui  est  aussi  constante  et  égale  à  MO.  Lr< 
vitesses  angulaires  des  deux  arbres  sont  donc  entre  ell'- 
comme  les  vitesses  linéaires  des  points  M  et  N;  mais  les  poinS 
M  et  N,  considiTôs  comme  appartenant  au  croisillon  ,  ont  à-- 
\ilesses  proporlionnelles  à  leurs  distances  respectives  à  l'ii^" 

instantanées.  Le  rapport  des  vitesses  angulaires  —  varie  dm- 

avec  ces  disiana^s.  Dans  la  première  position  que  nous  avoi:> 
supposée  pour  le  joint,  il  est  égal  au  rapport  des  distances  A^^ 
points  C  et  H  à  Taxe  OF'  (fig.  3i7),  et  si  nous  abaissons  CC 
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perpendiculaire  sur  0F%  il  sera*  exprimé  par  la   fraction 
jl^  =  Cosa,  qui  est  plus  petite  que  Tunitè. 


Pig.  517. 


Pig.  318. 


Dans  la  position  à  90"  en  avant  de  la  première  (flg.  518), 
Taxe  AO  est  devenu  l'axe 
instantané  de  rotation,  et 
par  suite  le  rapport  des 

deux  vitesses  angulaires     i 

est  exprimé  par  la  frac- 
tion ^,  y  rapport  égal  à 

Tinverse  du  précédent. 

Le  rapport  des  vitesses  angulaires,  qui  est  en  moyenne  égal 
à  l'unité,  varie  entre  ces  deux  limites. 

On  voit  que  les  variations  du  rapport  des  vitesses  sont  d'au- 
tant moindres  que  l'angle  AOE  des  deux  arbres  est  plus  voisin 
de  deux  droits.  La  transmission  est  possible  tant  que  cet 
angle  est  supérieur  à  un  droit  :  de  là  le  nom  d'universel  donné 
à  ce  système  de  joint.  Mais  lorsque  l'angle  des  deux  arbres  est 
droit,  la  transmission  cesse  d*ètre  admissible ,  car  alors  les 
distances  CG'  etRR'  sont  nulles;  de  sorte  que,  si  la  vitesse 
angulaire  de  l'un  des  arbres  est  constante,  la  vitesse  angulaire 
de  l'autre  devrait  varier  à  chaque  tour  de  zéro  à  l'iniini,  ce 
qui  dénote  une  impossibilité. 

391.  Le  joint  universel  est  employé  dans  les  ateliers  où  l'on 
doit  installer  un  arbre  tournant  d'une  très-grande  longueur. 


'%  'îT.»>Ç^ 
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.'T- V*  :'  :i  -.  i-r'-r  «î^rrî:  r-^-i  r.orr.bre'Je  paiiers^err 
*: /"nr-r^-ir  :  ":.  >,  c  i-r-J'iersiiunepr^ision  àpeu  rr-^- 
rn  •.-•  .:  •*  a  rt.  --*fr  :.!!*  îi  ;r2t::ue  :  an  lAcer  lass4:'ni-n\ 
1 7K  '•-  -  >-.c  .  c  f.r-*  Il  p^>se,  fa':s5^raer.t  la  direclion  % 
':•:•*  -^  :'«-rT**-'-  !  s.:>-:r. re  à  des  rê>i<!ances  pre^qj" 
.:-.:•:..-••  :    ■*-.    !*:  ri'-f  cet  înzonTênir-nt  en   fractionnrn: 

:-:  •-  -c  r^  .••■ -^_*  zt  *r.  r^urî^-sinl  ces  tronçons  les  un?  ai.\ 
I .  '-•*  M-  i-  --<--•?  d>  f-av-^t  es  et  cn>i$illons.  Les  an:  - 
>  v-i  ^r  --  5.:^:r^*.5s  rîant  Irês-voisins  de  I8Ô*,  1- 
*•  ■:•  --  :•->  t.-  <.w^  i-j-/.3ire<  $#^nt  à  très-peu  près  écauià 
.  •  :    - .  ■!  «n  ~r  >i  î  ir:  re  '-tjit  continu. 

Lr-f  r  JT  i:î-^  v-c:  lor.jten;f«s  senris  du  joint  univer-ri 
p»  «.r  r-  ".h  '«-T  la  r.i  fA-'^'  .••vJ^,  de5(in»>e  aux  épuisements d- 
r-^r*  :•  -'r^,  a  un  arrn?  horizontal  qu'un  moulin  à  vent  mit 
'-  r-:-ji'!r-e-"î.  L?s  ^jri:tions  du  rapport  des  vitesses  anin;. 
Il  *r«  s:  :  SfLs  ir.^'orvrr.i»^nt  pour  ce  genre  de  travail.  EKt^- 
r^z^  '-.i.-r.*,  aj  i  r.trjire,  d  employer  le  joint  uni%eisri 
f»"--r  1^>  trjr.s:-.is^>  ns  à  cr^nde  vile<.5ie,  lorsque  l'angle  dt- 
i:-\  a\'>  n*r-<t  p^s  tn*<-ou^ert. 


IM>CVLE    JOCVT    DE    BOOKE. 


2l'i.  Lorsqu'on  veut  transmettre  un  mouvement  de  rotation 
d'un  arbn?  à  un  autre  arbre  qui  rencontre  le  premier  sous  un 
an^le  droit,  le  jmnt  uni\ersel  ne  s'applique  plus;  maison 
ptfut  couper  les  deux  axt*s  donnés  par  un  axe  auxiliaire  faisaiil 
a\ec  chacun  d'eux  des  angles  plus  ouverts,  et  appliquer  ur. 
joint  univer-^el  du  piemier  axe  à  Taxe  auxiliaire,  et  un  autre 
joint  universel  de  l'axe  auxiliaire  au  second  axe  donné. 

Si  l'angle  des  deux  axes  donnés,  sans  être  rigoureuscniejil 
droit,  était  voisin  de  Tangle  droit,  la  transmission  directe  pir 
joint  universel  serait  défectueuse,  parce  qu'elle  donnerait  iieu 
à  de  trés-forles  variations  du  rapport  des  vitesses.  En  employant 
un  axe  auxiliaire,  on  pourra  ouvrir  les  angles  davantage  e' 


DOUBLE  JOINT  DE  HOOKE. 


461 


réduire  de  beaucoup  ces  inégalités,  et  même,  si  l'on  fait  en 
sorte  que  Taxe  auxiliaire  coupe  les  deux  axes  donnés  sous  des 
angles  égaux ,  les  variations  de  vitesse  produites  par  le  pre- 
mier joint  pourront  élre  exactement  corrigées  par  celles  que 
produit  le  second,  de  telle  manière  que  la  transmission  de- 
vienne rigoureusement  uniforme.  On'  obtient  alors  le  double 
joint  de  Hooke. 


Fit'.  319. 

Soient  (lig.  319)  AB,  PN,  les  deux  axes  donnés,  qui  se  cou- 
pent en  K  sous  un  angle  quelconque  ARP.  Prenons  à  par- 
tir du  point  R  deux  longueurs  égales,  RO=nO';  menons 
la  droite  00',  qui  nous  servira  d'axe  auxiliaire;  elle  coupe  les 
doux  autres  axes  sous  des  angles  AOO',  OO'P  égaux  chacun  à 
la  moitié  de^l'angle  ARP  augmentée  d'un  angle  droit.  Établis- 
sons un  premier  joint  universel  en  0 ,  à  la  rencontre  des 
axes  A0,00';  un  second  joint  en  0'  à  la  rencontre  des 
axes  OO' ,  O'P.  Nous  rendrons  parallèles  les  branches  EF,  Kl 
des  deux  croisillons  qui  sont  liés  à  Tarbre  intermédiaire  00', 
ce  qui  revient  à  placer  dans  un  seul  et  même  plan  les  deux 
fourchettes  de  cet  arbre. 

Par  le  point  R,  conduisons  un  plan  XY  perpendiculaire  à 
Taxe  00'.  Il  est  facile  de  voir  que  dans  toutes  les  positions  du 
système,  les  deux  joints  0  et  0' seront  symétriques  par  rapport 
à  ce  plan;  le  joint  O' peut  être  considéré  comme  Timage  du 
joint  0,  vue  dans  un  miroir  plan  qui  serait  placé  en  XY  pcrpen- 
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di(  ulniiciiieiil  à  la  droilc*  00'.  Lorsque  le  point  C  de  l'arbre  AH 
parcouil  un  certain  arc,  le  point  M  de  l'arbre  PN  parcourt  un 
an:  svnirhique  et  par  suite  é|^al,  de  sorte  qu'en  délinilive  hs 
vitesses  angulaires  autour  des  arbres  AB,P>'  sont  conslaninjeril 
les  mêmes ,  bien  que  la  transmission  sopère  de  Tun  à 
l'autre  au  moven  crun  arbre  00'  dont  la  vitesse  annulaire  est 
variable. 

"1\C).  i.c  résultat  est  indépendant  de  la  lon|:ueurOO',  et  suli- 
sisle  encore  à  la  limite  lorscjue  les  deux  points  0  et  0'  vien- 
nent se  confondre  a\ec  le  point  R.  Pour  rendre  possible  h 

^  liansmission  ainsi  concei;- 

lré(^  sur  un  même  point,  il 
taut  supprimer  les  ])ran- 
cliesdb,  LM  des  croisillon^, 
qui  se  gêneraient  daii^ 
leur  mouvement  com- 
mun, et  les  remplacer  paj 
des  circoiirérences  mas- 
sives décrites  sur  ces  bran- 
\i'  cbes  comme  diamètres.  Ij' 
mou>ement  des  deux  cii- 
eonléienu'^  ne  sera  arrivé  nulle  part  si  leurs  diamètres  sont 
assez  dillérenls  pour  pei  mettre  à  la  plus  petite  de  passer  dan- 
la  plus  i^raiide. 

La  transmission  prend  alors  la  l'oi'me  représentée  par  b» 
IJLinre  ."'Jd  : 

Al),  premier  axe; 
(IDU,  première  rourclielle; 
PX,  s(M'ond  axe  ; 

LXM,  seconde  tonrebette,  de  ra\on  jdus  j)elil; 
0,  intei section  des  deux  axes  : 

(lEDF, circonférence  massive,  réunie  à  la  première  Iburcliclle 
aux  )H)iiits  C  et  \K  mobile  autour  du  diamètre  CD,  et  teniint 
lieu  de  la  brancbe  (-1)  du  croisillon; 

Ll  ME,  circonlérence  massive  de  diamétie  un  peu  plus  petit 
que*  la  précédente;  elle  est  rattacbée  à  la  seconde  iourchcHe 


n 
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lar  les  points  L  et  M,  autour  <les<iuels  elle  peut  touriii'i',  et  à  la 
iiemiére  circonférence  par  les  points  E  et  F,  situés  à  uu  qua- 
liunt  des  points  C  et  M.  Elle  lient  lieu  de  la  brandie  LM  du 
ticoiid  croisillon.  L'axe  Et',  qui  représente  à  la  fois  les  bran- 
lics  EF  et  Kl  des  deui  croisillons  de  l'axe  OCy,  peu  tètre  à  vo- 
oiité  conservé  en  entier,  ou  réduit  à  scsportioris  utiles,  E  et  F. 

La  circonférence  LFME  doit  être  d'un  diamètre  assez  petit  pour 
<asser  dans  le  creux  LNM  de  la  seconde  fourchette  ;  la  seconde 
ourchette  doit  de  nièmc  passer  dans  la  circonférence  CEDF, 
ui  doit  passer  datis  le  creux  CBDde  la  première  fourchette. 

Il  ne  reste  rien  de  l'axe  intermédiaire  (yO*.  Le  mouvement 
es  deux  arbres  est  symétrique  par  rapport  au  plan  XY,  qui  est 
ormal  à  cet  axe  intermédiaire,  et  qui  partage  en  deux  parties 
fialcs  l'angle  des  deux  axes  donnés. 

L'ensemble  des  deux  circontérences  concentriques  massives 
EUF,  LFME,  dont  l'une  est  mobile  autour  d'une  droite,  CD, 
a-.sanl  par  son  cenire,  et  dont  l'autre  est  mobile  autour  d'un 
iiiiiièlre,  E  ',  de  la  piemiére,  à  angle  droit  sur  la  droite  CD, 
[institue  Vassemblaife  à  la  Cardan. 


On  l'emploie  dans  la  marine  pour  la  suspension  de  la  bous- 
)le  (âg.  321),  des  baromètres,  etc.;  l'instrument  ainsi  sus- 


ptrfi*lu  ,   libre   d'iftCiLer  dan<i    tous   i«?s   sens,   peul   lv^t^: 
dan>  li  r«.»Mliun  fertic^ile  sjiis  j^ïrtkif'er  aui  uM:illatioifc  «îa 

bâtiIUcfit. 

•^•i.  Le  joiiit  uïiiverMTi  e>l  employé  dans  les  presses  typ»- 
j;rjphique5  p»jur  transmettre  le  mouvement  des  rouleaux  qui 
(H>r'ent  la  cuni position,  à  la  table  de  marbre  sur  laquelle  e^i 
j.Mcê  le  [Kipier.  Larbre  dê\iê,  auquel  le  joint  communique  le 
mouv<rruent,  porte  un  pignon  qui  engrène  avec  une  crémuil- 
kre  attachée  à  la  table  de  marbre;  Tengrcnage  a  lieu  taniv. 
par-dessous,  tantôt  par-dessus,  de  manière  que  la  table  accom- 
plisse toute  sa  course  alternativement  dans  un  sens  et  d  i:.^ 
l'autre. 

Ce  mt>de  de  transmission  a  rinconvénient  de  rendre  varia- 
ble  le  rapport  des  vitesses  de  la  table  et  des  rouleaux;  il  ti: 
résulte  p<)ur  Timpression  le  défaut  connu  sous  le  nom  & 
paitillotage. 

M.  Normand  a  entièrement  corrigé  ce  défaut  en  substitut!:! 
au  pignon  circulaire  engrenant  avec  une  crémaillère  dul!' 
un  pignon  ovale  engrenant  a\ec  une  crémaillère  ondulée.  L< 
tracé  de  cet  engreriage,  à  >itesse  variable,  est  fait  sous  la  cor.- 
tlition  de  rendre  uniforme  le  mouvement  delà  table;  Tirréuii- 
larité  de  la  transmission  par  le  joint  universel  est  compeiiv' 
dans  chaque  position  des  pièces  par  rîrrëgularité  due  au  pi- 
gnon ovale. 

Depuis,  M.  Heuze  a  imaginé  une  seconde  solution  dérlvir 
des  mêmes  principes,  et  qui,  tout  en  conservant  le  pignon  cir- 
culaire et  la  crémaillère  droite  des  anciennes  machines,  alttre 
au  moyen  d'un  engrenage  à  roues  ovales  la  vitesse  de  rotation 
des  rouleaux.  Dans  cette  solution,  la  table  de  marbre  consent 
son  mouvement  îrrégulier,  mais  les  rouleaux  reçoivent  au^si 
un  mouvement  irrégulier  tel,  que  le  rapport  des  vites^e^ 
reste  constant,  ce  qui  sudit  pour  éviter  le  papillotage. 


CHAPITRE  VI 


TRANSMISSIONS   DIVERSES 


MOUVEMENTS   DIFFÉRENTIELS. 


295.  On  appelle  mouvement  différentiel  un  mouvement  lent 
obtenu  par  la  composition  de  deux  mouvements  en  sens  con- 
traires. 

Les  trains  épicy cl oidaux^  par  exemple,  permellenl  de  réa- 
liser de  véritables  mouvements  dilTérentiels  (§  250).  En  voici 
d'autres  exemples. 
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Kig.  3i«. 

Le  treuil  différentiel^  ou  treuil  chinois  (tig.  522),  consiste  en 
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un  arbre  tournant  horizontal,  AB,  sur  lequel  sont  montés  bout 

à  bout  deux  cylindres,  C  et  D,  de  rayons  diftérents.  La  corde  E. 

attachée  par  ses  deux  extrémités  i  la  surface  de  ces  cylindrts. 

s^enroule  sur  le  cylindre  D,  et  se  déroule  du  cylindre  C,  à  mesur 

qu'on  tourne  la  manivelle  M.  Elle  soutient  un  poids  P  par  liît- 

termédiaire  d'une  poulie.  Soit  r  le  rayon  du  cylindre  C,  el  r« 

le  rayon  du  cylindre  D  ;  pour  un  tour  de  manivelle  opéré  dans 

le  sens  convenable,  le  cylindre  D  enroulera  une  longueur  d*' 

corde  sensiblement  égale  à  2zR  ;  en  même  temps,  le  cylindre 

C  déroulera  une  longueur  de  corde  égale  à  2^:»'  ;  le  poids  P  ra«  -n- 

tera  de  la  demi-diffiTence  de  ces  deux  longueurs,  ou  de7:(R— r<; 

le  mouvement  du  poids  P  sera  donc  identique  à  celui  qu  il 

R  — r 
prendrait  si  Ton  employait  un  treuil  de  rayon  — ^ .  On  verra 

plus  tard  Tutililé  de  cette  disposition. 

296.  La  vis  dilférmtieUe  de  Prony  (fig.  323)  repose  sur  un 
principe  analogue. 


11 
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Fig.  343. 


La  vis  V  traverse  dcuxécrous,  E,  F;  l'écrou  E  est  fixe  ;  réciin 
F  est  mobile  le  long  d'une  rainure,  I. 

La  surface  de  la  vis  est  garnie  en  AB  d'un  filet  dont  n.  h- 
désignerons  le  pas  par  h,  de  telle  sorte  que,  quand  on  fait  fair. 
un  tour  entier  à  la  vis  dans  le  sens  convenable,  la  vis  avon  o 
dans  son  écrou,  vers  la  gauche,  d'une  quantité  égale  à  A. 

La  région  CD  de  la  vis  est  garnie  d'un  filet  dont  le  pas,  h\  e<l 
moindre  que  h  ;  l'écrou  F  est  creusé  suivant  le  tracé  de  ce  lîl.  t. 
Si  donc  la  vis  n'avait  aucun  mouvement  longitudinal,  un  tour 
entier  de  la  vis  ferait  reculer  vers  la  droite  Técrou  mobile  F  dt 
la  quantité  h'.  Mais  la  vis  $*avançant  vers  la  gauche  do  la 
quantité  h,  et  entraînant  Técroudans  ce  mouvement,  l'écrou 
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n'avance  en  définitive  vers  la  gauche  que  de  la  dilTérence  h — h\ 
c'est-à-dire  qu'il  se  déplace  comme  l'écrou  mobile  d'une  vis 
fixe  qui  aurait  un  pas  égal  à  cetle  différence. 

297.  Le  mouvement  est  donné  à  la  macfdneà  alé8fr{Ûg.  324) 
par  la  roue  G,  montée  sur  l'arbre  creux  eece.  L'outil  B  est 
.monté  sur  cet  arbre ,  à  l'intérieur  duquel  passe  une  vis  HH, 
prise  à  ses  extrémités dansdescolletsQxésàl'arbreet  entraî- 
nés dans  son  mouvement  de  rotation. 


rig.  3«. 

Le  cylindre  creux  porte  une  roue  d'engrenuj;c  L,  qui  engrène 
avec  la  roue  R  ;  celle-ci  fait  corps  par  l'intermédiaire  de  l'axe 
i ,  avec  une  roue  R'  qui  engrène  avec  la  roue  K,  donnant  le 
mouvement  h  la  vis.  11  résulte  <ie  ces  dispositions  que,  quand 
on  tail  tourner  la  roue  G,  l'outil  B  tourne  au  dedans  du 
cylindre,  et  avance  en  môme  temps  d'une  certaine  quantité. 

Soit  k  le  pas  de  la  vis,  n  le  nombre  des  dents  de  la  roue  K, 
n'  et  n'  les  nombres  des  dents  des  roues  R  et  It',  enfin  m  le 
nombre  des  dénis  de  la  roue  L. 

Pour  un  (our  de  la  roue  G,  la  roue  L  fait  aussi  un  tour  ;  la 

roue  Relia  roue  R' font  donc  une  fraction  de  lonrésaleii  — ,>  et 

^         m' 

laroueKunefracliondelourégaleù  ,X  — ;  c'est  aussi  le  dé- 
placement angulaire  absolu  de  la  vis  Hll.  Le  déplacement  an- 
gulaire de  la  vis  par  rapport  h  la  roue  L  est  donc  égal  à  la 
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l.'oiilii  K,  |K'rKlant  qu'il  fuit  iiii  tour  ciilier  avec  Tailnv, 
s'ii\;mcc  le  Ion-;  (le  ici  arljie,  on  vltIii  dn  iHoiivenieiil  ivl.iiil 

iiij|)i'iiiu'!  à  la  vi^ ,  d'une  (]iiaiUi(é  v'^:\\v  a  h[i ^.x  — )■ 

Kn  j;i!néral,  n'^n"  ul  m:^.it—  I,  t;l  le  (li'']ilacemL'iit  loii^î- 

ludiiuildc  Toulil  eslé;;alà  h  A  -"-T.'^  =  J-|- 

Oti  oblieii!  ainsi  un  inoiiveineiil  Itù^-iL-iil  de  l'oulil,  re  i|ui 
esl  cssenlicl  pour   le  suci'iH  do  rii[K'iatiuii  (jii'oii   veut   l'm- 


■J'.IN.  Un  a|ipellr  haiir  à  livrlirs  l'appairil  eiiip1n\L'  liaii-  \i- 

tilaliii'.sdi'ailon  pour  l'ai iv  suliir  au  lil  iuil- prerni/ir  loi-iou. 

el  le  ieii\idi'i'  l'u  ini''irie  temps  f'iir  une  luiluin'. 

que  l"(ni  plai:ria  euïuile  sur  la  miill-J<nitii.  >à\ 

s\K]iè.volelilaj;e. 

l.e  lil  [imvciiaut  des  e\liiidr(b  élireiirs  l'iilio 

daii^  la   liruelie,  où  .es'lihres,  dalioid  par.d- 

Irlfs,  ren,i\cia  nue  tei'-i<.u  liélieoidale.  I.a  hn>- 

H„-s,.  rnm|.,i-,e  de  de[i\  ni/.'m-.s  é<i»ilil.riTS  «''. 

■    a-h',  duul  Kiiue  M-uIoineul  e;,l  ereuso.  I.eliïlia- 

ver>e  la  i)ailiu  ^upéiieuie  de  la  broelio,  eiilir 

au  |ioiril  u  tlaiis  i'ailelle,  el  eu  sort  au  point/'. 

pour  s'iMirmder  snr  une  lioliîne  It,  moulée  mu- 

I  a\.-  .\A  de  la  Inuelio.  On  donne  à  I'ailelle,  ^ai- 

loni'  do  l'axe  AA,  nn  UKuneineul  de  ruialion  i)iu 

produit  à  la  luis  la  loision  des  libres  él.'meii- 

lairrs  du  m,  o|  reuroulerueut  du  lit  autour  i\r  b 

bobine.  Si  i.idie-ei  reliait   iiuuioliilc,  l'enroule- 

UM'iil  du  lil  corail  Irès-rapido.  el  i!  on  risullerait  deslen^iou> 

ijui  ne. lardoraiont   pas  à  luuipi'o  îles  (iluvs  eneoie  trop  peu 

n''si>l,inlos.  Tour  enipôelier  ees  ru[)liues,  loul  en  donnant  ii 

railelle  une  jurande  vilosse  anj^Ldaire,  ou  communique  à  ia 
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bobine  une  \itesse  angulaire  un  peu  moindre  et  dans  le  môme 
sons,  de  sorte  que  renroulemcnt  du  fil  autour  de  la  bobine 
s*opère  comme  si,  la  bobine  étant  fixe,  Tailette  tournait  aulour 
d'elle  avec  la  différence  des  deux  vitesses  angulaires  absolues. 
299.  Outre  ce  mouvement  de  rotation  autour  de  son  axe,  la 
bobine  doit  recevoir  un  mouvement  de  translation  le  long  du 
môme  axe,  de  manière  que  les  spires  successives  du  fil  enroulé 


Fig.  oiJî. 


se  placent  jointivcment  les  unes  à  côté  des  autres;  la  bobine 
doit  donc  alternativement  monter  et  descendre,  de  manière  à 
présenter  successivement  toutes  ses  sections  droites  en  regard 
du  point  b  qui  fournit  le  fil.  Ce  mouvement  rectiligne  alter- 
natif est  obtenu  (fig.  326)  au  moyen  d'une  roue  dentée,  engre- 
nant alternativement  avec  deux  crémaillères,  crf,  &d\  solidaires 
Tune  de  l'autre,  et  commandant  une  même  tige  AD.  Le  chan- 
«cément  de  sens  entraine  le  déplacement  de  Taxe  de  rotation  de 
la  roue  autour  de  l'arête  ab,  à  chaque  fois  que  la  crémaillère 
atteint  la  fin  de  sa  course. 

L'engrenage  se  transportant  de  l'une  des  crémaillères  à  la 
crémaillère  opposée,  le  mouvement  de  translation  se  renverse. 
Ce  mouvement  est  communiqué  à  un  cbaiiot,  qui  porte  une 
série  de  broches  semblables  a  celle  que  nous  venons  de 
décrire. 

300.  Mais  a  chaque  fois  que  le  mouvement  rectilignede  la  bo- 
bine vient  à  changer  de  sens,  le  rayon  de  la  surface  convexe  sur 
laquelle  l'enroulement  doit  se  faire  a  augmenté  de  l'épaisseur 
du  fil.  La  quantité  de  fil  fournie  dans  l'unité  de  temps  par  les 
cylindres  étireurs  restant  la  même,  il  faut,  pour  que  les  con- 
ditions de  l'enroulement  soient  conservées,  que  la  vitesse 


r.j. 


U' 
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angulaire  de  la  bobine  se  modifie.  Elle  doit  tourner  p^. 
lentement  à  mesure  que  son  rayon  eflectif  augmente.  En  m 
temps  sa  vitesse  de  translation  doit  yarier  en  raison  inversa  c 
ce  même  rayon,  car  chaque  spire  du  fil  enroulé  repré^e:  1 
une  longueur  de  fil  proportionnelle  &  ce  rayon,  sans  occuirr 
sur  la  bobine  un  plus  grand  espace  en  hauteur. 

Soit  r  le  rayon  de  la  bobine  quand  elle  est  vide,  i  1'  • 
paisseur  du  iil,  |x  le  nombre  de  courses  simples  de  la  Loi  ir.o 
depuis  le  commencement  du  renvidement;  appelons  n  le 
nombre  constant  de  tours  que  fait  Tailette  en  une  mimile. 
et  n'  le  nombre  de  tours  que  doit  faire  la  bobine  pendant  le 
même  temps,  pour  toute  la  durée  de  la  (pL-t-l)"*  course;  î^:: 
enfin  L  la  longueur  constante  de  fil  à  renvider  par  unitt  de 
temps,  et  H  la  hauteur  de  la  bobine  i  garnir,  hauteur  q>jr?. 
pour  plus  de  simplicité,  nous  regarderons  comme  constante. 

Au  bout  de  pi  courses  simples,  le  rayon  du  renvidement  serj 
égal  à  r +|xe.  En  une  minute,  Tailetle  fait  n  tours,  et  la  bobiner*'; 
la  vitesse  relative  de  l'ailette  par  rapport  à  la  bbbine  est d'iK 
de  n — n'  tours  par  minute,  et  comme  chaque  tour  correspond 
h  une  longueur  sensiblement  égale  à  2i:  (r +(i£),  on  a  la  pr^ 
mièrc  équation 

La  longueur  de  fil  renvidée  sur  la  bobine  pendant  la  (^l-^I  * 

H  H 

course  est  égale  à  2T:(r4-ix£)  x  -  ;  car  -  représente  le  nom- 

bre  des  spires  jointives  qui  garnissent  la  surface  extérieuiedo 
la  bobine.  Si  donc  on  divise  celte  quantité  par  L,  on  aura  ta 
durée,  I,  delà  (ia -+-<)"*  course.  Par  conséquent 

2s(r-|-A*«)X- 
L ='• 

On  en  déduit 


H 
ce  qui  montre  que  la  vitesse,  j,  delà  translation  de  la  bobine. 
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varie  en  raison  inverse  du  rayon  effectif  de  l'enroulement. 
On  peut  aussi  diviser  membre  à  membre  les  deux  équations, 
ce  qui  donne 


H 
c 


L  [n  —  II') 


t 
L 


=  ;      et 


H 


-r=,.(ii— wT, 


équation  évidente,  puisqu'elle  exprime  que  la  hauteur  totale 
à  rcnvider,  H,  est  le  produit  delà  durée  du  renvidement  par  la 
hauteur,  e  (n  — n'),  enroulée  dans  chaque  unité  de  temps. 

On  voit  ainsi  que  le  mouvement  de  la  bobine  comprend  une 
rotation  et  une  translation,  et  que  les  vitesses  de  ces  deux 
mouvements  simples  varient  pour  chaque  course  longitu- 
dinale du  chariot. 

301.  Le  mouvement  est  transmis  u  la  bobine  au  moyen  d'un 
train  épicycloîdal  imaginé  par  Houldsworth,  et  qu*il  est  bon 
d'étudier  à  part  (fig.  327). 

L'arbre  D,  animé  d'un  mouvement  uniforme,  fait  tourner 
la  roue  d'angle  Q  ;  une  seconde  roue  N,  à  engrenage  cylindri- 
que, est  montée  sur  un  axe  géométrique  en 
prolongement  de  celui  de  la  roue  Q  ;  elle  re- 
çoit son  mouvement  d'un  pignon  M,  qui 
lui-même  emprunte  son  mouvement  à  l'ar- 
bre D,  mais  par  l'intermédiaire  d'une  cour- 
roie et  d'un  côoe  :  transmission  qui  permet 
de  faire  varier  entre  certaines  limites  le  rap- 
port des  vitesses  angulaires.  Un  rayon  de  la 
roue  N  porte  une  roue  d'angle  P,  qui  en- 
grène, d'une  pari  avec  la  roue  Q,  de  l'autre 
avec  une  roue  égale  R ,  montée  aussi  sur  le 
prolongement  du  même  axe  géométrique.  C'est  cette  dernière 
roue  R  qui  transmet  la  rotation  à  la  bobine,  par  un  dispositif 
que  nous  décrirons  tout  à  l'heure. 

Si  on  appelle  Q  la  vitesse  de  rotation  de  la  roue  N  autour 
de  son  axe,  et  o)  la  vitesse  de  rotation  de  la  roue  Q,  la  vi- 
tesse relative  de  Q  par  rapport  à  N  sera  (i>  —  Q  ;  soit  n  le 
nombre  de  dents  des  roues  égales  Q  et  R ,  et  n'  le  nombre 


K 


N 


^rit^" 


^ 


i  Ml 


P 
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de  ileit  >  de  h  roue  P;  b  vitesse  angulaire  de  P,  autour  de  son 
aie  sUj'P'Jsé  fixe,  sera 

■' 

t  la  vil  ^>e  aii.uljire  de  R,  dans  son  mouYcment  relatif  pii: 
par  rapport  à  la  roue  N,  sera 

—  <w— O'  X  -;X-  =—   1*— 0'=Q  — ». 

Par  suite,    la  vitesse  absolue  de  la  roue  R   sera  ê^rsle  h 

La  viU'Sse  h)  esl  constante;  mais  la  vilesseQ  varie  au  momnii 
of>(>ortun  par  le  déplacement  de  la  courroie  à  la  surface  à. 
c  *nie  ;  et  par  suite  la  vitesse  !2û  —  li»  varie,  et  communique  à  k 
l>4>bino  le  mouvement  variable  demandé. 

r»02.  Yefion<i  enfin  à  la  description  sommaire  d^ua  banc  à  hn^ 
ches^  repiésonlê  dans  ses  traits  principaux  par  la  figure  52^. 

AAA,  chariot  portant  les  broches,  mobile  dans  un  sens  il 
dans  Tautre  suivant  la  verticale. 

BB,  arbre  qui  donne  aux  bobines  le  mouvement  de  rota- 
tion, au  moyen  d'engrenages  liyperboloîdes.  Cet  arbre  est  en- 
traîné dans  le  mouvement  de  translation  du  chariot. 

ce,  arbre  fixe,  qui  donne  le  mouvement  de  rotation  con- 
stant aux  ailettes,  par  des  engrenages  analogues,  repr^enfe< 
sur  la  figure  en  a^Oj  a  (une  seule  broche  est  figurée  en  enlien. 

DDD,  arbres  fixes  en  prolongement  les  uns  des  autres  ;  Tun 
d'eux  fait  tourner  la  roue  Q  et  lui  communique  la  vitesse  u»; 
il  commande,  par  Tintermédiaire  des  roues  E,F,G,  Tarbri^  Il 
sur  lequel  passe  la  courroie. 

Il,  cône  ou  fuséCy  qui  reçoit  son  mouvement  de  la  courroie. 
et  le  transmet  par  l'engrenage  (K,  L)  au  pignon  H;  ce  der- 
nier pignon  engrène  avec  la  roue  N,  et  lui  communique  In 
vitesse  angulaire  Q. 

Q,P,R,N,  train  épicycloïdal  de  Houldsworth,  communiquant 
à  la  roue  R  une  vitesse  angulaire  égale  à  2Q  —  (i>. 

(S,T),  engrenage  conique  qui  transmet  le  mouvement  au  long 
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pignon  VU.  Le  long  |iignoti  engrène  avec  un  train  de  roues 
dnniécs  V,\,Y,Z,W,  mobile  avec  le  chariot  AA,  et  fait  tour- 
ner l'axe  BB,  dans  tou'es  les  positions  qu'il  occupe,  succes- 
sivement. 


Le  mouvement  de  translation  aUcrnalif  est  donné  au  chariot 
par  une  roue  à  double  crémaillère  (g  298} ,  non  représenlér 
sur  la  figure. 
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A  mesure  quela  courroie  se  déplace  vers  la  gaucherie  pignon 
M  tourne  plus  lentement,  et  la  vitesse  û  diminue.  La  vitesse  u 
restant  constante,  la  roue  R  éprouve  une  diminution  de  vi- 
tesse, qui  se  transmet  à  la  bobine  b.  La  variation  de  vitesse  est 
réglée  par  le  tracé  de  la  fusée  II. 

Pour  (aire  appuyer  la  courroie  vers  la  gauche  à  chaque  foif 
que  le  chariot  a  accompli  une  course  entière,  soit  ascendante. 
soit  descendanlc,on  se  sert  d'un  poids  j>,  qui  tire  vers  la  gauche, 
par  rinteimëdiairc  d'un  fil  passant  sur  une  poulie,  une  tourchi 
embrassant  le  lambuur  H.  La  tige  ddd,  terminée  par  un  double 
rocliet,  relient  le  poids  pendant  la  durée  d'une  course  du  cha- 
riot; c*est  à  quoi  servent  les  cl iquets  f  et  f .  Ce  dernier  est  muni 
d'un  contre-poids,  qui  (end  à  le  maintenir  fermé  ;  l'autre  leno 
a  se  fermer  de  lui-même.  Une  lige  A/iii,  traversant  des  anneaui 
fixes  Çj  9,  porte  deux  taquels  n,  n'y  entre  lesquels  se  meutTan- 
ncau  m,  qui  fait  corps  avec  le  chariot.  Quand  celui-ci  atteint 
Texlrémité  de  sa  course,  l'anneau  m  presse  sur  le  taquet  n  ou 
sur  le  taquet  n',ét  déplace  la  tige  hh  soit  vers  le  haut,  soit  vers 
le  bas.  Dans  le  premier  cas,  elle  soulève  le  cliquet  e;  dans  le 
second,  elle  abaisse  le  cliquet  /*.  La  tige  dd  glisse  alors  de  Li 
longueur  d'une  demi-dent  du  rochet,  et  s'arrête  sur  celui  des 
deux  cliquets  qui  reste  en  prise.  La  courroie  subit  un  déplace- 
ment vers  la  gauche,  et  la  vitesse  Q  diminue  en  conséquence. 
Un  contre-poids  q  sert  à  équilibrer  la  tige  hh. 

Cette  description  sommaire  suffit  pour  faire  comprendre  lâ 
marche  de  l'appareil.  Il  y  aurait  encore  à  décrire  la  transmis- 
sion qui  rend  variable  la  vitesse  de  translation  du  charioL  et 
les  mécanismes  accessoires  au  moyen  desquels  on  peut  alté- 
rer légèrement  à  chaque  course  la  longueur  à  renvider  sur  la 
bobine,  pour  suivre  la  conicité  de  ses  rebords.  Nous  renverron> 
pour  cet  objet  aux  traités  spéciaux  des  machines  employées 
dans  la  filature. 
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303.  La  transmission  imaginée  parTastronomeROmerestun 
engrenage  cylindrique  dans  lequel  on  fait  varier,  suivant  une 
loi  donnée,  le  rapport  des  vitesses  angulaires. 

Soient  ST  et  ST  les  deux  axes  parallèles  ;  joignons  deux 
points  S  et  S'  pris  sur  ces  axes,  et  décrivons  deux  surfaces 
coniques  de  révolution,  en  faisant 
tourner  successivement  la  droite  SS' 
autour  de  ST,  puis  autour  de  ST. 
Ces  deux  surraces  se  toucheront  sui- 
vant l'arête  SS'. 

Sur  la  surface  du  cône  ST,  pla- 
çons des  dents  coniques  équidis- 
tantes,  représentées  sur  la  figure 
par  les  droites  a6,  afr',...  conver- 
gentes vers  le  sommet  S\ 

Les  dents  conjuguées  du  cAne  S 
présenteront  au  contraire  de  sim- 
ples saillies,  occupant  peu  de  lon- 
gueur sur  les  génératives  de  ce  cône; 
elles  sont  figurées  par  les  points  A,  A^  A",...  répartis  suivant 
une  certaine  ligne  AB,  qu'il  s'agit  de  déterminer.  Pour  y  par- 
venir plus  facilement ,  nous  les  supposerons  infiniment  rap- 
prochées de  manière  à  dessiner  une  ligne  continue. 

Quand  le  contact  des  deux  systèmes  tournants  a  lieu  sur 
une  dent  A,  la  transmission  s'opère  comme  si  Tengrenagc 
était  réduit  aux  deux  circonférences  primitives  que  Ton  ob- 
tient en  coupant  les  cônes  par  un  plan  00',  conduit  par  le 
point  A  normalement  aux  deux  axes. 


Fig.  329. 
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Le  rapport  des  vitesses  angulaires,  — ,  est  donc  égal  au  rap- 

OA 
port  inverse,  rr^r ,  des  rayons  de  ces  deux  circonférences. 

Soit  9  l'angle  total,  mesuré  à  partir  d'un  plan  méridien  arbi- 
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li;iir(\  (|ni  drliiiil  la  génératrice  SA  à  la  surfnccMlii  proin'u'i 
roue.  Ce  mùinc  aii*:l('osl  la  (luanlilé  dont  Um'omc  Sanra  loin  né 
aulonr  de  son  axe  pendant  nn  eerlain  temps  /.   Nous  siippo- 


(0 


<•) 


serons  la  loi  de  variation  du  rapport       donnée  par  une  équa- 
lion  de  la  lurnir 

-'=1. .-. 


'•) 


l/é(|nallon      *=l  (.)  est  donc,  dans  nn  système  partit  n- 

ij.M'  d(^s  coordonnées,  Tétpialion  de  la  (N)ni'])e  eluM'eliée,  AI». 

haiis  nn  lenips  indiiimenl  p(Mit,  le  cône  S  tonine  anlnnrde 
son  axe  de  r;ini:le  (/s;  en  nnMinj  tenips,  le  conlaet  des  den\ 
côiM^s  so  lian'-poile  de  la  dent  A  à  la  dent  A';  soi!  r/0  Tan^Ie 
A'SA.  Appelons  r  le  rayon  vectenr,  SA,  d'un  des  points  de  la 
eoniho  Al»,  l/ani^le  0  sera  Tanaie  des  «génératrices  du  cône  S 
dévelop|ié  snr  nn  jdan,  et  la  conrhe  AU  sera  délinie  en  eoor- 
(lonné(*s  pnhiirc^  |);ir  mie  r(dalion  enlre  les  (jnanlités  r  el  0. 

Oi",  |)onr  nn  dépliiccnnMil  angulaire  inliniment  petit  (Z^,  le 
pomi  A  décrit,  noi  nialcnient  au  plan  des  deux  axes,  un  clic- 
niin  éu;d  à  f/.,>r()A;  ce  chemin,  considéré  comme  décrit  piu^ 
rexirémiléde  lu  généiatrice  SA,  a  aussi  pour  mesure  n/0. 

Donc 


cl  |>ar  snito 


'/•^    ■    0A-.  ;v/V. 

ni. 
OA 


Le  rapport    --  est  le  sinus  de  Tangle  eonstani,  ASO,  des  ^'é- 

nér.dric(V>  du  cône  avec  Taxe.  rieprés(Mitanl  cet  angl(»  par  2,  il 
\irnl  la  relation  hès-simple 

/         '''' 

'  S41I  y. 

d'où  Ton  déduit  en  iidét^rant 
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La  constante  9^  peut  être  réduite  à  0,  en  comptant  l'angle 
0  sur  la  surface  du  c6ne  à  partir  de  la  génératrice  pour 
laquelle  9  =  0. 

On  a  d'ailleurs 

OA  =  r  sUi  a  , 
CA  =a  —  r  siii  a, 

a  désignant  la  distance  des  deux  axes  ;  donc 

ft/  _     r  sin  g      _  _,  /    Q     \ 
w       a  —  rsina  \sina/ 

L'équation  polaire  cherchée  est  en  définitive 


F 

Slll  u 


(—) 

ysin  g/ 

\  Slll  a/ 

Les  plans  MM',  QQ^  limitant  latéralement  les  deux  surFuccs 
coniques ,  le  rapport  des  vitesses  angulaires  peut  varier  entre 

les  fractions  pfj^/etp^^,- 

La  courbe  une  fois  (racée  sur  un  plan  au  moyen  de léqua- 
lion  (1  ),  il  n'y  a  plus  qu'à  l'enrouler  sur  le  cône  S  pour  obte- 
nir la  courbe  AB.  Les  dents  sont  ensuite  espacées  le  long  de 
celte  courbe,  de  (elle  manière  qu'elles  puissent  engrener  avec 
les  cannelures  du  cône  S'. 

504.  Il  resterait  encore  à  décrire  un  grand  nombre  de  dis- 
positifs. Nous  nous  contenterons  de  donner,  pour  quelques- 
uns,  une  indication  sommaire  et  un  croquis. 

Joint  àOldham  (tig.  3j0).  —  X,  Y,  axes  parallèles,  peu  éloi- 
gnés l'un  de  l'autre. 

ABCD,  croisillon,  dont  les  branches,  faisant  tourillons,  peu- 
vent glisser  dans  les  orifices  pratiqués  aux  extrémités  des  deux 
fourches  M  et  N. 

Les  vitesses  angulaires  autour  des  deux  axes  sont  égales,  et 
le  lieu  décrit  par  le  centre,  0,  du  croisillon,  est  une  circonfé- 
rence. 
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Roue  de  champ*  d'Huygeiuneel<mgpigmott  (fig.  531).— Kl'. 
long  pignon  mobile  autour  de  sob  ixe.  Un  autre  axe  perptiiJi- 
culaire  au  premier  porte  la  roue  excentrique  AA,  garnie  ir 
dents  engrenant  aiec  te  pignon. 

Le  rapport  des  vitesses  est  nriable. 


Manheile  à  coulisse  (fig.  53'2 
peu  i'Ioigiiés  l'un  de  l'autre. 


'f-= 


hï.  «i.  Fig.SSS. 

(XB,  manivelle  du  premier  arbre  ; 

ne,  lige  rixoe  au  bouton  de  celle  manivelle  ; 

AD,  manivelle  fixée  au  second  arbre  ; 

EP,  rainure  dans  laquelle  glisse  la  tige  BC. 

Routs  tronquées  mec  pignon  mobile.  —  0,  ase  de  rolalii'" 
de  la  roue  ; 

P,  pignon  mobile  dont  l'axe  suit  la  rainure  AB.  Il  iDuini' 
autour  des  chevilles  extrômes  pour  passer  d'un  côlé  à  l'aui^' 
de  leur  rang<''e,  ce  qui  renverse  le  sens  de  la  transmiseion. 

ledenlre  doulk^'l^''' 


CHAPITRE  VII 


APPAREIL8  PR0PRE8  A  L'OBSCRVATION  DES  MOUVEMENTS. 


505.  La  recherche  de  la  loi  du  mouvement  d'un  point  mobile 
comprend  en  général  deux  questions  :  recherche  de  la  tra- 
jectoire du  point,  recherche  du  mouvement  sur  la  trajec- 
toire. Les  deux  questions  peuvent  être  traitées  à  la  fois  :  par 
exemple,  on  observe  chaque  jour  la  position  d'une  planète  par 
rapport  aux  étoiles,  c'est-à-dire  on  forme  en  fonction  du 
temps  le  tableau  des  coordonnées  astronomiques  de  ses  posi- 
tions successives.  Ce  tableau  définit  la  suite  des  points  occu- 
pés par  la  planète  sur  la  sphère  céleste,  et  l'heure  de  son  pas- 
sage en  chacun  de  ces  points  ;  il  définit  donc  à  la  fois  la  trajec- 
toire et  le  mouvement  sur  la  trajectoire.  Remarquons  toutefois 
que  ces  mesures  d'angles  ne  conduisent  qu'à  la  projection  de  la 
trajectoire  sur  la  sphère  céleste,  et  que  cette  projection  n'est 
pas  la  même,  suivant  qu'on  prend  pour  centre  de  la  sphère 
le  centre  de  la  terre  (sphère  géocentrique)^  ou  le  centre  du  so- 
leil (sphère  héliocentrique)  ;  la  détermination  de  la  trajectoire 
complète  exige  en  outre  la  mesure  des  rayons  vecteurs. 

Nous  supposerons  dans  ce  qui  suit  que  les  mouvements 
qu'il  s'agit  d'observer  s'effectuent  le  long  de  trajectoires  déter- 
minées d'avance,  et  qu'on  cherche  seulement  la  loi  des  mou- 
vementSj  c'est-à-dire  la  relation 

entre  les  arcs  décrils,  ^i  et  le  temps  employé  à  les*décrire,  / 


Kri  (r;iiilre>  Icniies,  il  s'ci^^il  (le  ronslruiiv  empiriquement  la 
(tnirhe  des  csiiaccs  pour  un  mouvement  «lonné.  Le  procédé 
(lirecl  consiste  à  ol)scr\er  l'heure  du  piissage  du  mobile  en 
drs  poiiils  r-alcnienl  espaces  sur  la  trajeeloire,  ou  bien  à 
tenir  not».'  (U'<>  espaces  dccrils  pur  le  mobile  nu  bout  d'intcr- 
N^iUcs  de  lemi>s  rivaux  entre  eux.  Par  Tun  ou  jiar  l'aulre  de  ces 
deux  procédé^,  on  pourra  eonslrune  un  tableau  qui  donne 
un  cerlain  nondjre  (b»  vnleurs  de  t  pour  des  valeurs  corres- 
|)ondantes  (b»  .s,  ou  rcciprocpiemeni,  et  si  Ton  multiplie  sulli- 
suiimuMit  les  obs('r\alions,  on  i)ourra  trouver  la  forme  de  la 
l'onction  /',  dette  métbode  demande  lu  mesure  de  l'espace  s  et 
du  lcni|)^  /. 

r>0(i.  Le  temps  se  mesure  à  Taide  d'un  chronomètre,  c'esl- 
à-diie  en  délinitive  au  moyen  dun  mouvement  dont  la  loi  est 
connue.  Pour  riMidre  robservnlion  plus  commode,  on  peut  se 
servir  du  (■hnnufnit'lrr  ii  po'niUiije  :  cet  appareil  poite  un  nicca- 
nisuK»  (jni  [jeniiet  i\  robservateui"  de  laisser  sur  le  cadran  une 
trare  de  rinslunl  où  s'est  accompli  le  phénomène  observé, 
\K\v  exemple  h,'  pas^n^e  du  mobile  en  un  point  de  repère, 
il  snl'dt  jM)nr  cela  de  presser  rapidement  un  bouton.  On 
arrive  ainsi  à  évaluer  lo  tenips  avec  une  approximation  d'ime 
IVaclion  de  seconde.  Mais  cette  a|)proximation  ne  peul  être 
ponssét'  bien  loin,  car  le  mouvement  de  Laiguille  d'un  chro- 
nomètre consi-te  dans  la  rè|ièlilion  de  petits  mouvements 
saccadés,  èitaiix  enlre  eux.  Pri^  dans  leur  ensemble,  celle  sé- 
1  ie  de  mouv(Mnent^  è(|uivaut  sensildement  à  un  mouvement 
uniroiine.  Mai^  si  Ton  voulait  évaluer  avec  un  ehronomèlre 
de  Irès-peiiles  Iraclious  du  temps,  on  ne  le  pourrait  plus, 
paire  (pie  la  \ it<sse  de  l'aiguille  cesse  d'être  conslante  pen- 
danl  riiijcrvjlje  à  m<'siirer. 

.'1)7.  Les  MJiialions  Irè-rapides  et  isocinones  du  diapason 
permetteiil  d'évaluer  le  lem[)s  avec  une  bien  plus  grande  exac- 
tilnd»'. 

Ima-iiKtiis  qu'on  las^e  vibrer  les  branches  d'un  diapason 
lixé  à  demeure  sui'  un  su[q>ort  ;  l'une  des  bronches  porte  une 
pointe  (jui  rase  une  surlace  plane  sur  laquelle  est  déposée 


DU  TBUI*S.  481 

une  légère  couche  de  noir  de  fumée.;  donnons  à  celte  surface 
plane  un  mouvement  lent  de  translation,  sensiblement  uni- 
forme. La  pointe  du  diapason  qui  ne  cesse  de  la  toucher 
y  tracera  dans  le  noir  de  fumée  une  courbe  sinueuse,  et 


v{.ari|/\;^-ywAA^7-\J^ 


Fis.  354. 


•o 


chaque  dent  de  la  courbe,  entre  deux  creux  successifs  a,  b, 
correspondra  à  la  durée  d'une  vibration  complète  du  dia- 
pason, durée  connue  par  le  nombre  de  vibrations  que  le 
diapason  efTectue  en  une  seconde.  La  durée  de  la  seconde 
sera  représentée  par  un  certain  nombre  de  dents,  ou  par 
un  intervalle  AB,  et  chaque  dent  représentera  une  frac- 
tion de  la  seconde  égale  à  l'inverse  de  ce  nombre.  Si  donc 
sur  la  même  figure  on  marque  des  points  qui  correspondent  à 
rinstant  même  de  la  production  de  phénomènes,  il  suffira 
de  comparer  ces  points  au  tracé  delà  courbe  du  diapason  pour 
avoir,  avec  une  extrême  précision,  Theure  exacte  de  ces  phé- 
nomènes. 

Le  poititage  des  phénomènes  observés  peut  se  faire  à  la  main 
par  Tobservaleur  lui-même;  lorsqu*une  grande  rigueur  est 
nécessaire,  on  emploie  de  préférence  les  courants  électriques. 
L'appareil  est  monté  de  telle  sorte,  que  le  phénomène  a  obser- 
ver ne  puisse  s'accomplir  sans  fermer  un  circuit;  le  courant 
qui  parcourt  instantanément  ce  circuit  opère  le  pointage  sur 
le  papier. 

308.  Certains  appareils  donnent  directement  le  tracé  de  la 
courbe  des  espaces. 

Supposons,  pour  plus  de  simplicité,  que  la  trajectoire  d'un 
point  mobile  soit  rectiligne.  Attachons  un  crayon  au  point 
mobile,  et,  en  contact  avec  la  pointe  du  crayon,  faisons  glisser 
une  feuille  de  papier  à  laquelle  nous  imprimerons  un  mouve- 
ment unifornoe  perpendiculairement  à  la  trajectoire  du  mo- 
bile. Le  crayon  dessinera  sur  celte  feuille  une  courbe,  dont 
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li»s  abscisses  roprùsenleronl  les  valeurs  du  temps,  el  dont  1«> 
ordonnées  seront  les  espaces  décrils  par  le  mobile  sur  si 
Irajccloîre.  Celle  courbe  est  donc  la  courbe  des  espaces. 

La  première  application  de  cetle  méthode  a  été  faite  par 
Eytelwein  à  Tétude  du  mouvement  de  la  soupape  principale 
dans  le  bélier  hydraulique.  Le  mouvement  de  la  soupape  est 
rectiligne  allernalif,  avec  discontinuité.  Un  crayon,  attaché  à 
la  soupape,  dessinait  une  ligne  sur  une  feuille  de  papier  ani- 
mée d'un  mouvement  uniforme  ;  celte  ligne  restait  droite  pen- 
dant tout  le  temps  de  Timmobililé  de  la  soupape,  puis  ses 
ordonnées  croissaient  tout  à  coup  pendant  la  période  de  so'j- 
léveinent,  resUiicnt  constanles  pendant  le  repos  de  la  soupap 
ouverte,  et  revenaient  ensuite  à  leur  valeur  première,  quand 
la  soupape  se  refermait  en  retombant  sur  son  siège. 

La  feuille  de  papier  mobile  reçoit  le  mouvement  d\ir. 
cylindre  sur  lequel  elle  s'enroule,  et  qui  est  en  communication 
avec  le  mé  aniî>me  d'une  horloge.  La  vitesse  angulaire  du  cylin- 
dre doit  être  telle,  que  la  vitesse  linéaire  de  la  feuille  de  papier 
soit  toujours  la  même.  11  faut  pour  cela  que  la  vitesse  du  cylindre 
varie  à  chaque  instant ,  en  raison  inverse  du  rayon  de  la  sur- 
face sur  laquelle  se  fait  l'enroulement  du  papier;  car  le  rayon  dt- 
celle  surface  augmente  à  chaque  tour  d'une  nouvelle  épaisseur 
de  papier.  Si  i»  est  la  vitesse  constante  de  la  feuille  de  papier, 
r  le  rayon  primitif  du  cylindre,  e  l'épaisseur  de  la  feuille,  h 

vitesse  angulaire  du  cylindre  doit  être  -  au  commencement 

de  l'observation,  el  doit  s'abaisser  à  tprès  n  tours  en- 

tiers  du  cylindre,  qui  ont  produit  l'enroulement  de  n  épais- 
seurs successives.  On  obtient  ce  résultat  en  faisant  com- 
muniquer riiorloge  avec  le  cylindre,  au  moyen  d*un  fil  qui 
s'enroule  sur  un  tambour  de  rayon  constant,  et  se  déroule 
d'une  fusée  conique  montée  sur  le  même  axe  que  le  cylindre. 
C'est  la  disposition  représentée  figure  355. 

A,  cylindre  sur  lequel  s'enroule  la  feuille  F,  en  se  dérou- 
lant du  cylindre  B; 
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00',  axe  du  cylindre  A; 

C,  fusée  conique  montée  sur  Taxe  00'; 

D,  tambour,  sur  lequel  s'enroule  le  fil,  et  qui  est  mis  en  mou- 
vement par  Thorloge  ; 

MN,  courbe  des  espaces  tracée  par  le  crayon  sur  la  feuille 
mobile  F. 

rsy  droite  tracée  en  môme  temps  sur  la  feuille  par  un  crayon 
fixe. 


0' 


JL 


u 


n  *  ••  iw  *• 

rig.  où^. 


Le  mouvement  de  rotation  du  tambour  D  étant  uniforme,  le 

mouvement  de  rotation  de  la  fusée  C  sera  varié,  et  sa  vitesse 

1 
angulaire  sera  proportionnelle  à  -^ ,  s'il  y  a  à  chaque 

instant  égalité  entre  son  rayon  p^,  à  l'endroit  où  le  fil  s'en 
sépare,  et  le  rayon  rs  du  cylindre,  y  compris  le  papier  qui  y  est 
déjà  déposé.  Or  r5=r  -hns.  On  fera  donc  en  sorte  quepq  soit 
aussi  égal  à  r  +  yu,  n  représentant  ici  le  nombre  de  spires  de 
fil  comprises  à  la  surface  de  la  fusée  entre  le  planpg  et  le  plan 
p'if;  ces  spires  sont  équidistantes,  et  par  suite  la  diiïérence 
pq — pY  est  proportionnelle  à  la  distance  pp'.  La  génératrice 
9f'  de  la  fusée  est  donc  une  ligne  droite. 


leioOseiilo  lij;ure  o7>\),  o- 
!(.■:>  lois  lie  la  cliuto  de; 


^44 


l,,.™,|,.|,ïs„,l,l,„.|„ 
<yliinl['u-ioiii(]Ui',  |niu]'   t 


a,.».lc,ill,  ,v 
■   Li  iv^istaiicL' 


DU  GÉNÉRAL  MORIN.  485 

muni  latéralement  d'une  double  paire  d'oreilles,  à  travers  les- 
quelles passent  deux  tringles  verticales  destinées  à  le  guider 
dans  son  mouvement. 

A  Télal  de  repos,  il  est  retenu  en  E  par  une  pince,  qu'on 
peut  ouvrir  en  tirant  le  cordon  F.  Le  corps  pesant  porte  un 
pinceau  chargé  de  matière  colorante,  de  telle  sorte  qu*cn 
tombant,  il  laisse  une  trace  bien  visible  sur  une  feuille  de 
papier  enroulée  sur  le  cylindre  vertical  AA. 

Le  cylindre  est  mobile  autour  de  son  axe,  et  reçoit  dune 
horloge  une  vitesse  de  rotation  uniforme.  Il  résulte  du  mouve- 
ment vertical  du  poids,  et  du  mouvement  propre  du  cylindre, 
que  le  pinceau  trace  sur  le  papier,  non  pas  une  droile  paral- 
lèle à  sa  trajectoire,  mais  une  certaine  courbe  dont  on  pourra 
facilement  étudier  la  forme  après  avoir  déroulé  le  papier  pour 
l'appliquer  sur  une  table  plane.  Cette  courbe  est  représentée 
sur  répure  GG'H  de  la  figure  ;  c'est  une  parabole,  tangente  à 
l'horizontale  au  point  G.  Chaque  point  M  de  la  courbe  corres- 
pond à  un  espace  parcouru  égal  à  GP,  et  à  un  intervalle  de 
temps  proportionnel  à  PM,  quantité  dont  s'est  déplacée  en  tour- 
nant la  surface  du  cylindre.  Soient  donc  (o  la  vitesse  angulaire 
du  cylindre,  l'espace  parcouru  GP,  et  t  la  durée  du  parcours  : 
on  aura,  en  appelant  r  le  rayon  du  cylindre, 

GP  =  »; 

1 
il  sera  par  suite  facile  de  démontrer  la  relation  $  =  xgp;  il 

suffira  de  former  pour  un  grand  nombre  de  points  le  rapport 

s 

j^y  et  de  vérifier  qu'il  est  constant.  Sa  valeur  sera  la  moitié  du 

» 

nombre  g.  On  peut  aussi  reconnaître  que  la  courbe  est  une 
parabole,  en  remarquant  que  les  perpendiculaires  tF,  TF..., 
élevées  sur  des  tangentes  à  la  courbe  mf,  MT...,  aux  points  où 
ces  tangentes  rencontrent  Thorizontale  GT,  vont  concourir  en 
un  même  point  F,  situé  sur  la  verticale  GG';  ce  point  est  le 
foyer  de  la  parabole. 


l.'".lr.L-  î3Biit-'ni:  R:? 
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H  ipc..r-»?  fîir  H.  M'.rr,  «tins  2«?s  r»?i'h*?T  n^-s»  >îir  k  'In-^' 
•1  -^n  air*. 

f..iV4'j.  la  iTi;-  a  A,  ii.iç*-^  ce  ic.irûèrei  'oG^.hf^r  .:\-q>:j'- 
nr.»-r.t  U  f '.j'^a-i.  ♦*>(  fon-t  r,ir  ure  t;j^  •>!.  moLJ*^  a^:.  :: 
il\in  ai<?  «r.  pariL.'^  a  l'aieO  •*<  an^ri.»re  d'urne  litte^^se  a'-.j-:- 

>i  !•  f  bî-au  était Li.?,!.?  craj.:^  ;  tritzeraîl  la  oir^rorf-rr^-ir 
Atr4.  ;  n..i>  r.îr.mir  il  e$t  ir.  lil.?,  la  lixr.e  irscn^  pjr  le  cra\:r- 
r^l  ur»^  rrr  air..?  «vurbe  AA  A  ,  Ira^ect.^ire  reu  i\e  du  crav- 
ptir  ripjMFt  au  f  Lt-rau. 

F'otif  tr'.u^er  .a  pj^itiVin  >raie  du  ciavon  au  icomect  où  il 
fpc  iiprnl  b  p»siion  A'  sur  sa  IrjVctoire  relative,  il  siiiït  lir 
d«  rirr-  du  p.^ir.l  n  mmme  r-  ritre  a\ec  OA'  pour  rajor.  un  ar^- 

de  cenle  AV;  rintersection  a   de 

cel  arc  a^ec  le  cercle  ABC  sera  la 

p«j<ition  demandée.  Joignons  OA  er 

,-\      (y a'.  L'angle  AO'fl'  est  la  mesure  du 

^     temps  qu'a  mis  le  crayon  à  décrire 

l'arc  de  trjjectoire  relative,  AA', 

et  pendant   ce  temps  Farbre  0  a 

tourné  de  l'angle  AOA'. 

S^  ^.  On  pourra  donc,  au  moTen  de  la 

trajectoire  relative  AA'A",  retrouver 
l'heure  du  passage  du  crayon  aux  différents  points  de  cette 
trajectoire,  et  les  valeurs  des  angles  au  centre  décrits  par  le 
plateau;  ce  qui  revient  à  définir  la  loi  du  mouvement  angu- 
laire. 
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DÉTERMINATrOK    DE    LA    VITESSE   DES    PROJECTILES.  —  TAMBOUR    DE 

MATTEI    ET    GROSBERT.    ' 

311 .  Cet  appareil  consiste  en  un  cylindre  creux,  AB,  mobile 
autour  d'un  axe  fixe  O'O",  el  fermé  en  A  cl  en  B  par  deux 
feuilles  de  papier,  tendues  suivant  ses  sections  droites. 
L'axe  O'O"  est  parallèle  à  la  Irajectoire  MN  du  projectile,  et  à 
une  petite  distance  de  cette  trajectoire  ;  quand  la  balle  tra* 
verse  le  cylindre,  elle  perce  successivement  les  deux  feuilles 
A  et  B.  Si  le  tambour  était  fixe,  les  deux  trous  a  et  g,  formés 
dans  ces  deux  sections,  seraient  situés  sur  une  parallèle  à 
l'axe  O'O". 

Mais  comme  le  cylindre  tourne  autour  de  son  axe,  il  décrit 
un  certain  angle  pendant  le  temps  que  le  mobile  met  à  aller  de 
la  section  A  à  la  section  B;  de  sorte  que  les  points  ^  et  a  ne 
sont  pas  dans  le  même  méridien  du  tambour.  En  projection 
sur  un  plan  normal  à  Taxe,  on  trouve  un  point  a  par  lequel 
la  balle  est  entrée  en  perçant  la  section  A,  et  un  point  b  par  le- 
quel elle  est  sortie  en  perçant  la  section  B  ;  l'angle  bOa  est 
l'angle  dont  a  tourné  le  cylindre  pendant  que  la  balle  a  par- 
couru Tespace  a^,  égal  à  sa  longueur. 


Â 

i 

B 

M 

N 

a 

P 

0* 

o' 

Fip.  338. 

Soit  n  le  nombre  de  tours  du  tambour  par  minute;  la 
vitesse  angulaire  sera  -^  ;  soit  L  la  longueur  du  tambour,  et 

a  Tangle  ftOa,  mesuré  directement  après  Texpérience. 

2rn 
Le  tan^bour,  tournant  d'un  angle  -^  par  seconde,  met 
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a  X  60 

untemps  /  =  — -7 à  tourner  de  l'angle  %.  Ce  temps  esl  alui 

que  la  balle  emploie,  a  décrire  l'espace  L.  La  vitesse  de  la  b^l't 
est  donc 


a  X  0) 


Pour  délerminer  la  vitesse  d'un  boulet  au  sortir  de  la  hi^u- 
che  à  feu,  on  emploie  le  pendule  balistique^  dont  la  thêoiit' 
ne  peut  ûlre  donnéo  qu'en  dynamique. 

CHRONOr.RAPHR    KI.RCTRIQUR   DE    M.    MARTIN    DE   BRETTES. 

312.  Le  chronographe  électrique  de  M.  Martin  de  Breltes, 
destiné  à  résoudre  le  môme  problème  que  l'appareil  dêcril 
dans  le  paragraphe  précédent,  repose  sur  l'emploi  descouranl- 
d'induction  qui  se  produisent  dans  un  circuit  fermé,  au  mo- 
ment de  l'interruption  d'un  courant  voisin. 

Un  pendule  se  meut  le  long  d'une  plaque  métalliciue  sur 
laquelle  on  a  placé  une  feuille  de  papier;  il  porte  une  point.' 
dirigée  vers  la  plaque;  si  l'on  fait  passer  un  courant  par  le 
pendule,  Tétincelle  électrique  jaillit  de  la  pointe  à  la  plaquo 
en  perçant  la  feuille. 

Un  premier  courant  est  produit  par  le  jeu  de  la  détente  du 
fusil,  au  moment  où  le  coup  part  ;  il  donne  sur  le  papier  un 
point  qui  correspond  au  commencement  de  rexpérience. 

Ensuite  la  balle  traverse  successivement  deux  cibles  dislan- 
tos  l'une  de  l'autre  de  2  mètres  ;  elles  sont  formées  chacune 
d'un  réseau  de  fils  métalliques  très-fins,  à  travers  lesquels  passe 
un  courant  électrique.  La  rupture  du  réseau  de  la  première 
cible  interrompt  ce  courant,  et  fait  naître,  dans  le  circuit  allant 
au  pendule,  uncourantd'induclion  qui  marque  un  second  point 
sur  la  feuille  de  papier.  Le  même  phénomène  se  produit 
quand  la  balle  traverse  la  seconde  cible.  On  a  en  définitive  sur 
le  papier  trois  points  qui  correspondent,  l'un  au  commen- 
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cernent  de  l'expérience,  les  deux  autres  respectivement  aux 
passages  de  la  balle  à  travers  les  cibles.  Chacun  indique  avec 
exactitude  la  position  du  pendule  à  Tinslant  où  Télincelle  a 
percé  la  feuille  de  papier.  Or  on  connaît  la  loi  du  mouve- 
ment du  pendule  ;  on  peut  donc  déterminer  avec  exactitude  le 
temps  que  le  projectile  a  employé  à  passer  d'une  cible  à  l'autre, 
et  en  déduire  la  vitesse  cherchée. 

Le  chronographe  de  M.  SchuKz,  fondé  sur  la  combinaison 
des  courants  électriques  et  du  diapason  pour  la  mesure  des 
durées  très-petites,  permet  de  détei  miner  la  loi  du  mouve- 
ment du  boulet  dans  l'Ame  du  canon.  L'appareil,  construit  par 
Froment,  donne  la  mesure  du  temps  avec  une  approximation 
d'un  cinq-cent-millième  de  seconde. 


FIN. 


ERRATA 


Pap<»  <79,  ligne  9."—  Au  lieu  de  A*=^,  lisez  A=^. 

—  190,  titre  du  g  127.  —  Au  lieu  de  mouvement  général,  liseï  mouvement  élé- 

mentaire. 

—  217,  ligne  12.  —  Au  lieu  de  UngS=/'(r),  liseï  tangS=/'(/). 

—  2'25,  lig.  150.  —  Retournez  la  figure. 

—  341 ,  flg.  232.  —  La  ligne  CDFE  doit  être  droite. 

—  366,  ligne  51.  —  Supprimez  les  mots  <f'tifie  épaiueur. 

—  378.    —    27.  —  Au  lieu  de  125,  lisez  425. 

—  394,  flg.  263.  —  La  droite  MR  doit  être  en  prolongement  de  la  droite  OM. 

—  410.  Qg.  289.  —  Supprimez  les  lettres  B'  et  D'  et  les  points  correspondants. 

—  424,  flg.  293.  —  L'angle  BOA  doit  être  droit. 

—  173,  flg.  328.  —  Au  lieu  de  la  lettre  P  sur  la  roue  d'angle  du  train  épicy- 

cloïdal  Q,  P,  N,  mettre  la  lettre  R. 
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AbaUaye,  427. 

Aberration  de  la  lumière,  101. 

Accélération  lolale,  58,  124  et  suiv;  — 
tangeiiiielle,  33, 130,  155;  — cenlri- 
pèle,  159, 134,  155;  —dans  le  mou- 
vement circulaire  uniroime,  129 ;  — 
(bns  le  mouyemenJ  curviligne,  130  ; 

—  dans  le  mouvement  projcic,  139; 

—  dans  le  mouvement  rapporté  à 
des  coordonnées  polaires  sur  le  plan, 
ibï,  dans  l'espace,  155;  —  de  glis- 
sement, 155;  —  complémentaire, 
155,  276;  —  totale,  quand  la  vitesse 
ai*éolaire  est  constante,  104;  —  di- 
rigée vers  un  centre  fixe,  164,  175 
et  suiv  ;  —  dans  le  mouvement  rela- 
tif, 273;  —  dans  le  mouvement  épi- 
cycloîdal  plan,  290  et  suiv.,  296;  — 
dans  le  mouvement  épicycloïdal  sphé- 

rique,  312. 

Action  du  vent  sur  une  girouette  mo- 
bile, 99. 

Adhérence,  530. 

Ailette  des  bancs  à  broches,  468. 

Aire  décrite  sur  un  plan  par  un  rayon 
vecteur,  52,  156;  —  vitesse  de 
r— ,  52. 

Alé$er  (machine  à),  467. 

AlluchonSt  348. 


Ampère,  3. 

Angle  polaire,  78;  —  de  deux  direc- 
tions qui  ne  se  rencontrent  pab, 
189;  —  de  contingence,  131;  — 
unité  d' — .  33. 

Angulaire  (vitesse),  53;— avance,  44'-. 

Anneaux  fixes  ou  mobiles,  325. 

Appareils  pour  l'observation  des  mou- 
vements, 479;  —  du  général  Morin, 

483. 
Approximation»  successives,  50. 
ylr6nr  tournant,  321  ;  —  de  tour,  322; 

—  de  relevage,  451. 
Arcade  (crapaudine  à),  324. 
ArC'boutementt  351 . 

i^rc  d'approche,  de  retraite,  371;  — de 
glissement,  335. 

ARCHiHftDE  (vis  d'),  460. 

Arite  de  rebroussemcnt,  228. 

Assemblage  à  la  Cardan,  463. 

Axes  coordonnés,  53  ;  —  recUngulaires, 
59;  —  polaire,  78;  —  d'une  roUtion, 
229;  —  instantané  de  rotation,  221  ; 

—  glissant,  233  et  suiv.;—  radi- 
cal, 302. 

Avance  angulaire,  444. 

B 

Balancier t  io2. 

Banc  à  broches^  468  et  suiv. 
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lidi'oiiulre  (<u>[njii^iuii  (lu,,    i03.  ' 

Ilrlirr  /ii/(haul{(/u(\    iS'J . 

Ukut iixMi  (.1 .  ;.   l."S, 

L>ÉTiiA.\M)irn,  r>'27. 

lUrlIr,  l;»7.  'H)l,  i-i.'»;  —  d'aCLOiiplo- 
ninil,  '100.   i'^. 

lIoiiiiiiKH     tlirorc'MlO  de),  TilM). 

Iloiu  (i:<lrn(ui(ll,  11!»,  r>:)7,  5111.  i'il. 

Iliiussnlr    su>{MMi-i()n  (ic  l:i\  40"). 

lUmton  lie  1 1  iiiaiiivclh'.  ll»7. 

lîiiAiiLKV,  ^2(ir». 

/fyvA.s  (l'iiiit'  roue  (lVii|;r(ii;i|ie  iinml)iH' 
et  (liineii'^ioii  (i('s\  570  ;  —  jinrlc- 
tiaiii  (1  lui  Iraiii  rjticvcloidal,  580. 

/^/«  ooiidintour,  1)1  in  if-si^-tmil,  ilO. 

l!i;<>coT,  577. 


c 


/>////;  s,   5î>5    r(   >.(||\  . 

i'juarfrrisfii/ifr,   "i^iS 

(!m;|'\n  a;r>L'inMaf4('"U  Mi>|M'iisioii  à  la), 
i(5. 

(,V';//yv  lii^-laiilaiir' (le  rolatioii,  l'.»4;  — 
(les  vil"  >^(s.  505;  —  des  aLCt'Iôra- 
tioii^.  'J!>S,  505; —  dosclllalion  du 
tiiiiir,    *55;  —  drs  aires,  5'2. 

ijiihijulr  aci  ('"iriaUiU)  >,  1-0. 

(.en  le  nj^cidattur,  151  ;  —  do  ruido- 
iii.iil,  li05, 

Chaitir/h-,  '21  S. 

(^/idKiji  incnt  de  Nuit-,  5:20. 

CiivHKs.  22S,    iOl. 

(JiKuioi/ra/i/ic  d*'  M.  Miuiiii  dt;  l»l•L•lU•^, 
iSS;  —  df  Sdmll/.  -iS9. 

ilhuniuntHir,  2,  4S0  ;  —  à  iioiutaye, 
4<S0. 

(Jnifc  il('>:  toi'ps  |K.">aids,    i7,   iS5. 

(jtf(t>Ki(i<jui\  5.  7  cl  sniv. 

C/nrntiJt'i  ctnc  {\vi>  inllcxiolis  "205,  'i)\ 
50  i. 

i^lf/.ssifi(  fUlo/i  (]{'<  iiioil\eiiieiil^.  5'27. 

C.luimt ,    »7i. 

(',(>l(itili(ih\  Si. 

/>//,/,   521.  525. 

(loi lier  à   i:ak'ts,  52  i. 

C(0)ipf>san(rs  ^/•oinéliicmrs.  ("(►;  — 
iKtriiialt;  et  laii^riiliclle  de  l'actclria- 
linij  lotalc.  151  cl  Miiv.; —  de  la  \ i- 
tc-^ç  i\[i\\  |(>iiil  diin  s(did('  asMijciti 
à  loLinier  aiiluiir  d'un  iiciul  lixo. 
50S. 

i]i)ni})osdioit,  00;  —  des  luouvtincnls, 


00;  —  dos  mouvruu'Ulv  éli'ment.uh- 

duu  solide,  *258  ol  ^uiv, 
Conc houle  \\^w^QV\W\\  la),  100,  li'l>. 
Conjoiietion  (\e<-  planèlos,  105. 
i'.ontrehdlaucier,  t'O. 
Cooidintnécs  j>olaires  dans  le  plan,  7S, 

—  dans  res|»ace,  8i. 
Coquille,  521,  4l>2. 
(loHums   lliL'oièine  de),  '27 i. 
Cosinus  d'un  an^le    inlininienl   petit. 

82. 

Coulisse  de  Slepliensnn    -410  ;  —  inani- 
nivelle  à  —,  478. 

Coulisseau,  150. 

Courants  éleetri(/ucs,   t81,   488. 

Courbe  i\  présciiialivo  du  monvomrut. 
ou  courbe  des  es[)aces,  18  et  <uiv.. 
i8l;  ses  proiniêlcs ,  '22,  75;-- 
des  vitesses.  25.  75;  ipiadralurç  de 
la  enurlie  des  viles>es,  25;  —  des  ac- 
eéléralions  lanp'r.iielles,  5i,  7*),  — 
des  vitesses  rapportées  aux  e>[i;n<> 
parcourus.  77  ;  —  indicatrice  .]•> 
accélération^  totales.  157;  —  roul;Uî- 
tes,  505,  307;  —  dérivées.  i05;  — 
en  coHir,   105;  —  d'évideniciiL  ôh: 

—  à  lon',Mie  inflexion,  45(>. 
Courbure,   151. 

Courroies   extension  des),  415  el  siji\. 

Coussinet,  321 . 

Crnpaudiue,  523. 

Crènuiillère,  554. 

Creux  des  dents  d'enp'ena^o,  558. 

Croisillon  du  joint  universel,  455. 

Culol,  525. 

djcloiclc,  208,  285. 


1) 


l0.l:l/L.    445. 

lk-( oniposition  analylicjue  de  raccil'*- 
ration  lolale  suivant  la  tangente  cl 
la  normale  jirincipale  à  la  trajectoire. 
141; —  de  laccéléraiion  conii»leiiicn- 
laire  suivant  Irois  axes  rectangulai- 
l'es,  271);  —  du  inou\enienl  élénuii- 
laire  d'ini  srdide  en  une  translalioii 
el  une  rotation.  231. 

Ik'uta  deii^' rénale.  352  et  suiv.;  — 
dimension  des  — ,  .500. 

lu  plueenu'ut  élémentaire  d"une  diuilc. 
100;  — d'une  lî^ure  plane.  227. 
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rsctnbrayage  d'un  oulil  mis  en  mou- 
vement par  une  courroie,  416. 

r tente,  419. 

étermination  géométrique  de  Taccé- 
k>ration  totale  quand  la  vitesse  aréo- 
lairc  est  constante,  i64  ;  —  de  la 
trajectoire  quand  l'accélération  totale, 
dirigée  vers  un  centre  lixe,  est  expri- 
mée en  fonction  de  la  distance  à  ce 
centre,  179; —  analytique  de  l'axe 
instantané  glissant,  253. 

iagramme  de  M .  Zeuner,  446. 

iapanon,  480. 

irection  d'une  force,  2  ;  —  de  la  vitesse, 
16;  —  de  l'accélération  totale,  125. 

ivision  de  la  Mécanique,  3. 

ouble  engrenage  conique,  385. 

roite  considérée  comme  épicycloïde 
décrite  par  une  courbe  roulant  sur 
une  autre  droite,  217  ;  —droites  con- 
juguées, 230,  253,  259. 

dynamique f  3. 


E 


chanfrinementdcs dents  d'engrenages, 

r>5l. 

Mipse.  115,  199,  213;  —  roulan- 
tes, 399. 

:ngreiiages,  329  et  suiv  ;  —  cylindri- 
ques, 330  et  suiv.;  —  coniques,  560. 

—  hyperboloïdcs,  364,  472;  —  héli- 
voïdJs,  366;  —  à  lanterne,  346;  — 
à  tlancs,  350;  —  intérieur,  349,  552  ; 

—  à  développantes  de  cercle,  355; 

—  de  White  ou  sans  frottement, 
357  ;  —  accolés  de  Hooke,  358. 

Mrainement  (vitesse  d')  ;  —  mouve- 
ment d' — ,  88. 

ïnvcloppe  des  positions  successives 
d'une  ligne  mobile  de  forme  con- 
stante, 207,  333. 

ïpiajcloide,  210;  problème  inverse  des 
épicycloides,  213. 

Kquation  du  mouvement,  8. 

^JquUibre,  3. 

Kquinoxeê  (précession  des^,  263. 

Équipage  de  roues  dentées,  340. 

Espaces  ^courbe  des),  18. 

liluLER,  3i0. 

KxcetUnquede  M.  Morin, 406;  —trian- 
gulaire, 408;  —  à  cadre,  411;  —  à 
collier,  428. 


Extension  des  courroies  (influence  de 

1'),  419. 
Eytblweiii,  482. 


Fehgusso.5,  384. 

Figure  plane  dans  son  plan  (mouvement 
dune),  102. 

Figure  invariable  sur  une  surface 
(mouvement  d'une),  186. 

Force,  2. 

Formule  de  Savary,  342;  —  de  Willis, 
380. 

Foucault,  264. 

Fourchettes  du  joint  universel,  453. 

Foyer  d*un  plan  mobile,  228;  —  d'une 
parabole  (lieu  décrit  par  le),  218. 

Fromekt,  489. 

Frottetnent,  331. 

Fractions  continues,  339,  373; — in- 
termédiaires, 373. 

Fusée  des  appareils  ekiregistreui's,  483; 
—  des  bancs  à  broches,  472. 


Galets,  324. 

Géométrie  à  quatre  dimensions,  3  ;  — 
descriptive,  51. 

Girouette,  09. 

Gliasetnent,  237,  268;  —  simple,  mix- 
te, angulaire,  tangentiel,  268;  —  re- 
latif, 270;  —  élémentaire  dans  les 
engrenages,  335  et  suiv. 

Glissières,  325,  422. 

Godet  de  graissage,  321. 

Grain  d'acier,  323. 

Graphique  des  trains,  42  et  suiv . 

Grosbert,  487. 

Guides  du  mouvement,  320  et  suiv. 


H 


Hélice,  143. 

Hélicoïdal  (mouvement),  229,  252. 

Hevzb,  464. 

HiPPARQDE,  263. 

i!»!i,  415. 

Hollandais  (joint),  453. 
HooKB.  358,  460. 
Horloge  à  lunaisons,  391 . 
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IIqlli»\\ohtii,    il\. 
lliYGLNS,  TmIK  477,  'tKK 

llijpciboic,  115. 


1 


h 


i\i  ni  II,  lor»,  h)7, 

Kiin/.  i^iU. 


L 


l.f/(l(uflr,  S  f . 

/.(J'/Vt  (le  cli;nif!(Mii('nt  dt'  iii;n'cli<\  iM  . 

I.ifiisoits  i  (jiiiplrfcs  (s\ bleuit'  ;i  .  .'"20. 

LniKiron  (1(^  l';L-r;iI,  300, 

I.IIKIM  ,    ii.'i. 

/."/s  (!*'  I\cj»lcr.  10".  lOT. 

/.o<;A.   1^2. 

Loiif/îlitflf',  SJ. 

//y//*/  l'if/Hoii,    M  ""2,    i77. 

Lu III lin  ,  loi. 


M 


.\l(l(/li)HS,    r»lK;    —     ;i    V;i|Mlll',      i."':!!   Cl 

Miiv.;  —  à  rl.'iix  cNliiidrob.  •i'J7;  —  a 
aléïcr,   i(»7. 


huhcfthicc   des    accclcratioiiï»   lolalcb,  ' 

157  ;  —  sphériquc,  158. 
lut  ensile  d'une  foice,  2.  ' 

Itilrrsccfions    successives    d'une    lij^iie 

inol.ilo,  ^207. 
hinlant,  1. 
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./^///^"  d'uiit;  liMK,'  d'eiuMi'uai^c,  57(». 

./(•</  friiii  oii^rciKi^i',  55S. 

,A>/;i/  uiiiveiM'l  (m  li^dlaiidai-;,  455;  — 
de  lldoLe,  iCtO;  —  «le  (Cardan,  -ic^";  — 
ctiiii|)eus(*',  400.  105;  —  de-^  i)res^es 
tvpe^ra|dii'iiies .  ii)'i\  —  doldliam, 
477. 

.Iniir,  "2  ;  —  solaire,  '201  ;  —  sidéral, 
^202. 


Ma.nmieim,  ^ilO. 

Manivelle,  107,  4*23 ;  —  iné<;ales.  -0-' 

4'20;  —  à  coulisse.  478. 
Marteau^  393. 
Martin  de  DBErrts,  488. 
Mattki,  487. 
M('c(int<jitCj  5; —  rationnelle,  —  apidi- 

quée,  4. 
Mécanismes,  51U  et  suiv. 
Menlonmi,  505. 

Mi'aiiJOT  445. 

3/e^A.-f/c' analyti<|ue,  4;  —  de  Siini»nii 
27  ;  —  de  Hohci'val  pour  mener  iU< 
tan^^eiites  à  certaines  courbes,  108  ei 
suiv.;  —  des  roulettes  pour  le  trace 
des  eii;;renages,  545;  —  de  Tredi-old 
pour  le  tracé  dfs  eni^renaijrcs  coni- 
ques, 50*2. 

MuU  vrai,  2()1. 

M(>N(.i;,  5"27. 

MoiuN.  400,  485,   4N0. 

Mouvcntcnt,  1;  —  reclili^ne.  cur\i[i- 
f:iie,  circula  ce,  1,  57,  5ti0;  —  un 
point,  7  et  suiv.;  —  unilorme.  0  «  t 
siiiv  ;  — varié,  li  et  suiv.,  520.;  — 
|i'MModi(pie.  520  ;  —  moyen,  ."î),  07; 

—  leclilif^ne  unilorniénient  varié. 
45;  —  projelf',  51  et  suiv.;  —  rela- 
lil,  80  ri  suiv.;  —  relatif  d«.'  deux 
points.  05;  —  apparent.  80  et  suiv.; 

—  d"entraiiieinenl,  88;  un  inou- 
\eineiit  (renlraincineiit  commun,  i*n- 
inimé  à  deux  systèmes,  n'altère  p;is 
Il  ur  mou\enit  ni  relatil".  02;  iihmi- 
venicnt  du  soleil,  102;  —  relatil  (!•> 
deux  planètes,  107  ;  —  circulant' 
unilcrnie,  120;  —  elliptique,  cpiand 
la  vitesse  aréolaire  autour  du  ceniic 
de  Tellipse  est  constante.  1 40  ;  — 
el!iitti(pie  des  planètes,  1(»7.  175  et 
Miiv.; — d'un  solide,  183  et  suiv.;  — 
d'une  ti^'ure  iiivarial^le  surnne^^nr- 
face,  ISj.  180;  —  élémentaire  d  un 
.''(didt\  lOO;  —  d'une  Ogure  planedans 
son  plan,  |02; —  d  un  solide  paral- 
lèlement à  un  plan.  105;  — êpicy- 
••Icndal.  210,  20i,  —  continu  .iuiic 
lif^iire  plane  dans  son  plan,  210;  — 
d  inii-  lii-'urespliérique  sur  la  splièie, 
221  ;  —  irnn  solide  invariable  au- 
tour d'un  iK»int  li\e,  22ti  ;  —  d'une 
liuiire  plane  dans  l'espace,  227  ;  — 
hélieoidal,  220,  252  ;  —  continu  d'un 
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^oUde  invariable,  237;  —  relatif  de 
deux  solides,  267;  mouvements 
observés  à  la  surrace  de  la  terre, 
289;  mouvement  continu,  alter- 
natif des  organes  de  machines,  520; 
mouvements  différentiels,  388,  405; 
mouvement  du  tiroir,  4t3. 

Moyen  mouvetnent  d'une  planète,  107. 

Moyenne  des  valeurs  d'une  fonction, 
456. 

Mull-Jenny,  4G8. 

•      N 

Newton,  168,  177. 
Sœuds,  12, 

.Vor;rt/i(0  principale,  151. 
NoiuiAHD,  464. 
yutalion,  26X 

0 

GEîl,  423. 

Oloiu«,  477. 

OpjwsUion,  105. 

Ordre  des  parties  de  la  mécanique,  r», 

4. 
Orthogonale  (projection),  ul. 
Outil,  519. 
Ovale  (roue),  464. 


PaluT,  321. 

Papier,  comment  on  corrige  l'influence 
de  l'épaisseur  du  — ,  dans  les  appa- 
reils enregistreurSi  482. 

Pajnllotage,  464. 

Parabole,  220. 

Paradoxe  de  Fergusson,  584. 

Parallélogramme  articulé  de  Watt, 
434  et  suiv.  ;  —  de  Lipkine,  442  ;  — 
pour  bateaux,  441. 

Parapluie  (direction  à  donner  à  uni, 
101. 

Pat  d'un  engrenage,  536. 

Pascal,  ôOO. 

Pendule  Foucault,  264. 

Permutation  tournante,  309. 

PULLIPS,  451. 

Pignon,  332  ;  long  —,  472,  477  ;  —  mo- 

l)ile,  409,  478. 
Pilon,  593. 
Piwt,  322  et  suiv. 

nie.  coLuaiio.'t. 


Pivotement,  2SiS, 

Plan  osculateur,  127, 130;  plans  ooor> 
donnés,  53. 

Planétaire  (automate)  d'Huygens,  330; 
—  engrenage  planétaire  de  \^'att, 
380. 

Plaques  tournantes,  325. 

Plateau  tournant  de  Poncelet,  486. 

Plein  dans  les  engrenages,  338. 

PoifU  d'application  d'une  force,  2. 

Points  morts,  198,  424,  452. 

Poncelet,  28,  486. 

Pôle  et  axe  polaire,  78. 

Pâles  instantanés,  221  ;  —  du  globe, 
263. 

Poulie  folle,  416. 

Précession  des  équinoxes,  263. 

Presses  typographique,  s,  464. 

Prisonnier^  323. 

Problème  inverse  des  épicycloïdes, 
216;  problèmes  sur  le  mouvement 
relatif,  04  et  suiv.  ;  -^  sur  les  frac- 
tions, 375;  —sur  les  engrenages' 
371  ;  —  sur  les  trains  épicycloîdaux' 
382;  —  divers,  39,  48,  71,93,  117. 
170,  179,  202,  208,  214,  217,  218, 
221 ,  235,  253,  257,  259,  283  et  suiv., 
399,  401,456,456,457. 

Projectiles   (vitesse  des),  487  et  suiv. 

Projection,  b\  et  suiv.;— d'un  polygone 
sur  une  droite,  60;  —  du  mouvement 
rectiligne  et  uniforme,  62;  —  sur  un 
diamètre  d'un  mouvement  circulaire 
uniforme,  71  ;  —  d'une  droite  finie 
sur  une  direction  qui  fait  avec  elle 
un  angle  infiniment  petit,  79;  —  sur 
un  plan  d'un  mouvement  circulaire 
uniforme,  445. 

PROM  (de),  441,  466. 

Q 

Quadrature  des  courbes,  27  ;  —  de  la 
courbe  des' vitesses,  25. 

Qiia</rt(af^einscriptible,  202;  — ^maxi- 
mum construit  sur  quatre  côtés 
donnés,  202  ;  même  problème  sur  la 
sphère,  221 . 
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RaiU,  525. 
Rainures,  525. 
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Iludrostatù/ur,   i. 
JJijjii'i  bulc,  ll.'>. 
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Kl  1 1  in,   IU.~,  1<»7. 
I\i;!i/.  i'iO. 
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l.finf(t  ne    *-\ii:n-\]w^e  ;V.,  ."Jli. 

l.v.Nz,  r)\i7. 

Latitude,  Si. 

/.rr/mlc  cli;ini:riii('nt  de  iiuirclir,  iM 

I.Kiisous  coiii|il("'l<  s  isy^loiii''  :V  .  ô'iO, 

Liimiçnn  (le  l'a:>^titl,  300. 

I.iiKiM  ,   î^'*r>. 

/  r'/.s  (1(^  K*'|iU'r.  lO.'.  1(17. 

/.oc  A,    l'i. 

lA'H(/ifH(l(\    Si. 

/.r>////    l>it/nnii,    \~"1.    i77. 

I.umn-n'    10|. 


M 


Marhuii's,  r»lS;  —  fi  v;i|Knr,  î."'2  cl 
viii\.;  —  à  (Kii\  cWiudics,  i"-i7;  —  ;i 
alétcr,    itl7. 


Induatncc   dts    accéloratioii:?    lolalcs-, 

137  ;  —  splid'i  ique,  138, 
Itifcnsitc  d'une  force,  2. 
Inlrrscctions    succcsî^ives    d'une    li^iMe 

luul.ile,  '207. 
ht  s  faut,  1. 


,1 


./c//;/e  dune  l'oue  dï-n^jenaye,  370. 

.I<u  d'un  (Mii:r('n:»^<',  33S. 

Joint  uiii\ei>cl  on    ludlandab^,  U)3  ;  — 
de  llooke,  iOO;  —  d«'  liai'daii,  4(53;  — 
coiMjn;nM"',   400,  'i()3;  —  des  presse;-" 
l\|i()yi'a|dd'|nes .   i(>i;  —   d"(lldlinni,.   ! 
V77. 

Jour,   "2;  —  >olaire,  i'OI  ;   —  sidéral. 


Maxmiei.«,  210. 

Manivelle,  107,  4*25;  —  inégales,  '203. 
4*20;  —  à   coulisse,  i78. 

Marteau,  393. 

Martin  de  BBEnts,  488. 

Mattei,  487. 

Mcentii(jue,  5;  —  rationnelle.  —  appli- 
quée, 4. 

Méeanisnies,  310  et  suiv. 

Mentannd,  303. 

Mki'.ijot  443. 

Mcllinle  analyti(jne,  4;  —  de  Simpson 
27  ;  —  de  Uober\al  pour  mener  »]»^> 
tan^^enles  à  certaines  courbes.  108  el 
suiv.;  —  des  roulettes  pour  le  tract: 
des  engrenantes.  345; —  de  TredgoM 
pour  le  trace  des  engrenages  coni- 
(juis,  302. 

Midi  vrai,  201, 

Mo>t..i:,  327. 

)loiu\.  400,  483,   480. 

Mouvcmcid,  1;  —  rectiligiie.  cur\i[i- 
gne.  circula  rr,  1,  37,  320;  —  tl.i 
point.  7  et  suiv.; —  uniiornie.  1»  «l 
Miiv.; — varié,  li  et  suiv.,  320.;  — 
p»''riodi(pie,  320  ;  —  moyen,  30.  G7  ; 

—  rectiligne  unilorménienl  varié. 
43;  —  projeté,  51  et  suiv.;  —  itla- 
til.  80  et  suiv.;  —  relatif  de  lieuv 
poinis,  03  ;  —  apparent.  80  et  suiv.; 

—  dentrainenient.  'i^^\  un  mou- 
vement d'entraînement  counnuii.  iiii- 
l>rinié  à  deux  systèmes,  n'altère  pas 
hur  mouveni' m  relatif,  02;  mou- 
vement du  soleil,  102  ;  —  relatif  de 
deux  planèk's,  107;  —  circulaiie 
unifnrme,  120;  —  elliptique,  quand 
la  vitesse  aiéolaire  autour  du  centre 
de  l'ellipse  est  constante.  14();  — 
ellii»ti(]ue  des  i)lanèles,  1(»7,  175  et 
suiv.; — d'un  solide,  183  el  suiv.;  — 
d'une  ligur<'  invariable  sur  une 'Sur- 
face. ISJ.  180;  —  élémentaire  d'un 
.-olidf.  100  ;  —  d'une  figure  planedan> 
>on  plan,  102; —  d  un  solide  paral- 
lèlement à  un  jilan,  105;  — épicy- 
eloïdal.  210,  204,  —  continu  dune 
ligure  plane  ilaiis  son  plan.  210;  — 
d  une  ligure  >phéi'i(jue  sur  la  sphère, 
221  ;  —  dun  solide  invarialde  au- 
tour d'un  point  li.ve,  22»»;  —  d'une 
liunre  plane  dans  ^e^pace,  227  ;  — 
liéli(;oïdal,  220,  232  ;  —  continu  d'un 
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Unité  de  temps.  2,  19.  261. 


Variaiiont  brusques  de  vitesse,  174  ;  — 
des  coordonnées  produites  par  une 
rotation  autour  d'un  axe  et  par  une 
translation,  254,  308. 

Vaeigson,  250. 

Vent  (action  du),  sur  une  girouette 
mobile,  99. 

ru  d'Archimède,  460  ;  —  sans  fin,  566  ; 

—  diflérentielle  de  Prony,  4G6. 
Vitesse,  11;   —  des  navires,  12;  — 

moyenne,  14,  39  ;  —  en  un  point 
donné  de  la  trajectoire,  15  ;  —  déter- 
mination des  vitesses,  19  et  suiv.  ; 
courbe  des,  23;  extension  de  la 
définition  du  mot  vitesse ,  30  ;  — 
angulaire,  31,  82;  —  aréolaire,  33, 
68,  82  ;  —  de  la  vitesse,  ou  accéléra- 
tion tangenlielle,  53  ;  ~  linéaii*e,  53  ; 

—  à  imprimer  à  un  corps  pesant  pour 


le  faire  monter  à  une  hauteur  donnée, 
48;  —  du  mouvement  projeté,  56;  — 
dans  le  mouvement  rapporté  à  trois 
axes,  58,  67  ;  —  de  glissement,  82, 
85  9  —  de  circulation,  82  ;  —  de  cir- 
culation en  latitude,  en  longitude, 
85  ;  —  relative,  absolue,  d'entraîne- 
ment, 89,  272  ;  —  de  la  lumière,  101  ; 
—  du  son  dans  Tair,  49;  —  vitesse 
acquise  élémentaire,  122, 124;  —  vi- 
tesse du  point  de  contact  de  la 
courbe  mobile  avec  la  courbe  fixe 
dans  le  mouvement  épicycloïdal,  212, 
272. 


W 


Watt,  380,  434. 

WaiTB,  357. 

WiLus,  327,  357,  369,  380. 


ZavifEii,  443. 
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